

(Το παρακάτω κείμενο είναι πιθανό να υποστεί μικρές τροποποιήσεις)



ΑΠΟΤΥΠΩΣΕΙΣ

Εισαγωγή

Η εργασία αυτή έχει ως στόχο την κατανόηση των εννοιών, που συνδέονται με την αποτύπωση, δηλαδή την διαδικασία αναπαραγωγής ενός αντικειμένου, ανεξαρτήτως μορφής του, αλλά περιορισμένων σχετικά διαστάσεων, όπως π.χ. ενός κινητού αρχαίου αντικειμένου, μνημείου, αρχαιολογικού χώρου, κ.λ.π., την γνώση της εφαρμογής των διαφόρων μεθόδων και της χρήσης στο μεγαλύτερο δυνατό βαθμό των οργάνων και λοιπών μέσων της τεχνολογίας, που μας δίνουν τη δυνατότητα, να απεικονίσουμε τα αντικείμενα στο χαρτί, σε σχέδιο, φωτογραφίες υπό κλίμακα, ή άλλη μορφή.

Η ανάπτυξης των θεμάτων αυτών έχει λάβει υπόψη το επίπεδο των γνώσεων των μαθητών, για τους οποίους προορίζεται (Β΄ τάξη τεχνικής εκπαίδευσης κατεύθυνσης Συντήρησης Έργων Τέχνης -Αποκατάστασης), καθώς και τις διατιθέμενες για το μάθημα αυτό ώρες διδασκαλίας. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ Α΄

Ορισμός της έννοιας της αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση" �. Ορισμοί γεωμετρικών και τοπογραφικών εννοιών που σχετίζονται με αυτήν.

Αποτύπωση

Αποτύπωση καλείται η αναπαραγωγή της εικόνας ενός αντικειμένου στο χαρτί, με τρόπο ώστε το σύνολο των απεικονίσεων να μας παρέχει μία όσον το δυνατόν πληρέστερη εικόνα της πραγματικής μορφής και του μεγέθους του αντικειμένου.

Το αντικείμενο αυτό μπορεί να είναι οσονδήποτε μεγάλο ή μικρό. Στο παρόν βιβλίο θα μας απασχολήσει η αποτύπωση αντικειμένων περιορισμένων σχετικά διαστάσεων, όπως π.χ. ενός κινητού αρχαίου αντικειμένου, ενός αγάλματος, ενός αρχιτεκτονικού μέλους, ενός μνημείου, αρχαιολογικού χώρου, κ.λ.π.

Συναφής με την έννοια της Αποτύπωσης είναι και η έννοια της κλίμακας, � XE "Κλίμακα" �που αφορά την σχέση διαστάσεων μεταξύ του απεικονιζόμενου αντικειμένου και της αναπαραγωγής του στο χαρτί. 

Ορισμοί απλών γεωμετρικών εννοιών 

Είναι απαραίτητο, για την πληρέστερη κατανόηση των αναφερομένων στο παρόν βιβλίο, να υπενθυμίσουμε και να ορίσουμε ορισμένες απλές γεωμετρικές έννοιες, η οποίες σχετίζονται με τα αντικείμενα, που πρόκειται να αποτυπωθούν, καθώς και τις διαδικασίες αποτύπωσης.

Ο Όγκος� XE "Όγκος" � ενός υλικού αντικειμένου ορίζεται, ως ο χώρος τον οποίο καταλαμβάνει αυτό μέσα στο άπειρο διάστημα που μας περιβάλλει.

Η Επιφάνεια� XE "Επιφάνεια" � ενός υλικού αντικειμένου είναι το πέρας του, δηλαδή εκεί όπου αυτό διαχωρίζεται από το γύρω χώρο, που το περιβάλλει. 

Η Γραμμή� XE "Γραμμή" � ορίζεται ως το τέλος μίας επιφανείας ή τμήματός της. Π.χ. τα άκρα μίας σελίδας του βιβλίου.

Το Σημείο� XE "Σημείο" � ορίζεται ως το αδιάστατο εκείνο στοιχείο, που μπορεί να θεωρηθεί ως το άκρον μίας γραμμής ή ενός τμήματος της, η θέση που δύο γραμμές τέμνονται. 

Θα θεωρήσουμε ότι μία γραμμή παράγεται από την κίνηση ενός σημείου στο διάστημα. Το σύνολο δηλαδή των θέσεων, που παράγει ένα κινούμενο σημείο στο χώρο, είναι μία γραμμή. Αντίστοιχα θα θεωρήσουμε ότι μία επιφάνεια παράγεται από την κίνηση μίας γραμμής στο χώρο.

Θα θεωρήσουμε ότι ένα αντικείμενο συγκροτείται από σημεία, γραμμές και επιφάνειες, τα οποία αποτελούν και τα στοιχεία του.

Σχήμα� XE "Σχήμα" � ενός αντικειμένου θα θεωρήσουμε το σύνολο των επιμέρους στοιχείων του, δηλαδή σημείων, γραμμών, και επιφανειών, που συγκροτούν αυτό. 

Ένα αντικείμενο μπορεί να αντιστοιχηθεί με ένα γεωμετρικό σχήμα. Είναι φανερό ότι, για να αποτυπωθεί ένα αντικείμενο, θα πρέπει να αναλυθεί στα επιμέρους στοιχεία του.

Ευθεία γραμμή� XE "Ευθεία γραμμή" � μπορούμε να θεωρήσουμε αυτή που διαγράφει ένα σημείο κινούμενο κατά διεύθυνση της βαρύτητας, ή το σχήμα που παίρνει ένα τεντωμένο νήμα, στα δύο άκρα του οποίου ασκούνται έντονες δυνάμεις, όπως συμβαίνει με ένα σκοινί, στο άκρον του οποίου αναρτάται ένα βάρος και το οποίο κρατάμε από το άλλο άκρο, οπότε η μία δύναμη ασκείται στο σκοινί από το χέρι μας και η άλλη από τη βαρύτητα. Το εργαλείο που στηρίζεται στη διάταξη αυτή καλείται νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � (εικ.1).

Δύο σημεία στο χώρο ορίζουν την θέση μίας ευθείας. Η ευθεία μπορούμε να θεωρήσουμε ότι δύναται να επεκταθεί στο άπειρον και προς τις δύο πλευρές του μεταξύ των σημείων αυτών τμήματος. Η τομή δύο ευθειών είναι ένα σημείο.

Ευθύγραμμο τμήμα� XE "Ευθύγραμμο τμήμα" � καλείται το μέρος της ευθείας, που περιορίζεται μεταξύ δύο σημείων (εικ.2). Εάν θεωρήσουμε και μία κατεύθυνση στα ευθύγραμμα τμήματα, δηλαδή την φορά προς την οποία κινείται το σημείο που την παράγει, τότε ορίζεται ένα διάνυσμα. Δηλαδή σε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, αντιστοιχούν δύο διανύσματα ΑΒ και ΒΑ. Ένα διάνυσμα λοιπόν έχει μία αρχή, ένα τέλος και μία φορά (εικ.2).

Ημιευθεία� XE "Ημιευθεία" � καλείται το τμήμα της ευθείας που βρίσκεται προς την μία πλευρά ενός σημείου. Η ημιευθεία προς την πλευρά αυτή προχωρεί στο άπειρο.

Επίπεδο� XE "Επίπεδο" � καλούμε την επιφάνεια εκείνη, που μία ευθεία γραμμή εφαρμόζει σε κάθε θέση της. Πρόκειται για την απλούστερη επιφάνεια. Π.χ. η επιφάνεια που παίρνει η άνω απόληξη ηρεμούντος νερού, σε περιορισμένη έκταση.

Θεωρούμε ότι ένα επίπεδο προχωρεί προς το άπειρο σε κάθε κατεύθυνση, όπως και οι άπειρες ευθείες που βρίσκονται πάνω σ΄ αυτό.

Τρία σημεία, τα οποία δεν βρίσκονται επί της ίδιας ευθείας ορίζουν τη θέση ενός και μόνο επιπέδου. Μία ευθεία και ένα σημείο εκτός αυτής ορίζουν τη θέση ενός επιπέδου.

Το σύνολο των σημείων της τομής δύο επιπέδων επιφανειών είναι ευθεία γραμμή.

Μία ευθεία γραμμή που δεν βρίσκεται επί ενός επιπέδου ή είναι παράλληλη σ’ αυτό ή το τέμνει.

Ημιεπίπεδο� XE "Ημιεπίπεδο" � καλείται το τμήμα ενός επιπέδου που βρίσκεται προς την μία πλευρά μίας ευθείας που βρίσκεται πάνω σε αυτό. Αυτό από τη μία πλευρά του περιορίζεται από την ευθεία αυτή, ενώ από την άλλη επεκτείνεται στο άπειρο αντίστοιχα, όπως κάθε ημιευθεία του περιορίζεται από την μία της πλευρά από το σημείο της τομής της με την παραπάνω ευθεία και από την άλλη επεκτείνεται στο άπειρο.

Επίπεδο σχήμα� XE "Επίπεδο σχήμα" � καλείται εκείνο, του οποίου το σύνολο των στοιχείων του βρίσκονται σε ένα επίπεδο.

Παράλληλες ευθείες� XE "Παράλληλες ευθείες" � καλούνται αυτές, που δεν συναντώνται.

Δύο ευθείες που βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο ή είναι παράλληλες ή τέμνονται. Όμοια δύο παράλληλες ευθείες, καθώς και δύο τεμνόμενες, ορίζουν αντίστοιχα ένα και μόνο επίπεδο (εικ.3 α,β). 

Εάν μία ευθεία είναι παράλληλη σε ένα επίπεδο, τότε κάθε επίπεδο που περιλαμβάνει την ευθεία αυτή τέμνει το προηγούμενο κατά παράλληλη ευθεία, προς αυτήν.

Γωνία� XE "Γωνία" � λέγεται το σχήμα, που ορίζεται από δύο ευθείες που τέμνονται. Εάν θεωρήσουμε τις τέσσερις ημιευθείες, που ορίζουν οι δύο τεμνόμενες ευθείες, έχουμε την δημιουργία τεσσάρων γωνιών. Ανά δύο από αυτές, οι αντικείμενες (κατά κορυφήν), είναι ίσες. Δύο ημιευθείες με κοινή αρχή ορίζουν δύο τμήματα του επιπέδου, που περιορίζονται μεταξύ αυτών, ήτοι σχηματίζουν δύο γωνίες (εικ.4). Οι ημιευθείες καλούνται πλευρές της γωνίας και το κοινό σημείο κορυφή.

Πεπλατυσμένη γωνία λέγεται αυτή � XE "Πεπλατυσμένη γωνία" � που οι πλευρές της είναι η μία προέκταση της άλλης (εικ.5α, 5γ).

Ορθή γωνία� XE "Ορθή γωνία" � λέγεται αυτή που είναι το μισό της πεπλατυσμένης (εικ. 5β). Όταν δύο ευθείες τέμνονται, έτσι ώστε όλες οι γωνίες, που σχηματίζουν οι ημιευθείες γύρω από το σημείο τομής να είναι ίσες, τότε οι γωνίες αυτές είναι ορθές (εικ.5γ). Οι ευθείες τότε είναι μεταξύ τους κάθετες� XE "Κάθετες ευθείες" �. Οι γωνίες, που είναι μικρότερες της ορθής ονομάζονται οξείες� XE "Οξείες γωνίες" � και οι μεγαλύτερες αμβλείες� XE "Αμβλείες γωνίες" �. Τα δύο ζευγάρια ίσων γωνιών, που σχηματίζονται από δύο τεμνόμενες (κατά κορυφήν) όχι κατά ορθή γωνία ευθείες, είναι το μεν ένα οξείες το δε άλλο αμβλείες.

Τεθλασμένη� XE "Τεθλασμένη γραμμή" � λέγεται η γραμμή, που αποτελείται από συνεχόμενα ευθύγραμμα τμήματα, τα οποία δεν αποτελούν ευθεία.

Τεθλασμένη επιφάνεια� XE "Τεθλασμένη επιφάνεια" � λέγεται η επιφάνεια, που αποτελείται από συνεχόμενα επίπεδα τμήματα, τα οποία δεν αποτελούν ένα επίπεδο.

Καμπύλη γραμμή� XE "Καμπύλη γραμμή" � λέγεται εκείνη, της οποίας κανένα τμήμα δεν είναι ευθύγραμμο.

Κύκλος� XE "Κύκλος" � λέγεται το επίπεδο σχήμα� XE "Επίπεδο σχήμα" �, το οποίο περιβάλλεται από μία γραμμή, που καλείται περιφέρεια, της οποίας όλα τα σημεία απέχουν την ίδια απόσταση, που καλείται ακτίνα, από ένα σημείο, το κέντρο. Η περιφέρεια του κύκλου είναι μία καμπύλη γραμμή.

Καμπύλη επιφάνεια� XE "Καμπύλη επιφάνεια" � λέγεται εκείνη, της οποίας κανένα τμήμα δεν είναι επίπεδο.

Σφαίρα� XE "Σφαίρα" � λέγεται το στερεό σχήμα, του οποίου όλα τα σημεία της εξωτερικής του επιφάνειας, απέχουν το ίδιο από ένα σημείο, το κέντρο.

Μικτή γραμμή� XE "Μικτή γραμμή" � λέγεται εκείνη, η οποία αποτελείται από ευθύγραμμα τμήματα και τμήματα καμπύλων γραμμών.

Μικτή επιφάνεια� XE "Μικτή επιφάνεια" � λέγεται εκείνη, η οποία αποτελείται από επίπεδα τμήματα και τμήματα καμπύλων επιφανειών.

Δίεδρη γωνία� XE "Δίεδρη γωνία" � καλείται η γωνία, που σχηματίζεται από δύο τεμνόμενα επίπεδα. Εάν θεωρήσουμε τα τέσσερα ημιεπίπεδα, που ορίζουν τα δύο τεμνόμενα επίπεδα, έχουμε την δημιουργία τεσσάρων δίεδρων γωνιών (εικ.6α). Ανά δύο από αυτές, οι αντικείμενες (κατά κορυφήν), είναι ίσες. Δύο ημιεπίπεδα με την κοινή ευθεία ορίζουν δύο τμήματα του χώρου, που περιορίζονται μεταξύ αυτών, ήτοι σχηματίζουν δύο δίεδρες γωνίες (εικ.6β). Τα ημιεπίπεδα καλούνται έδρες της δίεδρης γωνίας και η κοινή ευθεία της τομής καλείται ακμή. 

Δύο επίπεδες ή δίεδρες γωνίες είναι ίσες όταν τοποθετούμενες η μία επί της άλλης συμπίπτουν.

Όταν δύο επίπεδα τέμνονται, έτσι ώστε όλες οι γωνίες, που σχηματίζουν τα ημιεπίπεδα γύρω από την ακμή τομής, να είναι ίσες, τότε οι γωνίες αυτές είναι ορθές (εικ.6γ). Τότε τα δύο επίπεδα είναι κάθετα� XE "Κάθετα επίπεδα" � μεταξύ τους. Οι γωνίες, που είναι μικρότερες της ορθής ονομάζονται οξείες και οι μεγαλύτερες αμβλείες. 

Όταν ένα επίπεδο είναι κάθετο σε δύο τεμνόμενα επίπεδα είναι κάθετο και στην τομή τους (εικ.6ε).

Τρίεδρη� XE "Τρίεδρη γωνία" � λέγεται μία γωνιά, που προκύπτει από μια δίεδρη, όταν τμηθεί με ένα τρίτο επίπεδο (εικ.6δ). Αν θεωρήσουμε ότι τα δύο επίπεδα της εικ. 6α τέμνονται από ένα τρίτο σχηματίζονται γύρω από το σημείο συνάντησης των τριών επιπέδων 8 τρίεδρες γωνίες (εικ. 6ε).

Θέση ευθείας και επιπέδου. � XE "Ευθεία παράλληλη σε επίπεδο" �Μία ευθεία ή βρίσκεται επί ενός επιπέδου ή τέμνει αυτό ή είναι παράλληλη σ’ αυτό.

Ευθεία κάθετη σε επίπεδο� XE "Ευθεία κάθετη σε επίπεδο" �. Μία ευθεία που τέμνει ένα επίπεδο είναι κάθετη σ’ αυτό, όταν είναι κάθετη σε δύο τουλάχιστον ευθείες, που περνούν από το ίχνος της, δηλαδή το σημείο τομής της με το επίπεδο, γεγονός που συνεπάγεται ότι είναι κάθετη σε κάθε ευθεία, που περνάει από το ίχνος της. Αντιστρόφως, όλες οι κάθετες ευθείες στο χώρο σε ένα σημείο μίας ευθείας βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο, που είναι κάθετο στην ευθεία αυτή. 

Ορισμένες περιπτώσεις καθετότητας ευθειών και επιπέδων� XE "Καθετότητα ευθειών και επιπέδων" �

Δύο ευθείες, σε ένα επίπεδο, κάθετες στην ίδια ευθεία είναι μεταξύ τους παράλληλες.

Δύο επίπεδα κάθετα στην ίδια ευθεία είναι μεταξύ τους παράλληλα.

Δύο ευθείες κάθετες στο ίδιο επίπεδο είναι μεταξύ τους παράλληλες.

Ένα επίπεδο που είναι κάθετο σε μία ευθεία είναι και στην παράλληλό της.

Ένα επίπεδο που είναι κάθετο σε μία ευθεία ενός επιπέδου είναι κάθετο και στο επίπεδό της.

Δύο επίπεδα κάθετα σε ένα τρίτο τέμνονται κατά ευθεία κάθετη στο τρίτο.

Έλλειψη� XE "Έλλειψη" � καλείται μία καμπύλη η οποία ομοιάζει με πεπλατυσμένο κύκλο, όπου μία από δύο κάθετες διαμέτρους του έχει πιεστεί (εικ.7). 

Εφαπτόμενη σε κύκλο ευθεία� XE "Εφαπτόμενη σε κύκλο ευθεία" � είναι αυτή που έχει με αυτόν ένα μόνο κοινό σημείο. Η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ακτίνα του κύκλου που αντιστοιχεί στο κοινό σημείο.

Εφαπτόμενο σε σφαίρα επίπεδο� XE "Εφαπτόμενο σε σφαίρα επίπεδο" � είναι αυτό που έχει με αυτόν ένα μόνο κοινό σημείο. Το εφαπτόμενο επίπεδο είναι κάθετο στην ακτίνα του κύκλου που αντιστοιχεί στο κοινό σημείο.

.

Κατακόρυφη ευθεία� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � και Διάφορα ειδικά επίπεδα

Κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" �

Η έννοια της κατακορύφου σχετίζεται με την βαρύτητα, δηλαδή με την ιδιότητα της γη� XE "Γη" �ς να έλκει τα σώματα.

Η γη� XE "Γη" � (εικ.8) έχει ένα σχήμα που πλησιάζει την σφαίρα, αλλά λόγω της περιστροφής της γης έχει πάρει σχήμα ελλειψοειδές� XE "Ελλειψοειδές εκ περιστροφής" �, δηλαδή πιεσμένο κατά τον άξονα περιστροφής της, τα άκρα του οποίου ονομάζονται πόλοι� XE "Πόλοι" � (Βόρειος και νότιος) και πεπλατυσμένο κατά την περιφέρεια του Ισημερινού� XE "Ισημερινός" �, δηλαδή του κύκλου το επίπεδο του οποίου είναι κάθετο στο μέσον του άξονα περιστροφής της γης. Έτσι τα επίπεδα που περιλαμβάνουν τον άξονα περιστροφής της γης και συνεπώς διέρχονται από τους πόλους, ορίζουν πάνω στην επιφάνεια της γης ελλείψεις με μικρό άξονα αυτόν που αντιστοιχεί στον πόλο και που ονομάζονται Μεσημβρινοί� XE "Μεσημβρινοί" �, ενώ τα επίπεδα που τέμνουν τον άξονα της γης κάθετα είναι κύκλοι, που ονομάζονται Παράλληλοι� XE "Παράλληλοι" �, μεγαλύτερος από τους οποίους είναι ο Ισημερινός, που αντιστοιχεί στη μέση του άξονά περιστροφής της.�

Η εξωτερική επιφάνεια της γη� XE "Γη" �ς, που αποτελείται κατά 72% από νερό και 28% από στεριά. Η επιφάνεια της στεριάς, την οποία θεωρούμε ότι αποτελεί και τοπογραφική επιφάνεια και η συνέχειά της στον πυθμένα των θαλασσών καλούνται Φυσική Γήινη Επιφάνεια (Φ.Γ.Ε.)� XE "Φυσική Γήινη Επιφάνεια (Φ.Γ.Ε.)" �.

Η ευθεία που υλοποιείται στη γη είναι η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" �, η οποία μπορεί να υλοποιηθεί σε κάθε σημείο της επιφανείας της γης με την βοήθεια απλών εργαλείων, όπως είναι το νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � (ή λιναίη) (εικ.1), που υλοποιούν την διεύθυνση της βαρύτητας. Η προέκταση της κατακορύφου ευθείας προς τα επάνω οδηγεί στο ζενίθ, ενώ η προέκτασή της προς τα κάτω οδηγεί στο ναδίρ. Είναι φανερό λοιπόν ότι σε κάθε σημείο της επιφάνειας της γης έχουμε μία διαφορετική κατακόρυφο.

Ωστόσο όμως ούτε η επιφάνεια της στεριάς και ο πυθμένας των θαλασσών, ούτε η επιφάνεια του πυθμένα της θάλασσας, αλλ’ ούτε και η επιφάνειά του νερού για την οποία δεχόμαστε μία μέση στάθμη (Μ.Σ.Θ),� είναι απλές επιφάνειες, αλλά αρκετά πολύπλοκες. Οι ανωμαλίες της επιφάνειας της γη� XE "Γη" �ς, συμβάλλουν ώστε η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � να μην οδηγεί πάντα στο κέντρο, αλλά να παρουσιάζει ορισμένες αποκλίσεις. Έτσι ορίζουμε μία άλλη επιφάνεια, την οποία καλούμε γεωειδές� XE "Γεωειδές" �, στην οποία η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" �, δηλαδή η διεύθυνση της βαρύτητας, είναι σε κάθε σημείο κάθετη και η οποία είναι μία ανώμαλη επιφάνεια. Αυτή στη θάλασσα, ακολουθεί περίπου τη μέση στάθμη θαλάσσης (Μ.Σ.Θ), ενώ στις περιοχές τις στεριάς θεωρούμε ότι το γεωειδές επεκτείνεται στη στάθμη της θάλασσας (εικ.9). Έτσι η επιφάνεια του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � ορίζεται ως ισοδυναμική επιφάνεια έλξης και περιστροφής της γης, που σχετίζεται με την κατακόρυφο. Ο παγκόσμιος χάρτης της εικ. 10 μας δείχνει τις αποκλίσεις του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � από ένα ελλειψοειδές� XE "Ελλειψοειδές εκ περιστροφής" �.

Η επιφάνεια του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � προσδιορίζεται με τη βοήθεια ή αστρογεωδαιτικών παρατηρήσεων, ή μετρήσεων βαρύτητας ή αναλύοντας την κίνηση τεχνητών δορυφόρων. Επειδή η διαφορά του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � και του ελλειψοειδούς δεν είναι μεγάλη αφού οι αποκλίσεις του δεν ξεπερνάνε τα 100 μέτρα, μπορεί η πολύπλοκη επιφάνεια του πρώτου να αντικατασταθεί με την γεωμετρική επιφάνεια του δευτέρου, ώστε να είναι εύκολος ο υπολογισμός πάνω σ΄ αυτό γεωδαιτικών μετρήσεων. Με την μελέτη του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � και του ελλειψοειδούς και τον υπολογισμό, σε σχέση με αυτά, των χαρτογραφικών, γεωδαιτικών - τοπογραφικών στοιχείων ασχολείται η επιστήμη της Ανωτέρας Γεωδαισίας. 

Κατακόρυφο επίπεδο� XE "Κατακόρυφο επίπεδο" �. Οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � 

Καθοριστικά για την εκτέλεση των αποτυπώσεων κάθε κλίμακας� XE "Κλίμακα" � είναι το κατακόρυφο και το οριζόντιο επίπεδο� XE "οριζόντιο επίπεδο" �.

Κατακόρυφο � XE "Κατακόρυφο επίπεδο" � επίπεδο καλείται ένα επίπεδο, που περιλαμβάνει την κατακόρυφο της θέσεως. Αφού οριστεί η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � σε μία συγκεκριμένη θέση, είναι φανερό ότι υπάρχουν άπειρα κατακόρυφα επίπεδα στο χώρο, που περιλαμβάνουν αυτήν.

Κατακόρυφο επίπεδο� XE "Κατακόρυφο επίπεδο" � δύο σημείων επί της φυσικής γήινης επιφάνειας καλείται το επίπεδο, το οποίο διέρχεται από τα δύο αυτά σημεία και το κέντρο του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � (το κέντρο της γη� XE "Γη" �ς). Αυτό υλοποιείται με τις κατακορύφους στα δύο σημεία (εικ.22).

Οριζόντιο επίπεδο σε κάποιο σημείο καλείται αυτό� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � που είναι κάθετο στην κατακόρυφο στο συγκεκριμένο σημείο. Έτσι λοιπόν σε κάθε σημείο έχουμε και ένα μόνο οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, αφού μόνο ένα κάθετο επίπεδο στην διεύθυνση της κατακορύφου μπορεί να οριστεί. Κάθε ευθεία του οριζοντίου επιπέδου, που διέρχεται από το σημείο της κατακορύφου που το ορίζει είναι κάθετη στην κατακόρυφο (π.χ. Ε1, Ε2, εικ. 11). Όλες οι ευθείες που είναι κάθετες στην κατακόρυφο και που σε κάθε σημείο της κατακορύφου ανήκουν και σε ένα επίπεδο καλούνται οριζόντιες ευθείες� XE "Οριζόντια ευθεία" �. Έτσι λοιπόν ενώ σε κάθε σημείο έχουμε μία κατακόρυφο, έχουμε άπειρες οριζόντιες ευθείες� XE "Οριζόντια ευθεία" �, που ανήκουν σε ένα οριζόντιο επίπεδο. Το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � μπορεί να οριστεί με απλά εργαλεία και όργανα, στα οποία θα αναφερθούμε αναλυτικότερα παρακάτω.

Ένα είναι το βασικότερο, στο οποίο στηρίζονται τα περισσότερα από αυτά, η αεροστάθμη. Αυτή αποτελείται από ένα κλειστό υάλινο δοχείο, το οποίο περιλαμβάνει υγρό, συνήθως λευκό οινόπνευμα ή αιθέρα και το οποίο δεν πληρούται τελείως αλλά αφήνεται εσωτερικά του μία φυσαλίδα, η οποία καταλαμβάνει το ψηλότερο σημείο του δοχείου. Έτσι εφόσον έχουμε εξασφαλίσει μία διάταξη, που να μας ορίζει σ΄ αυτή τη θέση (κανονικό σημείο) μία οριζόντια ευθεία ή ένα οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, τότε είναι εύκολο αυτά να οριστούν. Από την στιγμή όμως, που η διάταξη αυτή μπορεί να μας εξασφαλίσει μία οριζόντια ευθεία ή επίπεδο είναι εύκολο με μία κάθετη διάταξη να ορίσουμε και την κατεύθυνση της κατακορύφου. Διακρίνουμε τη σωληνωτή αεροστάθμη� XE "Σωληνωτή αεροστάθμη" � και τη σφαιρική αεροστάθμη� XE "Σφαιρική αεροστάθμη" �.

α. Η σωληνωτή αεροστάθμη� XE "Σωληνωτή αεροστάθμη" �, που αποτελείται από καμπυλωμένο σε σχήμα κυκλικού τόξου σωλήνα και χρησιμεύει για την χάραξη οριζόντιων και κατακόρυφων ευθειών με κατάλληλες διατάξεις (εικ. 13). Τις διατάξεις αυτές καλούμε αλφάδι� XE "Αλφάδι" �α� XE "Αλφάδι" �. Προκειμένου να ορίσουμε ένα οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � είναι απαραίτητο να ορίσουμε δύο οριζόντιες ευθείες� XE "Οριζόντια ευθεία" �, τόσο ακριβέστερα ορίζεται το επίπεδο, όσο οι δύο οριζόντιες ευθείες� XE "Οριζόντια ευθεία" � πλησιάζουν να είναι μεταξύ τους κάθετες. Αντίστοιχα ο ορισμός της κατακόρυφης διεύθυνσης γίνεται σε δύο κάθετες θέσεις (εικ.13γ). 

β. Η σφαιρική αεροστάθμη� XE "Σφαιρική αεροστάθμη" � στηρίζεται στην ίδια κατασκευή, μόνο που εδώ το δοχείο δεν είναι σωληνωτό αλλά κυλινδρικό. Και η επάνω επιφάνειά του είναι τμήμα σφαίρας. Το κανονικό σημείο της βρίσκεται στο κέντρο της σφαιρικής επιφάνειας. Η διάταξη αυτή μας εξασφαλίζει απευθείας την οριζοντίωση επιπέδων (εικ.14α). Μπορεί ωστόσο η σφαιρική αεροστάθμη με κατάλληλη διάταξη, αφού ορίζει το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, να μας υλοποιήσει και μία κατακόρυφη γραμμή, δηλαδή μία κάθετη σ΄ αυτό, και αυτό μπορεί να πραγματοποιηθεί με μία μόνο οριζοντίωση (εικ.14β).

Προβολές σημείων

Ορθή προβολή σημείου σε ευθεία� XE "Ορθή προβολή σημείου σε ευθεία" �

Ορθή προβολή σημείου σε ευθεία� XE "Ορθή προβολή σημείου σε ευθεία" � καλείται το ίχνος της καθέτου από το σημείο αυτό στην ευθεία. Η κάθετη που προβάλλει το σημείο καλείται προβάλλουσα (εικ.15). Η κάθετη από το σημείο στην ευθεία είναι μία και μοναδική και είναι το μικρότερο ευθύγραμμο τμήμα, που ξεκινάει από το σημείο και καταλήγει στην ευθεία.

Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο� XE "Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο" �

Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο� XE "Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο" � καλείται το ίχνος της καθέτου από το σημείο στο επίπεδο. Η κάθετη που προβάλλει το σημείο στο επίπεδο καλείται προβάλλουσα (εικ.16), είναι μία και μοναδική και είναι το μικρότερο ευθύγραμμο τμήμα, που ξεκινάει από το σημείο και καταλήγει στο επίπεδο. Η εικ. 16 δείχνει μία διάταξη τριών τριγώνων, που κατασκευάζει μία τρίεδρη γωνία και μας εξασφαλίζει την χάραξη της προβολής (A΄) ενός σημείου (A) σε επίπεδο (Eo), ενώ παρέχει και την δυνατότητα χάραξης καθέτου επί το επίπεδο σε κάποιο σημείο του.

Ορθή προβολή σημείου στο ελλειψοειδές� XE "Ελλειψοειδές εκ περιστροφής" � της γη� XE "Γη" �ς

Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο� XE "Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο" � καλείται το ίχνος της καθέτου από το σημείο στο επίπεδο. 

Ορθή προβολή σημείου στο Γεωειδές� XE "Γεωειδές" � της γης

Ορθή προβολή σημείου στο � XE "Ορθή προβολή σημείου σε επίπεδο" � γεωειδές� XE "Γεωειδές" � καλείται το ίχνος της καθέτου από το σημείο στο γεωειδές. Η κάθετη που προβάλλει το σημείο (προβάλλουσα), μπορεί να θεωρηθεί ως το υψόμετρο� XE "Υψόμετρο" � του σημείου (εικ.17). Είναι αυτό το οποίο συναντάμε στους χάρτες και τα τοπογραφικά διαγράμματα. 

Μικρής έκτασης αποτυπώσεις

Είναι φανερό ότι για να μπορέσουμε να απεικονίσουμε ένα σημείο μας είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε την ορθή προβολή του και το υψόμετρό του.

Στις τοπογραφικές αποτυπώσεις πρέπει να λαμβάνεται υπόψη το σχήμα της γη� XE "Γη" �ς. Η καμπυλότητα μας δίνει περίπου 1 εκατοστό διαφορά υψομέτρου� XE "Υψόμετρο" � μεταξύ του πραγματικού υψομέτρου� XE "Υψόμετρο" �, που αναφέρεται στο γεωειδές� XE "Γεωειδές" �, από αυτό που αναφέρεται στο οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, για μία απόσταση του σημείου από τη θέση επαφής του οριζοντίου επιπέδου 350 μ., ενώ πολύ μικρότερη είναι διαφορά των αντιστοίχων μηκών επί του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � και του οριζοντίου επίπέδου. Ενώ όταν η απόσταση γίνεται 1 χλμ. η διαφορά των υψομέτρων είναι 8 εκατοστά και όταν η απόσταση είναι 10 χλμ. τότε η διαφορά γίνεται 7 μ. Έτσι και για μικρές επιφάνειες, δηλαδή μικρότερες από μίαν έκταση διαμέτρου 700-800 μ. μπορούμε να το αντικαταστήσουμε το γεωειδές με ένα επίπεδο, το επίπεδο του ορίζοντος, αφού στην μικρή αυτή έκταση το γεωειδές θεωρούμε ότι είναι επίπεδο, τις δε διευθύνσεις της βαρύτητας, δηλαδή τις κατακορύφους, θα τις θεωρήσουμε παράλληλες μεταξύ τους. Εάν μας είναι γνωστό ένα υψόμετρο� XE "Υψόμετρο" � του εθνικού δικτύου στην περιοχή της αποτύπωσής μας κάνουμε χρήση αυτού. Ορισμένες φορές όμως η αποτύπωση μας μπορεί να είναι ανεξάρτητη από το απόλυτο αυτό υψόμετρο, οπότε μπορούμε να δώσουμε εμείς μία αφετηρία υψομέτρων. 

Ορισμός κλίμακας� XE "Κλίμακα" �. Κυριότερες σε χρήση κλίμακες 

Σε κάθε αποτύπωση, είτε αυτή γίνεται με αναφορά στο γεωειδές� XE "Γεωειδές" � ή ελλειψοειδές� XE "Ελλειψοειδές εκ περιστροφής" �, δηλαδή αφορά χαρτογραφικές ή τοπογραφικές αποτυπώσεις, είτε αναφέρεται στο επίπεδο του ορίζοντος περιορισμένες τοπογραφικές και αρχιτεκτονικές αποτυπώσεις, είναι απαραίτητο να αντιστοιχήσουμε το προς αποτύπωση αντικείμενο με το επίπεδο χαρτί της σχεδίασης. Στην πρώτη περίπτωση χρησιμοποιούμε ειδικές μεθόδους τις οποίες καλούμε προβολές και με τις οποίες ασχολούνται οι επιστήμες της Χαρτογραφίας και της Γεωδαισίας. Στην δεύτερη χρησιμοποιούμε τα οριζόντια μεγέθη ως μετρώνται και τα υψόμετρα υπολογίζουμε με τις διαφορές από το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, διατηρώντας τις αρχές των ορθών προβολών στο σύνολο του αντικειμένου. Και στις δύο περιπτώσεις είναι αναγκαίο το αντικείμενο να παρουσιαστεί στις κατάλληλες κλίμακες.

Η Κλίμακα� XE "Κλίμακα" � ορίζεται ως η αναλογία(πηλίκο), που έχει ένα μήκος στο χαρτί της αποτύπωσης σε σχέση με το πραγματικό του μέγεθος. Π.χ. όταν 500 μ. μήκους απεικονίζονται με μήκος 1 μ. στο χαρτί η κλίμακα είναι 1:500, όταν τα 1000 μ. μήκους απεικονίζονται με μήκος 1 μ. στο χαρτί η κλίμακα είναι 1:1000. Στη δεύτερη περίπτωση η κλίμακα είναι μικρότερη. Δηλαδή όσο μεγαλύτερος είναι ο παρανομαστής του κλάσματος της κλίμακας� XE "Κλίμακα" �, τόσο αυτή είναι μικρότερη και το σχέδιο πιο μικρό.

Η επιλογή των κλιμάκων σε κάθε περίπτωση είναι συνάρτηση του επιδιωκόμενου στόχου της αποτύπωσης. Οι κυριότερες σε χρήση κλίμακες είναι:

Χαρτογραφικές κλίμακες� XE "Χαρτογραφικές κλίμακες" �: 1:1.000.000, 1:500.000, 1:250.000, 1:100.000, 1:50.000, 1:20.000, 1:10.000, 1:5.000.

Τοπογραφικές κλίμακες� XE "Τοπογραφικές κλίμακες" �: 1:5.000, 1:2.000, 1:1.000, 1:500, 1:200, 1:100.

Αρχιτεκτονικές κλίμακες� XE "Αρχιτεκτονικές κλίμακες" �: 1:200, 1:100, 1:50, 1:20, 1:10.

Κλίμακες Λεπτομερειών� XE "Κλίμακες Λεπτομερειών" �: 1:20, 1:10, 1:5, 1:2, 1:1.

Οι χαρτογραφικές μέθοδοι, που αφορούν μεγάλα τμήματα της γήινης επιφάνειας δεν εξασφαλίζουν σε ολόκληρη την έκταση του χάρτη την ίδια κλίμακα. Αυτό γίνεται τόσο περισσότερο κατορθωτό, όσο αυτές οι κλίμακες μεγαλώνουν.

Όλες οι παραπάνω κλίμακες αποτελούν σμικρύνσεις. Σε πολύ μικρά αντικείμενα είναι συχνά αναγκαίο, να χρησιμοποιούμε μεγεθύνσεις, οπότε μπορούμε να αναφερόμαστε αντίστοιχα με την αναλογία και τον όρο μεγέθυνση ή την χρήση του Χ (π.χ. Χ2, Χ10, κ.λ.π.)

Ορισμός τριών διαστάσεων� XE "Τρεις διαστάσεις" � (1D, 2D, 3D).

Ένα σημείο ορίζει απλώς μία θέση στο χώρο, έχει υπόσταση σε σχέση με άλλα γεωμετρικά στοιχεία (άκρο ευθείας, τομή ευθειών, τομή τριών επιπέδων, κ.λ.π.) και δεν έχει καμία διάσταση (αδιάστατο μέγεθος).

Μία γραμμή, όπως π.χ. η ευθεία γραμμή έχει μία διάσταση (μονοδιάστατο μέγεθος), την οποία ονομάζουμε μήκος.

Ένα σχήμα το οποίο αναπτύσσεται σε ένα επίπεδο και καταλαμβάνει τμήμα αυτού, που μπορεί να προχωρεί μέχρι το άπειρο και δεν αποτελείται από μία γραμμή, θεωρούμε ότι αναπτύσσεται σε δύο διαστάσεις (δισδιάστατο). Χαρακτηριστικά μεγέθη του σχήματος αυτού είναι η επιφάνεια� XE "Επιφάνεια" � και η περίμετρός� XE "Περίμετρος" � του, δηλαδή το μέρος του επιπέδου που καταλαμβάνει και η εξωτερική γραμμή που το ορίζει αντίστοιχα.

Ένα στερεό σχήμα, που αναπτύσσεται στο χώρο, καταλαμβάνοντας ένα τμήμα του είναι ένα μέγεθος σε τρεις διαστάσεις (τρισδιάστατο). Χαρακτηριστικά μεγέθη του σχήματος αυτού είναι ο όγκος και η επιφάνειά του, δηλαδή το μέρος του χώρου, που καταλαμβάνει και η εξωτερική επιφάνεια, που το ορίζει.

 Συντεταγμένες� XE "Συντεταγμένες σημείων" � (σε ευθεία, σε επίπεδο, στο χώρο).

Κάθε γεωμετρικό σχήμα ανάλογα με τη φύση του μπορεί να οριστεί στο, τόσο ως προς την θέση του στο χώρο, όσο και μέσω της διαδικασίας αποτύπωσής του, δηλαδή της αναπαραγωγής του στο χαρτί με την βοήθεια του προσδιορισμού των συντεταγμένων όλων των σημείων του. Αυτό επιτυγχάνεται με το προσδιορισμό συνήθως ενός πεπερασμένου αριθμού στοιχείων (σημείων, γραμμών, ή επιφανειών), που μας παρέχουν μίαν ολοκληρωμένη εικόνα του αντικειμένου. Έτσι για τον ολοκληρωμένο προσδιορισμό της θέσης στοιχείων παρίσταται ανάγκη χρήσεως τριών ειδών συντεταγμένων.

Συντεταγμένες ενός σημείου σε έναν άξονα� XE "Συντεταγμένες σημείων σε έναν άξονα" �

Η θέση ενός σημείου σε έναν ευθύγραμμό άξονα (άξονας Χ) προσδιορίζεται σε σχέση με μία αφετηρία, κέντρο συντεταγμένων, στην οποία μπορούμε να δώσουμε συνήθως την αριθμητική θέση 0 και που διαιρεί την ευθεία σε δύο ημιευθείες την θετική με φορά συνήθως προς τα δεξιά, θεωρώντας ότι αυτή εκτείνεται μέχρι το άπειρο και την αρνητική με φορά προς τα αριστερά. Η θέση του σημείου ορίζεται με έναν αριθμό που αντιστοιχεί στην απόστασή του από την αρχή και ονομάζεται τετμημένη. Οι αριθμοί των συντεταγμένων στον θετικό ημιάξονα είναι θετικοί και στον αρνητικό αρνητικοί.

Το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος προκύπτει από την διαφορά της δεξιά τετμημένης του μείον την αριστερή τετμημένη. Π.χ. στην εικ.18 το μήκος (ΔΧ) του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ είναι (ΑΒ)=5-2=3, το μήκος (ΑΓ)=2-(-3)=2+3=5, το μήκος (ΔΓ)=(-3)-(-7)= -3+7=4.

 Συντεταγμένες ενός σημείου σε δύο άξονες� XE "Συντεταγμένες σημείων σε δύο άξονες" �

Σε ένα επίπεδο, προκειμένου να προσδιορίσουμε την θέση σημείων, χρησιμοποιούμε δύο άξονες, που τέμνονται κάθετα μεταξύ τους. Το σημείο της τομής Ο των δύο αξόνων είναι το κέντρο των συντεταγμένων (0,0). Τον παράλληλο στην γραμμή των δύο ματιών μας συνήθως ορίζουμε ως άξονα των Χ (άξων τετμημένων� XE "Άξων τετμημένων" �) και τον κάθετο προς αυτόν ως άξονα των Ψ (άξων τεταγμένων� XE "Άξων τεταγμένων" �). Επί των δύο αξόνων, το κέντρο Ο χωρίζει δύο ημιάξονες στον καθένα, εκ των οποίων στον μεν άξονα των Χ ο θετικός είναι ο δεξιός και ο αρνητικός ο αριστερός, ενώ στο άξονα των Ψ ο θετικός ο προς τα επάνω, που συναντάει τον θετικό των Χ στρεφόμενος δεξιόστροφα, και ο αρνητικός προς τα κάτω. Οι συντεταγμένες ενός σημείου ορίζονται από τις προβολές του στους δύο άξονες. Κάθε σημείο λοιπόν έχει δύο συντεταγμένες μία τετμημένη (Χ) και μία τεταγμένη (Ψ). Π.χ. οι συντεταγμένες του σημείου Α στην εικ. 19 είναι ΧΑ=2, ΨΑ=3. 

Το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος ορίζεται ως εξής: Οι διαφορές των συντεταγμένων των άκρων του ευθυγράμμου τμήματος, ΔΧ και ΔΨ, που μας προσδιορίζουν και τα μήκη των αντιστοίχων προβολών του τμήματος, ορίζονται επί των δύο αξόνων όμοια με όσα αναφέραμε παραπάνω στον ένα άξονα. Με βάση το πυθαγόρειο θεώρημα (SΑΒ)2=(ΔΧΑΒ)2+(ΔΨΑΒ)2 και SΑΒ=[(ΔΧΑΒ)2+(ΔΨΑΒ)2]1/2.

Έτσι στα παραδείγματα της εικόνας 19α,β έχουμε: ΔΧΑΒ=4-2=2, ΔΨΑΒ=6-3=3 και (SΑΒ)2=(2)2+(3)2=13 και SΑΒ=3,606. Αντίστοιχα ΔΧΓΔ=5-(-2)=5+2=7, ΔΨΓΔ=2-(-2)=2+2=4 και (SΓΔ)2=(7)2+(4)2=65 και SΓΔ=8,062.

Συντεταγμένες ενός σημείου σε τρεις άξονες� XE "Συντεταγμένες σημείων σε τρεις άξονες" �

Η θέση ενός σημείου στο χώρο προσδιορίζεται εν γένει από τις συντεταγμένες του σε τρεις άξονες. Οι δύο από αυτούς, οι Χ και Ψ, ορίζουν ένα επίπεδο και είναι όμοιοι με αυτούς που περιγράψαμε. Τέμνονται κάθετα μεταξύ τους και το σημείο της τομής Ο είναι το κέντρο των συντεταγμένων (0,0). Ένας τρίτος άξονας (άξονας των Ζ) κάθετος στο κέντρο Ο, που ο θετικός ημιάξονας του (+Ζ) προχωρεί προς τα επάνω και ο αρνητικός (-Ζ) προς τα κάτω σε σχέση με το επίπεδο ΧΨ. Ο θετικός δηλαδή ημιάξονας έχει φορά, την φορά που ακολουθεί μία βίδα, όταν περιστρέφεται έτσι ώστε ο άξονας των Χ να στραφεί δεξιόστροφα. Ο άξονας Ζ ορίζει δύο πρόσθετα επίπεδα με τις ευθείες Χ και Ψ τα ΧΖ και ΨΖ. Οι τρεις συντεταγμένες ενός σημείου ορίζονται από τις προβολές του στους τρεις άξονες. Κάθε σημείο λοιπόν στο χώρο έχει τρεις συντεταγμένες, Χ, Ψ, και Ζ. Αν θεωρήσουμε την προβολή Α΄ του Α στο επίπεδο ΧΨ, τότε οι προβολές του Α΄ στους άξονες Χ και Ψ, οι ΧΑ και ΨΑ αντίστοιχα μας δίνουν τις συντεταγμένες ΧΑ και ΨΑ αντίστοιχα, ενώ οι ΧΑ και ΨΑ είναι κάθετες αντίστοιχα στους άξονες Χ και Ψ και τα επίπεδα που ορίζονται από τα σημεία Α,Α΄,ΑΧ, Α΄΄ και Α,Α΄,ΑΨ, Α΄΄΄ είναι επίσης κάθετα στους άξονες αυτούς. Η συντεταγμένη Ζ προκύπτει από την τομή του παράλληλου επιπέδου από το Α προς το επίπεδο των ΧΨ, ή από την παράλληλο ΑΑΖ προς την Α΄Ο, αφού οι ΑΑ΄, Α΄Ο, ΟΖ βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. Μπορεί επίσης να προκύψει από τις προβολές του Α στα επίπεδα ΧΖ και ΨΖ, Α΄΄ και Α΄΄΄ αντίστοιχα οι οποίες με τη σειρά τους προβάλλονται στον Ζ στο ΖΑ.

Στο παράδειγμα της εικ. 20 οι συντεταγμένες του σημείου Α είναι ΧΑ=3, ΨΑ=4, ΖΑ=5.

Το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος ορίζεται ως εξής: Οι διαφορές των συντεταγμένων των άκρων του ευθυγράμμου τμήματος, ΔΧ, ΔΨ και ΔΖ, που μας προσδιορίζουν και τα μήκη των αντιστοίχων προβολών του τμήματος, ορίζονται επί των τριών αξόνων όμοια με όσα αναφέραμε παραπάνω στον ένα άξονα. Με βάση το πυθαγόρειο θεώρημα, όπως φαίνεται σε εικ.21, έχουμε: (ΔΧΨΑΒ)2=(ΔΧΑΒ)2+(ΔΨΑΒ)2 (SΑΒ)2=(ΔΧΨΑΒ)2+(ΔΖΑΒ)2=(ΔΧΑΒ)2+(ΔΨΑΒ)2+(ΔΖΑΒ)2 και SΑΒ=[(ΔΧΑΒ)2+(ΔΨΑΒ)2+(ΔΖΑΒ)2]1/2. 

Στα παραδείγματα της εικόνας 21α,β έχουμε: ΔΧΑΒ=4-3=1, ΔΨΑΒ=6-4=2 και ΔΖΑΒ=7-5=2 (SΑΒ)2=(1)2+(2)2+(2)2=9 και SΑΒ=3 



Μέθοδοι απεικόνισης δισδιάστατων (2D) και τρισδιάστατων (3D) αντικειμένων. Ορισμός προβολών� XE "Προβολές" � διαφόρων αντικειμένων.

 Η προβολή στους δύο άξονες Χ, Ψ, όπως περιγράφηκε παραπάνω ενδείκνυται για τον προσδιορισμό σχημάτων, που το σύνολο των στοιχείων τους βρίσκεται σε ένα επίπεδο. Η διαδικασία αυτή μας ορίζει το σύνολο του σχήματος, με την μεγαλύτερη ανάλυση, που είναι δυνατή για το σκοπό αυτό, στα επιμέρους στοιχεία του σχήματος.

Είναι φανερό ότι υπάρχει μία αντιστοιχία μεταξύ ενός σημείου και ενός ζεύγους συντεταγμένων. Οι προβολές του πρώτου ορίζουν το δεύτερο και οι κάθετες στους άξονες των συντεταγμένων ορίζουν το σημείο. Έτσι αρκεί η διαδικασία προσδιορισμού των συντεταγμένων του συνόλου των σημείων του σχήματος, ώστε να προσδιορίσουμε στη συνέχεια αυτό από τις συντεταγμένες του στο χαρτί. Με δεδομένη όμως την απειρία των σημείων του, δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν όλες οι συντεταγμένες. Για το λόγο αυτό το σύνολο αναλύεται στα επί μέρους στοιχεία του, τα οποία έχουν όσον το δυνατόν μικρότερο πλήθος και μελετάται η διαδικασία αναπαραγωγής του σχεδίου με τα αναφορά στα σημεία αυτά. Το σύνολο αυτών των σημείων καλείται αναλυτικό δίκτυο� XE "Αναλυτικό δίκτυο" �. 

Ως παράδειγμα απλό αναφέρουνε ένα τετράγωνο, όπου έχουμε να προσδιορίσουμε τις συντεταγμένες των κορυφών του μόνο. Εάν ωστόσο θέλαμε να προσδιορίσουμε με ακόμη μεγαλύτερη οικονομία το σχήμα, θα μπορούσαμε να περιοριστούμε στα δύο σημεία, της μίας πλευράς ή της διαγωνίου, αφού από αυτά μπορούμε εύκολα να αναπαράγουμε το τετράγωνο. Ένας κύκλος για να προσδιοριστεί πλήρως αρκούν το κέντρο του και ένα σημείο της περιφέρειάς του, το οποίο θα μας προσδιορίσει και την ακτίνα του. Επειδή όμως στην πράξη δύσκολα θα μπορούσαμε να αναγνωρίσουμε το κέντρο του κύκλου (π.χ. σε έναν τρούλο εκκλησίας), τρία σημεία είναι αρκετά, ούτως ώστε να προσδιορίσουμε μετά τον κύκλο, ως περιγραμμένο στο τρίγωνο που προκύπτει. Στην πράξη συνήθως για έλεγχο και ασφάλεια χρησιμοποιούμε τουλάχιστον ένα στοιχείο περισσότερο από τα απόλυτα αναγκαία.

Για την απεικόνιση της τρίτης διάστασης, θα μπορούσαμε να κάνουμε μία διάκριση ανάλογα με τον χαρακτήρα του αντικειμένου, ο οποίος τελικά υπαγορεύει την επιλογή της μεθοδολογίας που θα ακολουθηθεί, τόσο στη λήψη των αναγκαίων στοιχείων, όσο και στον τρόπο απεικόνισης.

Αντικείμενα αποτύπωσης των οποίων αρκεί η προβολή του σε ένα επίπεδο ανεξάρτητα από τον χαρακτήρα του σχήματος, π.χ. τοπογραφική αποτύπωση μίας έκτασης. Στην περίπτωση αυτή υπάρχει πράγματι μία μονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ ζεύγους συντεταγμένων (Χ,Ψ) και σημείων, δηλαδή οι τελευταίες αντιστοιχούν σε κάθε περίπτωση σε ένα σημείο. Στη διαμόρφωση αυτή θα θεωρήσουμε, ότι αρκεί μία προβολή του αντικειμένου σε ένα οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � (οριζοντιογραφία� XE "Οριζοντιογραφία" �), δηλαδή στο επίπεδο ΧΨ και η τρίτη διάσταση Ζ, που θα αντιστοιχεί στο υψόμετρο� XE "Υψόμετρο" � του σημείου, δηλαδή η υψομετρική διαφορά του από μία σαφώς προσδιορισμένη υψομετρική αφετηρία, αναγράφεται επί του σχεδίου, ή αποδίδεται με την παρουσίαση της μορφής του ανάγλυφο� XE "Ανάγλυφο" �υ (υψομετρικές καμπύλες).

Εφόσον όμως το αντικείμενο είναι ένα στερεό και όχι μία επιφάνεια αναπτυγμένη, όπως παραπάνω αναφέραμε και κατά συνέπεια, δεν μπορεί να αντιστοιχηθεί ένα ζεύγος συντεταγμένων (χ,ψ) σε ένα και μόνο σημείο, αλλά σε μεγάλο αριθμό σημείων οριζοντίων προβολών αντιστοιχούν περισσότερα του ενός σημεία, τότε η μεθοδολογία απεικόνισης του αντικειμένου διαφέρει και πέραν της προβολής του στο ένα επίπεδο (ΧΨ), είναι απαραίτητη η χρήση και του τρίτου άξονα και συνεπώς και των δύο άλλων επιπέδων, που αυτός ορίζει με τους άξονες των Χ και Ψ, δηλαδή τα επίπεδα ΧΖ και ΨΖ. Ο τρισδιάστατος αυτός καθορισμός του χώρου παρέχει τη δυνατότητα επακριβούς προσδιορισμού κάθε σημείου, αφού πλέον υπάρχει η αναγκαία μονοσήμαντη αντιστοιχία των σημείων και των τριών συντεταγμένων (Χ,Ψ,Ζ), οι οποίες σε κάθε περίπτωση ορίζουν ένα σημείο στο χώρο. 

Ο προσανατολισμός του τριαξονικού συστήματος στο χώρο εξαρτάται από την φύση του αντικειμένου. Στην Τοπογραφία ο θετικός ημιάξονας των Ψ βλέπει στο βορρά, ο θετικός ημιάξονας των Χ την ανατολή και ο θετικός των Ζ το Ζενίθ του τόπου. Στις αρχιτεκτονικές αποτυπώσεις ο προσανατολισμός μπορεί να διαφοροποιείται, σε κάθε περίπτωση όμως το επίπεδο των ΧΨ διατηρείται οριζόντιο και ο άξονας των Ζ κατακόρυφος, ωστόσο: 

Ο προσανατολισμός των επιπέδων ΧΖ, και ΨΖ, μπορεί να ακολουθεί την προηγούμενη αρχή, μπορεί ωστόσο να διαφοροποιηθεί ανάλογα με τον προσανατολισμό του αντικειμένου της αποτύπωσης.

Η μονοσήμαντη αντιστοιχία, που παρέχει η μέθοδος των τριών αξόνων δεν είναι ικανή να εξασφαλίσει την απεικόνιση όλων των στοιχείων του αντικειμένου, παρά μόνο αυτών που έχουν άμεση οπτική επαφή με τα τρία επίπεδα προβολής, δηλαδή οι πρώτες επιφάνειες που συναντούν οι κάθετες στα σημεία των επιπέδων προβολής. Για την πληρέστερη απεικόνιση μπορεί να γίνει χρήση περισσότερων οριζόντιων επιπέδων παραλλήλων στο ΧΨ, ή τα ΧΖ και ΨΖ, τα οποία είτε τέμνοντας το αντικείμενο, είτε όχι, χρησιμεύουν για την προβολή άλλων στοιχείων στα επίπεδα αυτά. Τα αλλεπάλληλα οριζόντια επίπεδα προβολής μας παρέχουν κατόψεις ή ανόψεις και τα κατακόρυφα τομές - όψεις. 



ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Να σχεδιαστούν:

Ευθεία, γωνίες: ορθή, οξεία, αμβλεία.

Σκαριφήματα επιπέδου, δίεδρης γωνίας.

Προβολές τριών σημείων σε ευθεία. 

Να σχεδιαστούν ευθύγραμμα τμήματα σε διάφορες κλίμακες: 1:2 (15 εκατ.), 1:5 (50 εκατ.), 1:10 (1,2 μ.), 1:50 (3,25 μ.), 1:100 (3,25 μ.), 1:500 (5,65 μ.), 1:1000 (11,24 μ.).

Να βρεθούν οι συντεταγμένες: 

 Δύο σημείων σε ευθεία.

 Δύο σημείων σε σύστημα με δύο κάθετους άξονες ΧΨ.

Να τοποθετηθούν με συντεταγμένες: 

 Δύο σημεία σε ευθεία.

 Δύο σημεία σε σύστημα με δύο κάθετους άξονες ΧΨ..

Να τοποθετηθούν με συντεταγμένες 2 σημεία σε τρεις κάθετους άξονες (αξονομετρική προσέγγιση).

Να βρεθεί το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος, που οι συντεταγμένες των άκρων του Α και Β είναι ΧΑ=2, ΨΑ=5 και ΧΒ=7, ΨΒ= -2.

Να αποδοθούν σχεδιαστικά οι προβολές στα τρία επίπεδα ενός τριαξονικού συστήματος συντεταγμένων. 

α) Ενός κύβου πλευράς 3 μ. με κορυφή Χ=5, Ψ=5, Ζ=0 με έδραση στο επίπεδο ΧΨ και κλίση ως προς τους άξονες της πλευράς Χ κατά 45ο.

β) Μίας σφαίρας ακτίνας 3 μ. και συντεταγμένες κέντρου Χ=4, Ψ=5. Κλίμακα αξόνων και αντικειμένων 1:100 (και αξονομετρική προσέγγιση).

�ΚΕΦΑΛΑΙΟ Β

Α. Μέθοδοι, τεχνικές και όργανα αποτυπώσεων

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναφερθούμε στις μεθόδους αποτύπωσης� XE "Μέθοδοι Aποτύπωσης" � και τις τεχνικές που εφαρμόζονται, τόσο για την λήψη των αναγκαίων στοιχείων, όσο και για την απόδοσή τους.

Οι βασικές μέθοδοι που εφαρμόζονται στις αποτυπώσεις είναι οι εξής:

Τοπομετρικές μέθοδοι� XE "Τοπομετρικές μέθοδοι" �. Αυτές συνίστανται σε ένα σύνολο μετρήσεων επί του αντικειμένου, με απλά μέσα και με χρήση ενός αριθμού τριγώνων. Η βασική αρχή της τεχνικής είναι αυτή των τομών και του διαδοχικού προσδιορισμού σημείων. Οι τεχνικές απόδοσης των αποτυπώσεων συνίστανται συνήθως σε παραδοσιακά μέσα. Οι μέθοδοι αυτές έχουν περιορισμένη έκταση εφαρμογής και μικρή ακρίβεια.

Τοπογραφικές μέθοδοι� XE "Τοπογραφικές μέθοδοι" �. Αυτές συνίστανται στη μέτρηση και τον υπολογισμό σημείων στο χώρο με σύγχρονα μέσα και όργανα, στον προσδιορισμό συντεταγμένων και την προβολή τους σε κατάλληλα επίπεδα και άλλες κατάλληλες επιφάνειες, που καλύπτουν τις ανάγκες πολύπλοκων αντικειμένων. Οι μέθοδοι έχουν εφαρμογή και σε μεγάλης έκτασης εργασίες, αλλά μπορούν να χρησιμοποιηθούν ακόμη και στην αποτύπωση λεπτομερειών. Έχουν μεγάλη ακρίβεια. Με τις μεθόδους αυτές προσδιορίζεται ένας πεπερασμένος αριθμός σημείων και προκειμένου να υπάρχουν ολοκληρωμένα αποτελέσματα πρέπει να συνδυάζονται με άλλες μεθόδους τοπομετρικές και φωτογραμμετρικές, προκειμένου να υπάρχει ολοκληρωμένη απόδοση. Ο βαθμός συμμετοχής των άλλων μεθόδων εξαρτάται από την φύση του αντικειμένου.

Φωτογραμμετρικές μέθοδοι� XE "Φωτογραμμετρικές μέθοδοι" � αυτές συνίστανται στην μετρητική αξιοποίηση φωτογραφιών και στον προσδιορισμό ενός μεγάλου αριθμού σημείων είτε με απευθείας σχεδίαση του αντικειμένου, η την παραγωγή φωτογραφιών στην κατάλληλη κλίμακα (αναλογική μέθοδος) είτε με τον προσδιορισμό ενός αρκετά μεγάλου, αλλά πεπερασμένου αριθμού σημείων με τις συντεταγμένες τους και εν συνεχεία, μέσω της χρήσης ηλεκτρονικών υπολογιστών, την απόδοση του αντικειμένου. Η φωτογραμμετρία έχει ανάγκη για να στηριχθεί της χρήσης τοπογραφικών μεθόδων στον ένα ή τον άλλο βαθμό. Έχει πολύ μεγάλη ακρίβεια, ποιότητα και ταχύτητα.

Η εκτενής χρήση προγραμμάτων κατάλληλων για τον υπολογισμό τοπογραφικών στοιχείων και επίλυσης φωτογραμμετρικών στοιχείων, η χρήση Η/Υ και κατάλληλου εξοπλισμού, μας παρέχει την δυνατότητα γρήγορης και σχετικά φτηνής απόδοσης.



Β. Μέθοδοι προσδιορισμού της θέσης ενός σημείου σε συσχετισμό με άλλα σημεία

Προσδιορισμός της θέσης ενός σημείου σε σχέση με ένα άλλο σημείο (ευθεία)

Μέτρηση μηκών� XE "Μέτρηση μηκών" �

Ορισμός απόστασης� XE "Απόσταση" �. Μονάδες μέτρησης μήκους� XE "Μονάδες μέτρησης μήκους" �

Ένας τρόπος για τον καθορισμό της θέσης ενός σημείου είναι ο συσχετισμός του με ένα άλλο, το οποίο θεωρούμε ως σταθερό. Αναγκαίος είναι ο προσδιορισμός της απόστασης� XE "Απόσταση" � μεταξύ των δύο σημείων. 

Η έννοια του μήκους συνίσταται στον προσδιορισμό του μεγέθους ενός τμήματος γραμμής. Το μήκος αυτό μπορεί να εκφραστεί με έναν αριθμό, που αντιστοιχεί στην αναλογία, σε σύγκριση με μία μονάδα μέτρησης. Βασική μονάδα μέτρησης είναι το μέτρο, το οποίο ισούται με το 1/40.000.000 του αναπτύγματος του μεσημβρινού που διέρχεται από το Παρίσι. Από αυτό απορρέουν υποδιαιρέσεις (δέκατο, εκατοστό, χιλιοστό) και πολλαπλάσια (Χιλιόμετρο) κατά το δεκαδικό σύστημα.

Απόσταση μεταξύ δύο σημείων στην σφαιρική προσεγγιστικά επιφάνεια της γη� XE "Γη" �ς θεωρούμε το ανάπτυγμα του τόξου του μέγιστου κύκλου, δηλαδή αυτού που διέρχεται από το κέντρο της σφαίρας.

Ευθυγραμμία� XE "Ευθυγραμμία" � δύο σημείων στην επιφάνεια του εδάφους είναι η τομή του κατακόρυφου της επιπέδου που ορίζουν τα σημεία αυτά, δηλαδή οι δύο κατακόρυφοί τους, οι οποίες διέρχονται δια του κέντρου της γη� XE "Κέντρο της γης" �ς.

Οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" � μεταξύ των δύο σημείων Α και Β της επιφάνειας του εδάφους καλείται η απόσταση μεταξύ των δύο προβολών των σημείων αυτών επί του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" �, δηλαδή το ανάπτυγμα του Α΄-Β΄ (εικ.22).

Εφόσον η απόσταση μεταξύ των δύο θέσεων είναι μικρή (<300 μ.), τότε μπορούμε να θεωρήσουμε, ότι η απόσταση μεταξύ των δύο σημείων είναι ευθεία. Η απόσταση μπορεί να θεωρηθεί οριζόντια, όταν στο κέντρο της ελέγχεται η οριζοντίωση με μία αεροστάθμη.

 Διαδικασίες μέτρησης μήκους 

Οι μέθοδοι αποτύπωσης μεγάλων επιφανειών της γήινης επιφάνειας είναι τέτοιες, που τελικά να μην απαιτούνται μετρήσεις μεγάλων μηκών, αφού αυτές εντάσσονται μέσα σε ένα πλέγμα δικτύων σημείων επί του εδάφους, των οποίων έχουν προσδιοριστεί συντεταγμένες Χ,Ψ,Ζ (τριγωνομετρικό, και πολυγωνομετρικό δίκτυο), αλλά και με υψομετρικές αφετηρίες (Repers), δηλαδή ένα δίκτυο γνωστών υψομέτρων. Έτσι οι αποτυπώσεις με μετρήσεις αποστάσεων περιορίζονται εντός ορίων ανεκτών σφαλμάτων, που μπορεί να προέρχονται είτε από την μεγάλη απόσταση μεταξύ γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � και μετρούμενης οριζόντιας απόστασης� XE "Οριζόντια απόσταση" �, είτε λόγω της μη παραλληλίας των κατακόρυφων στα σημεία των άκρων της μετρούμενης απόστασης� XE "Απόσταση" �.

Ωστόσο το σφάλμα στην μέτρηση μίας οριζόντιας απόστασης� XE "Οριζόντια απόσταση" � μεταξύ δύο σημείων ευθείας μπορεί να περιοριστεί, όταν η μετρούμενη απόσταση μεταξύ των δύο σημείων μειωθεί με την διαίρεση του τμήματος σε μικρότερα, έτσι ώστε να έχουμε καλύτερη προσέγγιση στην επί του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" � απόσταση των προβολών τους. Στην πράξη αυτό είναι απαραίτητο είτε λόγω κλίσεως, είτε λόγω του ότι αυτό μπορεί να επιβάλλεται από τα χρησιμοποιούμενα μέσα (το μεγαλύτερο μήκος μίας μετροταινίας είναι 50 μ.). 

Θα πρέπει να διακρίνουμε εν γένει δύο ειδών αποστάσεις μεταξύ δύο σημείων:

α) Την κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" �, που είναι η απόσταση μεταξύ των δύο σημείων μετρούμενη απ΄ ευθείας επί της ευθείας, η οποία ενώνει τα σημεία αυτά. Η κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" � είναι δυνατόν να μας προσδιορίσει την θέση του ενός σημείου σε σχέση με το άλλο είναι απαραίτητο να προσδιοριστεί η διεύθυνση της απόστασης� XE "Απόσταση" � στο χώρο και η θέση του ενός σημείου. 

β) Την οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" �, την οποία ορίσαμε παραπάνω και αντιστοιχεί στην απόσταση των προβολών των δύο σημείων επί του γεωειδούς� XE "Γεωειδές" �, δηλαδή στην οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" � μεταξύ των κατακορύφων, που διέρχονται από τα δύο αυτά σημεία. Η οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" � ορίζει τη σχετική θέση των δύο σημείων σε σχέση με το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �. Έτσι προκειμένου να διασαφηνισθεί πλήρως η πραγματική θέση μεταξύ των δύο σημείων είναι απαραίτητο εκτός του προσανατολισμού της υπόψη γραμμής να είναι γνωστή και η υψομετρική διαφορά των δύο σημείων. 

Άμεσες ή έμμεσες μεθόδους μέτρησης απόστασης� XE "Μέθοδοι μέτρησης απόστασης" �

Διακρίνουμε τις βασικές μεθόδους μέτρησης απόστασης� XE "Απόσταση" � σε άμεσες ή έμμεσες.

Άμεσες είναι οι μετρήσεις, που γίνονται επί της ευθείας, ή εν γένει επί της γραμμής που συνδέει δύο σημεία.

 Έμμεσες είναι οι μετρήσεις, που απορρέουν μετά τον προσδιορισμό της θέσης των σημείων στο χώρο (στους 3 άξονες) και κατόπιν τούτου προσδιορίζεται η απόσταση μεταξύ των δύο σημείων. Στα παραδείγματα του προηγούμενου κεφαλαίου σε 1.7.2 και 1.7.3 φαίνεται ο έμμεσος τρόπος υπολογισμού της απόστασης� XE "Έμμεση μέτρηση απόσταση" � δύο σημείων. Η κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" � των δύο σημείων (1.7.3), υπολογίζεται από τις συντεταγμένες στο τριαξονικό σύστημα. Η οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" �, υπολογίζεται από τις προβολές των σημείων επί του οριζοντίου επιπέδου (επίπεδο ΧΨ), όπως στο παράδειγμα της παραγράφου 1.7.2. Παρακάτω αναφερόμαστε και σε άλλες μεθόδους έμμεσων μετρήσεων αποστάσεων.

 Σήμερα χρησιμοποιούμε διάφορα μέσα για την μέτρηση ενός μήκους μεταξύ δύο σημείων. Τα κυριότερα από αυτά είναι:

Μετροταινία. Πρόκειται για πάνινες ή μεταλλικές ταινίες που συνήθως το μήκος τους είναι πολλαπλάσιο των 5 μ. μέχρι 50 μ. Οι πάνινες μετροταινίες έχουν περιορισμένη χρήση, φθείρονται εύκολα και παραμορφώνονται. Οι μεταλλικές μετροταινίες (εικ. 23) έχουν μεγάλη αντοχή, έχουν δυνατότητα σταθεροποίησης τους κατά την έξοδο από τη θήκη, γεγονός που παρέχει την δυνατότητα άσκησης μεγάλης δύναμης, ώστε να μη παρουσιάζουν μεγάλο βέλος κάμψεως. Μειονέκτημα των μεταλλικών μετροταινιών είναι η μεταβολή του μήκους τους με την θερμοκρασία, γεγονός που μπορεί να αντιμετωπίζεται με ειδικά κράματα ή με συνδυασμό διαφορετικών συντελεστών διαστολής υλικών.

Χαρακτηριστικό των μετροταινιών και σε μεγαλύτερο βαθμό των μεταλλικών είναι το βέλος κάμψεως, το οποίο παρουσιάζεται κατά την διάρκεια μίας μέτρησης. Το βέλος αυτό δεν είναι σταθερό, αλλά είναι φανερό ότι μεταβάλλεται ανάλογα με την έκταση, που αυτές υφίστανται από τις δυνάμεις που εφαρμόζονται κάθε φορά στα άκρα τους. Σε μετρήσεις που απαιτούν μεγάλη ακρίβεια, παλαιότερα ακολουθούνταν διαδικασίες ελεγχόμενου βέλους με καθορισμένες δυνάμεις εφαρμοζόμενες στα άκρα τους και υπολογισμό του βέλους.

Οι μετροταινίες μπορούν να μετρούν κεκλιμένες αποστάσεις και εφόσον εξασφαλίζεται η ελεγχόμενη οριζοντίωσή τους και οριζόντιες. Είναι φανερό  ότι όσο μεγαλώνει η κλίση του εδάφους, τόσο μικρότερα είναι τα ευθύγραμμα τμήματα, που μπορούν να μετρηθούν με μία μετροταινία. Έτσι η όλη απόσταση είναι απαραίτητο να διαιρείται σε  τμήματα. Τα άκρα των μετρουμένων τμηματικά μηκών προβάλλονται επί του εδάφους συνήθως με μία λιναίη και η θέση διατηρείται με ακρίβεια μέχρι την τοποθέτηση σ΄ αυτήν του άλλου άκρου για την επόμενη μέτρηση. Οι μετρήσεις με μετροταινίες έχουν μίαν ακρίβεια που κυμαίνεται από 2-5 εκατοστά περίπου ανά 100 μ., για τις συνήθεις μετρήσεις, ενώ για μετρήσεις μεγάλης ακριβείας (με ελεγχόμενη ένταση και βέλη) μπορεί να φτάσει το 1 εκατοστό. Για το λόγο αυτό προκειμένου να περιορίζεται το σφάλμα των μετρήσεων πρέπει να περιορίζεται το μετρούμενο μήκος. Έτσι μία απόσταση τοπογραφικών στάσεων (πολυγωνικά σημεία) ανά 100 μ., θεωρείται ότι ανταποκρίνεται σε ικανοποιητικές ακρίβειες. Για μικρού μήκους αποστάσεις χρησιμοποιούνται μεταλλικές ταινίες 1-10 μ. συνήθως ανά 1 μ., αλλά και υποδιαιρέσεις του μέτρου, συνήθως με κανόνες σταθερά ευθυγραμμισμένους. 

Όργανα, που χρησιμοποιούν ηλεκτρομαγνητικά κύματα, γνωστού μήκους, τα οποία ανακλώμενα επί εδικών ανακλαστικών στόχων (κατάφωτα) μπορούν και υπολογίζουν την απόσταση μεταξύ των σημείων εκπομπής και ανακλάσεως (E.D.M). Η μετρούμενη απόσταση είναι κεκλιμένη. Οι ακρίβειες αυτών των οργάνων, ανεξάρτητα από το μετρούμενο μήκος, είναι πολύ μεγάλες, αφού εξασφαλίζουν σφάλματα μικρότερα από (0,5 εκατοστά και τα μετρούμενα μήκη ανέρχονται σε μερικά χιλιόμετρα. Ορισμένα όργανα, τα οποία λειτουργούν με εκπομπή ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων, δεν απαιτούν στόχους και τα κύματα ανακλώνται επί της επιφάνειας των αντικειμένων.

Όργανα τα οποία χρησιμοποιούν  ακτίνες Λέιζερ� XE "Λέιζερ" � μπορούν να μετρήσουν αποστάσεις, που προς το παρόν περιορίζονται σε σχετικά μικρά μήκη (μέχρι 100 μ.).

Με τοπογραφικά όργανα οι αποστάσεις μετρώνται με πολλούς τρόπους.

Με όργανα που μετρούν αποστάσεις με ηλεκτρομαγνητικά κύματα γίνεται σήμερα εκτενής συσχετισμός τοπογραφικών οργάνων� XE "Τοπογραφικά όργανα" � μέτρησης γωνιών (θεοδόλιχα). Οι μηχανισμοί εκπομπής, άλλοτε είναι ενσωματωμένοι στο μηχάνημα, οπότε η εκπομπή γίνεται μέσα από το τηλεσκόπιο, άλλοτε προσαρτώνται πάνω στο τηλεσκόπιο και εκπέμπουν παράλληλα (επιβατικά).

Ταχυμετρία� XE "Ταχυμετρία" �. Παλαιότερα οι χρησιμοποιούμενες μέθοδοι μέτρησης αποστάσεων, που συνδυάζονταν με τοπογραφικά όργανα, ήσαν οι στηριζόμενες στις σταδίες� XE "Σταδία" �, δηλαδή πλατειές άκαμπτες, πτυσσόμενες ταινίες μήκους 3-8 μ., που έφεραν υποδιαιρέσεις ανά εκατοστό ή και χιλιοστό, έδιναν την δυνατότητα  εκτίμησης της απόστασης� XE "Απόσταση" � από το μήκος της σταδίας, το οποίο οριζόταν μεταξύ δύο χαραγών (αποκοπτόμενο), τις οποίες έφεραν και φαίνονταν στο οπτικό πεδίο του τηλεσκόπιου. Με πολλαπλασιασμό του αποκοπτόμενου μήκους με το 10 είχαμε την απόσταση. Η ακρίβεια της μεθόδου ήταν σχετικά μικρή (συνήθως 10-20 εκατοστών). Η μέθοδος λεγόταν ταχυμετρία και τα ειδικά όργανα με τις σχετικές χαράξεις ταχύμετρα. Οι μετρούμενες αποστάσεις είναι κεκλιμένες. Ειδικοί πίνακες (ταχυμετρικοί) μας δίνουν συναρτήσει της κατακόρυφης γωνίας και του αποκοπτόμενου τμήματος της σταδίας, την οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" � και την υψομετρική διαφορά. Νεότερη εξέλιξη της μεθόδου είναι η κατασκευή σταδιών με χάραξη αντίστοιχη με αυτή των κωδικών αριθμών των καταναλωτικών προϊόντων, με τρόπο τέτοιο, που η ανάγνωση της απόστασης� XE "Απόσταση" � να δίνεται ψηφιακά αυτόματα με την σκόπευση της σταδίας.

Εκτίμηση αποστάσεων με ικανοποιητική ακρίβεια γινόταν παλαιότερα με την σκόπευση μίας βάσης, που ήταν δίμετρη� XE "Δίμετρη βάση" � με σταθερό μήκος, από ειδική μεταλλική κατασκευή και η οριζόντια γωνία σκόπευσης της μπορούσε να δώσει την απόσταση, εφόσον έχει εξασφαλιστεί η καθετοποίηση της  βάσης με σκόπευση του οργάνου μέτρησης από το μέσον της, αφού το ισοσκελές τρίγωνο που παράγεται έχει γνωστή τη γωνία της κορυφής απέναντι από τη βάση και συνεπώς και τις γωνίες παρά τη δίμετρη βάση του. Η κατακόρυφη γωνία δίνει και την κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" �.  

Τρόποι χάραξης ευθυγραμμίας� XE "Χάραξη ευθυγραμμίας" �

Ένα πρόβλημα το οποίο συχνά συναντάμε κατά τις εργασίες των αποτυπώσεων είναι η χάραξη μίας ευθυγραμμίας στο έδαφος. Οι λόγοι για τους οποίους συνιστάται η πύκνωση μίας ευθείας, της οποίας συχνά γνωρίζουμε τα δύο άκρα, είναι αυτοί που επιβάλλουν και την μέθοδο της πύκνωσης που μπορεί  να ακολουθήσουμε. Εδώ χρειάζεται και κάποιος σχεδιασμός που επιβάλλουν οι ανάγκες. Θα αναφερθούμε παρακάτω σε ειδικές περιπτώσεις, που αυτό είναι επιβεβλημένο. Εδώ θα αναφερθούμε στη γενική εφαρμογή μεθόδων χάραξης πύκνωσης, που θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν σε κάθε περίπτωση. Μία τέτοια πύκνωση θα μπορούσε να συμβάλλει στην καλύτερη μέτρηση μίας απόστασης� XE "Απόσταση" � με μετροταινία, όταν αυτή είναι αναγκαίο να μετρηθεί τμηματικά.

 Πύκνωση ευθυγραμμίας� XE "Πύκνωση ευθυγραμμίας" � μεταξύ δύο σημείων αμοιβαία ορατών, σε σχετικά επίπεδο έδαφος ή με σταθερή σχετικά κλίση.

Στην περίπτωση που τα δύο σημεία είναι αμοιβαία ορατά  και το έδαφος είναι σχετικά επίπεδο αλλά και όταν η κλίση είναι ομαλή, χωρίς σοβαρές διακυμάνσεις μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε κάποια από τις εξής περιπτώσεις

 Ένας απλός τρόπος, με τον οποίο μπορούμε να υλοποιήσουμε μίαν ευθυγραμμία είναι η τοποθέτηση ενός νήματος, το οποίο στερεώνεται στις δύο άκρες, αλλά στη συνέχεια θα μπορούσε να στερεωθεί και σε ενδιάμεσες θέσεις. Η μέθοδος παρέχει το πλεονέκτημα ότι η ευθεία είναι υλοποιημένη σε όλο το μήκος της.

 Εφόσον τα σημεία των άκρων του ευθυγράμμου τμήματος είναι εύκολα προσιτά από την έξω πλευρά τους, ώστε να μπορεί κάποιος να τα δει και τα δύο μαζί, τότε η πύκνωση μπορεί να γίνει με τοποθέτηση ενδιάμεσων σημείων. Συνήθως τα ακραία σημεία υλοποιούνται με ειδικά κοντάρια� XE "Κοντάρια" �, τα οποία στερεώνονται με τριποδίσκους. Τα κοντάρια� XE "Κοντάρια" � αυτά είναι συνήθως μεταλλικά, δίμετρα, βαμμένα άσπρα και κόκκινα εναλλάξ ανά 0,50 μ., με μία σιδερένια κωνική, αιχμηρή απόληξη στο κάτω τμήμα τους, ώστε να μπορούν να διεισδύουν στο έδαφος και να σταθεροποιούνται εύκολα. Οι τριποδίσκοι έχουν ένα μεταλλικό κολάρο, στο οποίο προσαρμόζονται τρεις αιχμηρές μεταλλικές ράβδοι, που μπορούν να διεισδύσουν εύκολα στο χώμα ή και να στερεωθούν σε σχετικά σκληρό έδαφος, καθώς και μία βίδα, η οποία μπορεί να σφίξει και να σταθεροποιήσει το κοντάρι.

Τα κοντάρια� XE "Κοντάρια" � στα άκρα του ευθυγράμμου τμήματος κατακορυφώνονται με τη βοήθεια ενός νήματος της στάθμης από δύο κάθετες διευθύνσεις, με επανάληψη, μέχρις ότου κατακορυφωθούν πλήρως (εικ.29). Ενδιάμεσα σημεία τοποθετούνται με κίνηση ενός ανθρώπου κατά μήκος της ευθυγραμμίας που κρατάει το ακόντιο όσο το δυνατόν ψηλότερα, ώστε να κατακορυφώνεται με το βάρος του. Ο άνθρωπος με το ενδιάμεσο κοντάρι καθοδηγείται από έναν άλλο παρατηρητή από την πίσω μεριά του ενός ακραίου ακοντίου, με κινήσεις των χεριών, μέχρι ότου το κοντάρι βρεθεί στην ευθυγραμμία (εικ.24). Στο ενδιάμεσο σημείο μπορεί να παραμείνει  το ακόντιο είτε με μπήξιμο στο έδαφος, είτε με στερέωσή του με τριποδίσκο ή να σημειωθεί επί του εδάφους με τρόπο, που να εξασφαλίζει την παραμονή του για όσο χρόνο θα χρειαστεί. Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να πυκνώσουμε την ευθυγραμμία, ώστε με να εξασφαλίσουμε όσα σημεία μας είναι απαραίτητα. Μεταξύ των σημείων αυτών μπορούμε να τοποθετήσουμε και νήματα εφόσον απαιτείται.

Την μέθοδο αυτή μπορούμε να την εφαρμόσουμε και σε περίπτωση που δεν διαθέτουμε ακόντια, αφού μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε νήματα της στάθμης ή οποιοδήποτε ευθύγραμμο ξύλο.

 Ευθυγραμμία� XE "Ευθυγραμμία" � μπορούμε να χαράξουμε με τη χρήση ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" �, αφού με το όργανο αυτό, το οποίο θα περιγράψουμε παρακάτω, μπορούμε να βλέπουμε ταυτόχρονα τα σημεία των δύο άκρων. Πλεονεκτήματα της μεθόδου είναι ότι αυτή μπορεί να εφαρμοστεί από ένα άτομο, καθώς και ότι αυτή μπορεί να εφαρμοστεί σε περιπτώσεις, που δεν εξασφαλίζεται κατάλληλος χώρος πίσω από τουλάχιστον το ένα σημείο του άκρου, ώστε να μπορούμε να δούμε ταυτόχρονα και τα δύο, π.χ. όταν πρόκειται για δύο γωνίες σπιτιών. Ταυτόχρονα με την χάραξη αυτή μπορούμε να προβάλλουμε στην ευθυγραμμία όσα σημεία θέλουμε. Κατάλληλα (διοπτρικά) ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � μπορεί να μας εξασφαλίσουν την εφαρμογή της μεθόδου και σε αρκετά κεκλιμένα εδάφη, αλλά αυτά είναι αρκετά δύσχρηστα. 

 Ευθυγραμμία� XE "Ευθυγραμμία" � μπορεί να χαραχθεί με ένα τοπογραφικό όργανο, το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �, το οποίο θα τοποθετηθεί στο σημείο της μίας άκρης και θα σκοπεύει αυτό της άλλης. Τότε, αφού σταθεροποιηθεί το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � στην οριζόντια θέση, κινώντας το τηλεσκόπιο μόνο κατά το υλοποιημένο έτσι κατακόρυφο επίπεδο, βρίσκουμε όσα σημεία θέλουμε επί του εδάφους μεταξύ των δύο ακραίων σημείων, τα οποία θα βρίσκονται στο σύνολό τους στην τομή του φυσικού εδάφους και του κατακορύφου επιπέδου. Η μέθοδος αυτή μπορεί να εφαρμοστεί σε κάθε περίπτωση που η ευθυγραμμία είναι στο σύνολο της ορατή από το όργανο στη θέση της στάσης μας, ανεξάρτητα από την μορφή του μεταξύ των δύο σημείων εδάφους και του μεγέθους της κλίσης του. 

Πύκνωση ευθυγραμμίας� XE "Πύκνωση ευθυγραμμίας" � μεταξύ δύο σημείων αμοιβαία ορατών, σε ανώμαλο έδαφος.

Είναι πιθανόν μεταξύ των δύο σημείων των άκρων της ευθυγραμμίας να μεσολαβεί σχετικά βαθιά κοιλότητα ή μεγάλο ύψωμα, έτσι που να είναι δύσκολο να δει κάποιος ταυτόχρονα τα δύο ακραία και τα ενδιάμεσα σημεία ή τα δύο άκρα να είναι, λόγω της κυρτότητας του εδάφους, μη αμοιβαία ορατά. 

Με χρήση ακοντίων. Στην περίπτωση αυτή μπορεί να εφαρμοστεί μία πύκνωση με διαδοχικές προσεγγίσεις, γεγονός που απαιτεί την ταυτόχρονη παρουσία δύο ή τριών ανθρώπων που θα κινούν τα κοντάρια� XE "Κοντάρια" �.   

Η εικ. 25 δείχνει την περίπτωση, που μεταξύ των δύο άκρων της ευθυγραμμίας μεσολαβούν δύο σημεία, ενώ η εικ. 26 την περίπτωση που μεσολαβούν τρία σημεία. οι θέσεις πρέπει να είναι ορατές αμοιβαία ανά τρεις. Η αρίθμηση φανερώνει μία σειρά κίνησης, και η εργασία τελειώνει, όταν όλες οι αμοιβαία ορατές θέσεις βρίσκονται σε ευθυγραμμία.

Με χρήση τοπογραφικών οργάνων� XE "Τοπογραφικά όργανα" � μπορεί να γίνει με ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �, κυρίως διοπτρικά, αλλά και κατοπτρικά και πρισματικά, εφόσον μπορεί οι θέσεις να είναι αμοιβαία ορατές είτε με οριζόντια σκόπευση του ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" � είτε και αν χρησιμοποιηθεί  αυτό με τον άξονα κεκλιμένο. Με θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � η χάραξη είναι ευχερής, εφόσον οι δύο θέσεις είναι αμοιβαία ορατές, άλλως απαιτείται το όργανο να προσανατολιστεί προς το άλλο άκρο με υπολογιστική μέθοδο, εφόσον υλοποιηθεί η γωνία της διεύθυνσης της ευθείας. Στην μέθοδο αναφερόμαστε παρακάτω. 

Οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �. Οριζόντια ευθεία� XE "Οριζόντια ευθεία" �. Οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" �.

Στο προηγούμενο κεφάλαιο 1.3.2.3. δώσαμε το ορισμό του οριζοντίου επιπέδου και των οριζόντιων ευθειών, καθώς και την περιγραφή των βασικών μέσων εξασφάλισης των οριζοντίων  ευθειών επιπέδων, τις σωληνωτές και σφαιρικές αεροστάθμες. Στην παράγραφο 1.1.1 του παρόντος κεφαλαίου δώσαμε τον ορισμό της οριζόντιας απόστασης� XE "Απόσταση" �. Παραπάνω επίσης αναφερθήκαμε στα μέσα και τις διαδικασίες μέτρησης αποστάσεων. Εδώ θα αναφερθούμε σε μεθόδους υλοποίησης οριζοντίων ευθειών και επιπέδων.

Προκειμένου να αποτυπωθεί ένα σχήμα στον χώρο είναι απαραίτητο να προσδιοριστεί η οριζόντια προβολή του και στη συνέχεια με διάφορα μέσα μπορεί να προσδιοριστεί η θέση του στο χώρο. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητο να μετρούνται οριζόντιες αποστάσεις ή οι μετρήσεις κεκλιμένων αποστάσεων να ανάγονται σε οριζόντιες. Παράλληλα η υλοποίηση οριζοντίων ευθειών και επιπέδων μας δίνει την δυνατότητα μέτρησης υψομετρικών διαφορών των επί μέρους σημείων, αφού μπορούμε να υλοποιήσουμε κατακόρυφες ευθείες και να μετρήσουμε απευθείας. Επίσης μέσω υπολογισμών μπορούμε να αναχθούμε από τις κεκλιμένες αποστάσεις στις οριζόντιες.

Τρόποι και μέσα υλοποίησης οριζόντιας ευθείας και οριζοντίου επιπέδου

 Αλφάδι� XE "Αλφάδι" �. Η μέτρηση οριζοντίων αποστάσεων με μετροταινία μπορεί να γίνει με τη βοήθεια ενός εργαλείου, που αποτελείται από επίμηκες ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο  (σανίδας) ξύλινο ή πλαστικό, που είναι εφοδιασμένο με σωληνωτή αεροστάθμη� XE "Σωληνωτή αεροστάθμη" � (πρβλ. εικ.13), το οποίο καλείται αλφάδι� XE "Αλφάδι" �. Το αλφάδι� XE "Αλφάδι" � απαιτεί πολύ καλό έλεγχο, ώστε η θέση της φυσαλίδας της αεροστάθμης να εξασφαλίζει την οριζόντια θέση του. Όσο μεγαλύτερο είναι το μήκος του τόσο καλύτερη η οριζοντίωση. Για πληρέστερη εξασφάλιση της αρχής αυτής σε αποτυπώσεις με περιορισμένο μήκος πλευρών (π.χ. οικοδομές) χρησιμοποιείται μία καλά ευθυγραμμισμένη σανίδα.

Λόγω του βέλους της μετροταινίας, τόσο της πάνινης, όσο και της μεταλλικής δεν είναι ευχερής η επαφή το αλφαδιού με την μετροταινία, αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί αφ΄ ενός με το μεγαλύτερο μήκος του αλφαδιού, αφετέρου με ειδικά αλφάδια� XE "Αλφάδι" � αναρτήσεως, τα οποία αναρτώνται στην μετροταινία και η οριζοντίωσή τους ελέγχεται στο κέντρο του μετρουμένου μήκους, όπου η κλίση του βέλους κάμψης είναι συμμετρική από τις δύο πλευρές του κέντρου. 

 Αλφαδολάστιχο. Ένας απλό μέσον με το οποίο, μπορεί να ελέγχεται η στάθμη σε κάθε σημείο της μετρούμενης απόστασης� XE "Απόσταση" � είναι το αλφαδολάστιχο� XE "Αλφαδολάστιχο" �. Πρόκειται για ένα διαφανές λάστιχο στο οποίο τοποθετείται νερό, το οποίο όταν ισορροπεί έχει την ίδια στάθμη και στις δύο επιφάνειές του. Όσο μεγαλύτερο είναι το λάστιχο τόσο καλύτερα μπορεί να επιτευχθεί η οριζοντίωση, αφού αυτή εξασφαλίζεται καλύτερα, όσο πλησιέστερα στα δύο άκρα της μετροταινίας βρίσκονται οι επιφάνειες του νερού, και όσο είναι δυνατόν η οριζοντιότητα να ελέγχεται συμμετρικά ως προς το κέντρο της μετρούμενης απόστασης� XE "Απόσταση" � με την  μετροταινία. Το αλφαδολάστιχο� XE "Αλφαδολάστιχο" � μπορεί να χρησιμοποιηθεί επίσης στην χάραξη ενός οριζοντίου επιπέδου και την τοποθέτηση της ίδιας στάθμης σε όποια θέση θέλουμε, αρκεί η μία άκρη του νερού να κρατιέται σταθερά σε ένα σημείο, προς το οποίο όλα τα άλλα, στα οποία η αντιστοιχεί η άλλη στάθμη, θα έχουν την ίδια στάθμη. 

Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να πάρουμε πολλά σημεία, τα οποία μπορούμε να συνδέσουμε με γραμμές, πιθανά υλοποιούμενες με νήματα και να έχουμε εξασφαλίσει την μία οριζόντια γραμμή, από την οποία μπορούμε να μετρήσουμε και συντεταγμένες μίας όψης (π.χ. ενός αρχαίου τοίχου), αφού για κάθε σημείο μπορούμε να προσδιορίσουμε την προβολή του, με τη χρήση μίας λιναίης (νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" �), η οποία μπορεί να μετρηθεί από μία αφετηρία και οι υψομετρικές διαφορές να μετρηθούν επί της προβάλλουσας, από την υλοποιημένη στάθμη μέχρι το σημείο (εικ.86).

 Κλισίμετρο� XE "Κλισίμετρο" �. Ένα άλλο απλό όργανο οριζοντίωσης μίας ευθείας είναι το κλισίμετρο (εικ. 28). Αυτό δείχνει με μία σκοπευτική διάταξη την κλίση μίας γραμμής σε σχέση με το οριζόντιο επίπεδο� XE "οριζόντιο επίπεδο" �. Η κλίση μετράται σε γωνία (σε μοίρες ή βαθμούς) και κλίση επί τοις εκατό (%). Εφόσον σκοπεύουμε από την μία άκρη της μετροταινίας στην άλλη ή σε όμοια διαφορά ύψους (π.χ. 1 μ. πιο πάνω) και στα δύο άκρα και η ανάγνωσή μας είναι 0 σε γωνία και κλίση τότε η μετροταινία είναι οριζόντια. Εφόσον μετριέται κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" �, μπορούμε να μετρήσουμε τη γωνία ή κλίση με το κλισίμετρο, και να υπολογίσουμε από την κλίση αυτή και την κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" �, την υψομετρική διαφορά και την οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" �, πολλαπλασιάζοντας την κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" � επί το ημίτονο και συνημίτονο της γωνίας αντίστοιχα.. Π.χ. άν έχουμε μετρήσει μία κατακόρυφη γωνία 23G και μία κεκλιμένη απόσταση� XE "Κεκλιμένη απόσταση" � 32,25 μ. τότε έχουμε: οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" � S=32,25*συν23G=30,17 μ. και υψομετρική διαφορά ΔΗ=32,25*ημ23G=11,40 μ.

Ο χωροβάτης� XE "Χωροβάτης" � είναι ένα τοπογραφικό όργανο το οποίο, εφόσον οριζοντιωθεί με κατάλληλη διάταξη, υλοποιεί με τον άξονα του τηλεσκοπίου του ένα οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �. Με το όργανο αυτό συνεπώς μπορούμε να χαράξουμε ένα οριζόντιο επίπεδο με όσα σημεία ή οριζόντιες γραμμές είναι αναγκαίο. Ένας χωροβάτης� XE "Χωροβάτης" � μπορεί να είναι εφοδιασμένος με Λέιζερ� XE "Λέιζερ" � και να υλοποιεί το οριζόντιο επίπεδο σε κάθε θέση, που είναι απαραίτητο.

Μία συσκευή εκπομπής Λέιζερ� XE "Λέιζερ" � είναι δυνατόν να περιστρέφεται περί έναν κατακόρυφο άξονα και να υλοποιεί ένα οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �.

Το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � είναι ένα τοπογραφικό όργανο, το οποίο, εφόσον οριζοντιωθεί με κατάλληλη διάταξη, παρέχει την δυνατότητα, αφενός με την οριζοντίωση του τηλεσκοπίου και σταθεροποίηση του στη θέση αυτή, να χρησιμοποιηθεί ως χωροβάτης� XE "Χωροβάτης" � και να υλοποιεί οριζόντια επίπεδα, αφετέρου να μετράει οριζόντιες και κατακόρυφες γωνίες και αποστάσεις, που παρέχουν την δυνατότητα αναλυτικού προσδιορισμού της θέσης των σημείων ή να μετράει κεκλιμένες αποστάσεις, που ανάγονται σε οριζόντιες. 

Τρόποι και μέσα υλοποίησης κατακόρυφης ευθείας. Νήμα της στάθμης.� XE "Υλοποίηση κατακόρυφης ευθείας" �

Η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � ενός σημείου της γήινης επιφανείας, όπως είδαμε ορίζεται από την κατεύθυνση της βαρύτητας και υλοποιείται από την κατεύθυνση του νήματος της στάθμης. Η κατεύθυνση αυτή είναι κάθετη στο γεωειδές� XE "Γεωειδές" � και προβάλλει κάθε σημείο πάνω σ΄ αυτό. Το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � για μία έκταση ακτίνας 350 μ. περίπου γύρω από το σημείο, μπορεί να υποκαταστήσει με ικανοποιητική προσέγγιση το γεωειδές. Κάθε επίπεδο που διέρχεται δια της κατακορύφου ενός σημείου είναι κατακόρυφο. Έτσι είναι φανερό ότι έχουμε άπειρα κατακόρυφα επίπεδα διερχόμενα από ένα σημείο. Για τις μικρές αυτές αποστάσεις, που προαναφέραμε, θεωρούμε ότι αρκεί, προκειμένου να οριστεί το κατακόρυφο επίπεδο μεταξύ δύο σημείων, να οριστεί η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � στο ένα σημείο, η οποία με το δεύτερο σημείο ορίζει το κατακόρυφο επίπεδο.

Το νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � (εικ.1) μας εξασφαλίζει την κατακόρυφη ευθεία σε μία θέση. Μία οποιαδήποτε ευθεία, που μπορεί να υλοποιηθεί, π.χ. με ένα ακόντιο, ως ακμή μίας σανίδας, κ.λ.π., μπορεί να κατακορυφωθεί με τον παραλληλισμό της με το νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � σε δύο κάθετες διευθύνσεις (εικ. 29). Αυτό απαιτείται επειδή την πρώτη φορά η ταύτιση νήματος και ευθείας δεν σημαίνει απαραίτητα ότι πετύχαμε την κατακορύφωση, αλλά ότι νήμα και ευθεία βρίσκονται στο ίδιο κατακόρυφο επίπεδο. Πετυχαίνοντας την δεύτερη φορά την σύμπτωση νήματος και γραμμής, έχουμε καταφέρει να την φέρουμε και σε ένα άλλο επίπεδο σχεδόν κάθετο του πρώτου. Αρκεί η κίνηση της ευθείας, την δεύτερη φορά να γίνεται προσεγγιστικά τουλάχιστον πάνω στο πρώτο επίπεδο. Επειδή οι κάθετες διευθύνσεις είναι προσεγγιστικές και η κίνηση τη δεύτερη φορά μπορεί να χαλάσει την καθετότητα, θα πρέπει η κίνηση να επαναληφθεί, μέχρις ότου το νήμα να συμπίπτει με την προς κατακορύφωση ευθεία. Αν το νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � συμπίπτει οπτικά με την γραμμή σε δύο κάθετες διευθύνσεις, τότε θα συμπίπτει και από κάθε άλλη πλευρά. Με την διαδικασία αυτή η κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � υλοποιείται ως τομή δύο κατακόρυφων επιπέδων. 

Τα ειδικά αλφάδι� XE "Αλφάδι" �α, τα οποία περιγράψαμε στις εικ.13γ και 14β μπορούν να μας δώσουν την κατακορύφωση μίας γραμμής, που μπορεί να είναι π.χ. η ακμή μίας ίσιας σανίδας (εικ. 13γ). Η σωληνωτή αεροστάθμη� XE "Σωληνωτή αεροστάθμη" � της εικ. 13γ τοποθετείται στη μικρή πλευρά του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, στο οποίο προσαρτάται, κάθετα στη μεγάλη διάσταση του και έτσι όταν αυτή ισορροπεί με την φυσαλίδα στο κανονικό σημείο, μπορεί ο σωλήνας της αεροστάθμης να είναι οριζόντιος, αλλά η μεγάλη πλευρά του φορέα προσάρτησής της να βρίσκεται απλά στο κατακόρυφο επίπεδο αλλά να είναι κεκλιμένη (θέση 1). Για το λόγο αυτό απαιτείται η τοποθέτηση του αλφαδιού σε κάθετη κατεύθυνση (θέση 2). Έτσι ώστε η ευθεία,  που θέλουμε να κατακορυφώσουμε να περιστρέφεται, κινούμενη επάνω στο ήδη πραγματοποιημένο επίπεδο της πρώτης θέσης, μέχρι να έλθει στην κατακόρυφη θέση. Επειδή κατά την περιστροφή είναι πιθανόν θα έφυγε η ευθεία από το πρώτο κατακόρυφο επίπεδο, είναι αναγκαίο να επαναληφθεί η διαδικασία. Και στην περίπτωση αυτή η κατακόρυφη ευθεία ορίζεται ως τομή δύο κατακόρυφων επιπέδων.

Στην εικ. 14 είδαμε τη διάταξη της σφαιρικής αεροστάθμης και την δημιουργία μίας κατακόρυφης ευθείας, ως ακμή μιας δίεδρης γωνίας δύο επιπέδων κάθετων στο επίπεδο της αεροστάθμης, το οποίο οριζοντιώνεται όταν η αεροστάθμη βρίσκεται στο κανονικό σημείο της. Μία σανίδα ίσια μπορεί να τοποθετηθεί έτσι ώστε η ακμή της δίεδρης ορθής γωνίας να ταυτιστεί με την ακμή της σανίδας ή ένα ακόντιο, που η κυκλική διατομή του να εφάπτεται των εδρών της ορθής δίεδρης γωνίας (εικ. 29 δ) 

Τρόποι και μέσα υλοποίησης κατακόρυφου επιπέδου. Νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" �. Γενικώς θα παρατηρήσουμε, ότι μία κατακόρυφη� XE "Κατακόρυφη ευθεία" � ευθεία μπορεί να υλοποιηθεί ως τομή δύο κατακόρυφων επιπέδων.

Κατακόρυφα επίπεδα μπορεί να υλοποιηθούν με τα μέσα και τις τεχνικές, που αναφέραμε παραπάνω, αφού έτσι μπορεί να ορίσουμε οποιοδήποτε κατακόρυφο επίπεδο ως διερχόμενο από μία κατακόρυφη ευθεία, υλοποιημένη όπως περιγράψαμε. 

Με την ίδια αρχή μπορεί να γίνει ο ορισμός ενός επιπέδου με ένα θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �, αφού το όργανο από την αρχή λειτουργίας του ορίζει μία κατακόρυφη ευθεία και ο άξονάς του οργάνου διαγράφει ένα κατακόρυφο επίπεδο. Έτσι με βάση την αρχή που προαναφέραμε δύο κατακόρυφα επίπεδα που ορίζονται από δύο στάσεις του οργάνου μπορούν να μας δώσουν μία κατακόρυφο.

 Ένα κατακόρυφο επίπεδο μπορεί να υλοποιηθεί από μία συσκευή εκπομπής ακτίνας Λέιζερ� XE "Λέιζερ" �, η οποία προσαρτάται σε έναν άξονα περιστροφής, έτσι ώστε ο άξονας περιστροφής να είναι οριζόντιος και αυτός της εκπομπής κάθετος σ΄αυτόν.

Κατέβασμα απρόσιτου σημείου

Ένα πρόβλημα το οποίο συναντάμε συχνά στις αποτυπώσεις μνημείων είναι το κατέβασμα στο έδαφος ενός απρόσιτου σημείου (εικ.30). Αυτό μπορεί να γίνει με την υλοποίηση δύο κατακόρυφων επιπέδων, που ορίζονται από το σημείο, που πρέπει να κατεβάσουμε και δύο κατακόρυφες ευθείες, που μπορούν να υλοποιηθούν με έναν από του τρόπους που προαναφέραμε, π.χ. με ένα θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �, που εξασφαλίζει μεγάλη ακρίβεια ή απλούστερα αλλά με μειωμένη ακρίβεια με ένα νήμα της στάθμης� XE "Νήμα της στάθμης" � (εικ.30). Τα νήματα της στάθμης στο παράδειγμα της εικόνας 30 μπορούν να αντικατασταθούν με κάποιο από τα άλλα μέσα, που προαναφέραμε, όπως π.χ. το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �. Τα νήματα της εικ.30 αναρτώνται έτσι ώστε η να παρεμβάλλονται στην ευθεία, που διέρχεται από το μάτι του παρατηρητή και το προς κατέβασμα σημείο Σ και με την παρακολούθηση του νήματος ορίζονται τα ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ και ΓΔ τουλάχιστον από δύο σημεία τους έκαστο, και η τομή τους Σ΄ αποτελεί την προβολή του σημείου Σ.

Προσδιορισμός θέσης σημείου σε σχέση με δύο άλλα σημεία

	   Αποτυπώσεις σε ένα επίπεδο

Είναι γνωστό ότι τρία σημεία ορίζουν τη θέση ενός και μόνο επιπέδου. Σε ένα οποιοδήποτε επίπεδο ένα σημείο ορίζεται από δύο άλλα γνωστά σημεία με δύο βασικούς τρόπους. 

Ως τομή δύο ευθειών, που ορίζουν τις διευθύνσεις από τα γνωστά σημεία προς αυτό του οποίου ζητείται η θέση. Στην πράξη αυτό σημαίνει, ότι πρέπει να ορίσουμε τις γωνίες, που σχηματίζουν οι ευθείες από τα γνωστά στο προς τοποθέτηση σημείο με την ευθεία μεταξύ των δύο γνωστών σημείων (εικ.31α).

Ως τομή δύο κύκλων, που φέρονται με κέντρα τα γνωστά σημεία και ακτίνες τις αποστάσεις αυτού του οποίου ζητείται η θέση από τα γνωστά σημεία. Για να εφαρμοστεί αυτή η μέθοδος είναι αναγκαίο να προσδιοριστούν οι αποστάσεις του προς τοποθέτηση σημείου από τα δύο γνωστά σημεία (εικ.31β).

Η ακρίβεια στον προσδιορισμό του σημείου, ανεξάρτητα από την μέθοδο μέτρησης και απόδοσης, που ακολουθείται, δηλαδή είτε αυτή είναι υπολογιστική είτε είναι κατασκευαστική με  τα γεωμετρικά στοιχεία των τριγώνων, είναι μεγαλύτερη, όσο τα τρίγωνα πλησιάζουν τα ισόπλευρα 

Στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �

Στο ίδιο οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" � οι κατευθύνσεις των ευθειών από τα σταθερά προς το ζητούμενο σημείο μπορεί να προσδιοριστούν με την μέτρηση γωνιών μεταξύ της ευθείας των δύο γνωστών σημείων και αυτών από τα σταθερά σημεία προς το ζητούμενο. Μέσα μπορεί να είναι τοπογραφικά όργανα, όπως ο θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �ς και με μικρότερη ακρίβεια η πυξίδα� XE "Πυξίδα" �. Άλλος τρόπος είναι η μέτρηση των οριζοντίων αποστάσεων από τα δύο γνωστά προς το προς τοποθέτηση σημείο.

Σε τυχαίο επίπεδο

Σε τυχαίο επίπεδο είναι ανάγκη προκειμένου να ορίσουμε τη θέση ενός σημείου σε σχέση με δύο άλλα γνωστά να προβούμε στις ακόλουθες ενέργειες: 

Να προσδιορίσουμε την θέση της οριζόντιας προβολής, που ορίζεται:

α) Με τις οριζόντιες γωνίες των κατευθύνσεων των ευθειών από τα σταθερά προς το ζητούμενο σημείο, μπορεί να προσδιοριστούν με την μέτρηση γωνιών μεταξύ της ευθείας των δύο γνωστών σημείων και αυτών από τα σταθερά σημεία προς το ζητούμενο. Μέσα μπορεί να είναι τοπογραφικά όργανα όπως ο θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �ς και με μικρότερη ακρίβεια η πυξίδα� XE "Πυξίδα" �.

β) Με τη μέτρηση των οριζοντίων αποστάσεων από τα δύο γνωστά προς το προς τοποθέτηση σημείο, που η τομή τους μας ορίζει την κατακόρυφη προβολή του σημείου στο οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �.

Να ορίσουμε το υψόμετρο� XE "Υψόμετρο" � του σημείου, που στην πράξη σημαίνει να προσδιορίσουμε τις υψομετρικές διαφορές του σημείου από τα δύο άλλα γνωστά σημεία.

Αποτυπώσεις επιπέδων πολυγωνικών σχημάτων ή επίπεδων σχημάτων, που προκύπτουν ως σύνολα σημείων και γραμμών

Μέθοδοι και όργανα αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση" � επιπέδου σχήματος

Αναφερθήκαμε παραπάνω στα μέσα και τις μεθόδους μέτρησης οριζοντίων αποστάσεων, καθώς επίσης στις μεθόδους προσδιορισμού ενός σημείου από δύο γνωστά αλλά και στους τρόπους προβολής στους άξονες συντεταγμένων. Οι μεθοδολογίες αυτές ακολουθούνται στις αποτυπώσεις μικρής έκτασης με τοπομετρικές και τοπογραφικές μεθόδους. Αυτό μπορεί να επιτευχθεί αν θεωρήσουμε το σύνολο των σημείων να αποτελεί πολύγωνα, των οποίων το σχήμα προσδιορίζεται με κάποια από τις μεθόδους που θα περιγράψουμε παρακάτω και συνίστανται: 1. Σε επιμερισμό του σχήματος σε τρίγωνα, των οποίων μετρώνται οι τρεις πλευρές. 2. Σε χάραξη ενός άξονα επί του οποίου μετρώνται οι προβολές και οι προβάλλουσες των σημείων. 

Θα πρέπει να επισημάνουμε εδώ, ότι οι διαδικασίες αυτές μπορούν να εφαρμοστούν στην μέτρηση και αποτύπωση επιπέδων μικρών σχημάτων, όπως π.χ. ένα σχέδιο, τοπογραφικό ή αρχιτεκτονικό, σχέδιο ενός αντικειμένου κ.λ.π., εφόσον οριστούν τα βασικά σημεία, των οποίων θα προσδιοριστεί η θέση με τις μεθόδους αυτές και από τα σημεία αυτά θα εξαρτηθούν άλλα σημεία, ώστε τελικά να καλυφθεί το σύνολο.

Όσον αφορά μία αποτύπωση που θα γίνει στο έδαφος θα πρέπει να επιλεγούν τα κατάλληλα σημεία λεπτομερειών. Αυτά πρέπει να είναι προσιτά. Είναι δυνατόν να επιλεγεί ένας σχετικά μικρός αριθμός σημείων και τα υπόλοιπα να εξαρτώνται από αυτά.

Μέθοδοι αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των τριγώνων" � δια επιμερισμού του σχήματος σε τρίγωνα.

Θα πρέπει να αποφεύγεται ο μεγάλος αριθμός τριγώνων, δεδομένου ότι με τη μέθοδο αυτή τα σφάλματα είναι αθροιστικά. Θα αναφερθούμε εδώ σε δύο περιπτώσεις. Η μία αφορά ένα πολυγωνικό σχήμα, που μπορεί να είναι ένα γήπεδο ή ακόμη και ένα τυχαίο πολυγωνικό σχήμα σε οποιοδήποτε αντικείμενο και η δεύτερη ένα οποιοδήποτε  σχήμα, που προκύπτει ως ένα σύνολο σημείων και γραμμών.

Μέθοδοι αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των τριγώνων" � με διαίρεση ενός πολυγώνου σε τρίγωνα

Ένα δεδομένο πολύγωνο, όπως π.χ. αυτό που εμφανίζεται στην εικ. 32 διαιρείται σε τρίγωνα. Προκειμένου να μετρηθεί το σύνολο του πολυγωνικού σχήματος, είναι απαραίτητο να καθοριστούν όλα τα αναγκαία τρίγωνα, ώστε όλα τα σημεία να προσδιοριστούν από την κατασκευή τριγώνων. Θα πρέπει να προσδιοριστεί ότι η μέθοδος εφαρμόζεται στο έδαφος όταν δεν διατίθεται θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �, παρά μόνο μετροταινία και οι αποστάσεις μετρώνται οριζόντιες, οπότε η προσφορότερη μέθοδος για την κατασκευή των τριγώνων είναι αυτή της τομής δύο περιφερειών κύκλων. Ο αριθμός των τριγώνων (Τ), στα οποία διαιρείται ένα πολυγωνικό δίνεται από τον τύπο Τ=Κ-2, όπου Κ είναι ο αριθμός των κορυφών του πολυγώνου, π.χ. στο παράδειγμα της εικ.32α μας δίνεται ένα πολύγωνο με 11 κορυφές και διαιρείται σε 9 τρίγωνα (εικ. 32α, 1-9). Μετρώνται όλες οι πλευρές (Π) των τριγώνων, που προκύπτουν από την διαίρεση αυτή, οι οποίες είναι Π=2Τ+1, δηλαδή η αρχική βάση πλευρά (εικ. 32α, 1-2) και 2 πλευρές ανά τρίγωνο, που ορίζουν με τομές κύκλων τα υπόλοιπα σημεία (εικ. 32α, 3 έως 11). Για το παράδειγμά μας συνεπώς για τον προσδιορισμό του τελικού σημείου 8 μεσολαβούν οι κατασκευές 9 τριγώνων.

Θα πρέπει να αναφέρουμε εδώ ότι στην τελική κατασκευή κάθε τριγώνου και συνεπώς κάθε σημείου μεσολαβεί ένα σφάλμα, που εξαρτάται από: α) Το σφάλμα των μετρήσεων των πλευρών, που απορρέει κυρίως από το σφάλμα στην τοποθέτηση της μετροταινίας και από το σφάλμα στην μέτρηση του μήκους (βέλος και ανάγνωση) β) Το σφάλμα στην σχεδίαση, που απορρέει από την μέτρηση και την ακρίβεια στο προσδιορισμό του σημείου τομής των δύο κύκλων. Για το λόγο αυτό είναι φανερό ότι όσο λιγότερα τρίγωνα μεσολαβούν για τον προσδιορισμό της θέσης ενός σημείου, τόσο μεγαλύτερη είναι η ακρίβεια στον προσδιορισμό του σημείου. Θα μπορούσαμε να πούμε, ότι στον προσδιορισμό της θέσης του τελευταίου σημείου (εικ. 32α, το 8) έχουμε μία τελική ακρίβεια του σχεδίου. Π.χ. εάν θεωρήσουμε ως αρχική ευθεία εκκίνησης της εργασίας αποτύπωσης την πλευρά 1-2, ως τελική ακρίβεια μπορούμε να ορίσουμε αυτή με την οποία υπολογίζεται το σημείο 8. 

Για το λόγο αυτό επιδίωξή μας είναι να ορίζουμε έτσι τα τρίγωνα, ώστε για τον προσδιορισμό κάθε σημείου να μεσολαβούν, όσο το δυνατόν οι λιγότερες κατασκευές τριγώνων. Η επιλογή, που θα κάνουμε εξαρτάται από το σχήμα του πολυγώνου, την δυνατότητα μέτρησης πλευρών (π.χ. να μπορεί να μετρηθούν μεγαλύτερες αποστάσεις από αυτές δύο διαδοχικών κορυφών), το σχήμα των παραγομένων τριγώνων. Στην εικ. 32β, δίνουμε μία επιλογή τριγώνων τέτοια, που να εξασφαλίζει αφενός μικρό αριθμό τριγώνων για τον προσδιορισμό του τελικού σημείου, που σημαίνει και μικρότερο τελικό σφάλμα, που στην περίπτωση αυτή είναι 4 τρίγωνα για τον προσδιορισμό του σημείου 8. Αλλά και στον προσδιορισμό του κάθε σημείου μεσολαβούν λιγότερα τρίγωνα, που περιορίζονται από 2 έως 5 τρίγωνα.

Θα πρέπει ωστόσο να επιδιώκουμε την μέτρηση των πλευρών με μία αν είναι δυνατόν τοποθέτηση της ταινίας, γιατί να μία επιλογή σαν την προηγούμενη έχει ως συνέπεια την μέτρηση μεγάλων πλευρών, τότε υπάρχει ο κίνδυνος μεγαλύτερου σφάλματος στη μέτρηση των πλευρών

Μέθοδοι αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των τριγώνων" � με καθορισμό τριγώνων σε οποιοδήποτε σχήμα, που προκύπτει ως ένα σύνολο σημείων και γραμμών

Αντίστοιχες παρατηρήσεις θα μπορούσαμε να κάνουμε στην αποτύπωση ενός συνόλου σημείων και γραμμών, όπως π.χ. ενός τοπογραφικού, όπως π.χ. παρουσιάζεται στην εικ.33. Στην μεταξύ των προς αποτύπωση σημείων (18) περιοχή αναπτύσσεται ένα σύνολο 8 τριγώνων, τα οποία διαμορφώνουν μίαν αλυσίδα, ενώ τα υπόλοιπα σημεία τοποθετούνται με εξάρτηση από αυτά είτε ως κορυφές νέων τριγώνων (11-17), είτε με απευθείας μετρήσεις επί μέρους ευθυγράμμων τμημάτων (18), ενώ το σχέδιο συμπληρώνεται με επιπλέον μετρήσεις. 

Αντίστοιχη είναι η τεχνική και στην αποτύπωση κατόψεων κτηρίων και αρχαιολογικών χώρων.

Εάν θέλουμε να έχουμε μεγαλύτερη ακρίβεια στις αποτυπώσεις μας ανά δύο διαδοχικά τρίγωνα, που απαρτίζουν ένα τετράπλευρο, του οποίου έχουμε μετρήσει μόνο τη μία διαγώνιο να μετράμε και την άλλη (βλ. εικ.32 με την διακεκομμένη γραμμή). Αυτό μας δίνει μία αρκετά καλύτερη ακρίβεια.

Αποτύπωση με την μέθοδο των προβολών των σημείων σε άξονα (μέθοδος ορθογωνίων συντεταγμένων) � XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των ορθών προβολών" �

Η μέθοδος συνίσταται στην προβολή σειράς σημείων σε έναν ή περισσότερους άξονες. Στο Α΄ κεφάλαιο στην παράγραφο 1.4 ορίσαμε την ορθή προβολή σημείου, ενώ στην παράγραφο 1.7.2 ορίσαμε τις συντεταγμένες ενός σημείου σε δύο άξονες. Εδώ θα δούμε μία εφαρμογή της μεθόδου των προβολών στο επίπεδο. Η μέθοδος μπορεί να εφαρμοστεί για την αποτύπωση οποιουδήποτε επίπεδου σχήματος. Αφού επιλεγούν οι απαραίτητοι άξονες, που να μπορούν να καλύψουν το σύνολο της περιοχής, βλέποντας όσον είναι δυνατόν τον μεγαλύτερο αριθμό σημείων, η αποτύπωση των υπόλοιπων γίνεται με εξάρτηση από αυτά με κάποια από τις γνωστές μεθόδους. Σημαντικό πλεονέκτημα της μεθόδου αυτής έναντι της προηγούμενης είναι ότι κάθε σημείο προσδιορίζεται στη θέση του με μετρήσεις δύο μόνο μηκών, και η τοποθέτηση του ενός σημείου δεν επηρεάζει αυτή του άλλου. Είναι λοιπόν απαραίτητο, πριν να αναφερθούμε σε ορισμένες περιπτώσεις εφαρμογής της μεθόδου να δώσουμε στοιχεία για τα όργανα και τις μεθόδους χάραξης καθέτων� XE "Χάραξη καθέτων" �.

Μέθοδοι και όργανα χάραξης καθέτων� XE "Χάραξη καθέτων" �

Μέθοδοι στηριζόμενες σε γεωμετρικές κατασκευές

α. Μία μέθοδος στηρίζεται στην γεωμετρική ιδιότητα ότι: η κάθετη από το κέντρο ενός κύκλου σε μία χορδή του διέρχεται από το μέσον της χορδής. Και αντιστρόφως, η ευθεία, που διέρχεται από το κέντρο ενός κύκλου και το μέσον μίας χορδής του, είναι κάθετη στην χορδή. Έτσι αν από το σημείο Σ, το οποίο θέλουμε να προβάλλουμε, με μία μετροταινία ή ένα νήμα, στο οποίο έχουμε προσαρμόσει σταθερά μία πρόκα, χαράξουμε έναν κύκλο, ο οποίος τέμνει τον άξονα στον οποίο θέλουμε να προβάλουμε το σημείο στα σημεία Α και Β (εικ.34), τότε το μέσον Μ του ευθυγράμμου τμήματος ΑΒ μας δίνει την προβολή του Σ στον άξονα αυτό.

β. Ένας άλλος τρόπος στηρίζεται στο Πυθαγόρειο θεώρημα. Σύμφωνα με αυτό: το τετράγωνο της υποτεινούσης ενός ορθογωνίου τριγώνου ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο καθέτων πλευρών. Και αντιστρόφως: αν το τετράγωνο μίας πλευράς ενός τριγώνου ισούται με το άθροισμα των τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών του, τότε η γωνία απέναντι από την πρώτη πλευρά είναι ορθή. Με βάση το θεώρημα αυτό ένα τρίγωνο με πλευρές μήκους 3,4,5 μέτρα ή  εκατοστά ή οποιεσδήποτε μονάδες είναι ορθογώνιο αφού 52=32+42=9+16=25. Έτσι αν κατασκευάσουμε ένα τέτοιο τρίγωνο, π.χ. με μία μετροταινία την οποία κρατάμε στην αρχή (στο 0), στα 3 μ., στα 7 (3+4) και στα 12 (7+5), τότε αν φέρουμε την ένδειξη 12 μ. να συμπέσει με το 0 και τεντώσουμε την μετροταινία, έτσι που τα μεταξύ των σημείων που κρατάμε τμήματα να γίνουν ευθύγραμμα, τότε έχουμε κατασκευάσει ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Είναι δυνατόν το τρίγωνο να κατασκευαστεί από νήμα ή περισσότερο ανθεκτικό και σταθερό υλικό ξύλο ή άλλο, μόνιμης η ρυθμιζόμενης σύνδεσης. Είναι φανερό ότι η μέθοδος μπορεί να εφαρμοστεί και με οποιαδήποτε τριάδα αριθμών, που όλοι αποτελούν το ίδιο πολλαπλάσιο ή υποπολλαπλάσιο των αριθμών 3,4,5, π.χ. 18 (3Χ6), 24(4Χ6), 30(5Χ6).

 Χάραξη καθέτων με ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �

Ένα βασικό όργανο, που φέρουμε καθέτους είναι το ορθόγωνο. Έχουμε τρία είδη ορθογώνων τα διοπτρικά, τα κατοπτρικά και τα πρισματικά. Οι θέσεις των ορθογώνων προβάλλονται στο έδαφος με νήματα της στάθμης ή στειλεούς, οι οποίοι φέρουν βαριά αιχμή, όπως αυτή του νήματος της στάθμης, ώστε να μπορούν να κατακορυφώνονται εύκολα και οι οποίοι κρατώνται ακριβώς κάτω από το ορθόγωνο, ώστε να μπορούν να κατακορυφώνονται με το βάρος τους και ορισμένες φορές φέρουν ειδική διάταξη για το σκοπό αυτό (εικ.44).

Θα πρέπει εδώ να επισημάνουμε ορισμένες βασικές ιδιότητες:

 Της ανάκλασης Όταν μία ακτίνα προσπέσει σε επίπεδο κάτοπτρο, τότε η γωνία προσπτώσεως, δηλ. αυτή που σχηματίζει η ακτίνα με την κάθετο στο σημείο προσπτώσεως, είναι ίση με την γωνία ανακλάσεως δηλ. αυτή που σχηματίζει η ακτίνα με την ίδια κάθετο.

 Της διάθλασης. Όταν μία ακτίνα εισέρχεται σε ένα υάλινο πρίσμα, νερό κ.λ.π. εκτρέπεται από την πορεία της, έτσι ώστε αν η προσπίπτουσα γωνία, δηλ. αυτή που σχηματίζει η ακτίνα με την κάθετο είναι π και γωνία της διάθλασης, δηλ. αυτή που σχηματίζει η ακτίνα με την κάθετο στο πυκνότερο μέσον είναι δ, τότε ημπ/ημδ=ν, όπου το ν είναι σταθερό και καλείται συντελεστής διάθλασης. Το ίδιο ισχύει και όταν η ακτίνα εξέρχεται από το πυκνότερο προς το αραιότερο μέσον. Αν λοιπόν οι εσωτερικές γωνίες με την κατακόρυφο είναι ίσες, όπως συχνά συναντάμε στα ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � τότε και οι εξωτερικές είναι ίσες.

 Της γεωμετρίας. Αν δύο γωνίες έχουν τις πλευρές καθέτους μία προς μίαν και είναι οξείες και οι δύο ή αμβλείες και οι δύο, είναι ίσες. Αν η μία είναι οξεία και η άλλη αμβλεία είναι παραπληρωματικές.

Οι τύποι των ορθογώνων, που χρησιμοποιούνται είναι οι εξής:

α Διοπτρικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �. Αυτά αποτελούνται από έναν μεταλλικό κύλινδρο, ο οποίος φέρει χαράξεις σε τέσσερις γενέτειρές του, που βρίσκονται σε δύο κάθετα επίπεδα τα οποία περνάνε από το κέντρο του κυλίνδρου (εικ.36α). Έτσι όταν βλέπουμε δια μέσω των δύο αντιδιαμετρικών θέσεων (Ο1-Ε1 και Ο2-Ε2), τα διαγραφόμενα επίπεδα να είναι κάθετα μεταξύ του, εφόσον λοιπόν εξασφαλιστεί ο άξονας του οργάνου να είναι κατακόρυφος, γεγονός, που επιτυγχάνεται αν κρατάμε χαλαρά την ράβδο του, που είναι συνέχεια του άξονα του κυλίνδρου, τα επίπεδα αυτά είναι κατακόρυφα και κάθετα μεταξύ τους.

Προκειμένου λοιπόν να φέρουμε κάθετο σε ένα σημείο Σ1 μίας ευθείας ΑΒ (εικ.36β), αρκεί να σταθούμε στο σημείο αυτό με τη ράβδο κατακόρυφη και να σκοπεύσουμε δια δύο αντικείμενων σχισμών (Γ1-Γ1΄) ένα από τα σημεία Α και Β και ακολούθως σκοπεύοντας από τις κάθετες σχισμές (Γ2-Γ2΄), να τοποθετήσουμε όσα σημεία της καθέτου (Ε1) χρειαζόμαστε (εικ.36β). 

Αν θέλουμε (εικ.36β) να φέρουμε κάθετο (Σ2-Σ2΄) επί την ευθεία από σημείο Σ2 εκτός αυτής (προβολή), τότε στεκόμαστε (Σ2΄΄) κοντά στο σημείο αυτό φέρουμε προσεγγιστικά μία κάθετο (Ε2) και πλησιάζουμε μέχρις ότου δούμε στην σκοπευτική γραμμή Γ2-Γ2΄ το σημείο Σ2. Αν θέλουμε μπορούμε να ορίσουμε την ευθεία Ε2 και την απόσταση� του Σ2 από αυτήν (α) να την πάρουμε επάνω στην ΑΒ (Σ2΄΄-Σ2΄=α), ορίζοντας έτσι την προβολή Σ2΄ του Σ2.

β. Κατοπτρικά ορθόγωνα� XE "Κατοπτρικά ορθόγωνα" �� XE "Ορθόγωνο" �

β.1. Απλά Κατοπτρικά ορθόγωνα� XE "Απλά κατοπτρικά ορθόγωνα 45ο " �� XE "Κατοπτρικά ορθόγωνα" �� XE "Ορθόγωνο" � με γωνία καθρεπτών 45ο 

Τα ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � αυτά στηρίζονται στο, ότι σε ένα σύστημα δύο καθρεπτών που συναντώνται υπό γωνία 45ο (εικ. 37α, Κ1ΟΚ2), η προσπίπτουσα ακτίνα μετά από διπλή ανάκλαση στο ένα και στο άλλο επίπεδο των καθρεπτών (ΟΚ1, ΟΚ2) εξέρχεται κατά κάθετη διεύθυνση (Δα, και Δπ).� Το απλό κατοπτρικό ορθόγωνο συνίσταται λοιπόν στην τοποθέτηση ενός συστήματος δύο κατόπτρων, που να σχηματίζουν γωνία 45ο. Εάν φέρουμε σε σύμπτωση το είδωλο ενός σημείου της ευθυγραμμίας με ένα απ΄ ευθείας ορατό σημείο (π.χ. ένα ακόντιο) πάνω από το ορθόγωνο, τότε οι διευθύνσεις προς το σημείο της ευθυγραμμίας και το απευθείας ορατό σημείο είναι κάθετες μεταξύ τους.

Έτσι την κάθετο σε ένα σημείο Σ1΄ μίας ευθείας ΑΒ (εικ.37β) την φέρουμε, όταν σταθούμε στο σημείο αυτό, προβάλουμε το ορθόγωνο στο Σ1΄ και βλέπουμε μέσα στο ορθόγωνο ένα σημείο (Α΄), είδωλο του Α και τοποθετούμε ένα σημείο Γ στην ευθεία Σ1΄-Α΄. Την κάθετο από σημείο (Σ2) εκτός της ευθείας ΑΒ φέρουμε επί της ΑΒ (εικ.37β), όταν κινούμενοι επί της ευθείας, έτσι ώστε να βλέπουμε σταθερά ένα σημείο άκρου της ευθυγραμμίας (Α), πετύχουμε (Σ2΄) να βλέπουμε το σημείο Σ2 σε σύμπτωση πάνω από το είδωλο του άκρου.

β.2. Απλά κατοπτρικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � με γωνία καθρεπτών 90ο� XE "Απλά κατοπτρικά ορθόγωνα 90ο" � 

Εάν τα δύο κάτοπτρα τοποθετημένα το ένα πάνω από το άλλο, τέμνονται κάθετα στο κέντρο Ο του ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" �, τότε εφόσον βρισκόμαστε στην ευθεία δύο σημείων Α και Β, τα δύο σημεία, τα οποία μπορεί να υλοποιηθούν και με δύο ακόντια, βρίσκονται σε σύμπτωση στο Ο, τότε το ορθόγωνο βρίσκεται επί της ευθυγραμμίας ΑΒ (εικ.38).� Είναι φανερό ότι η σύμπτωση των δύο ειδώλων γίνεται ανεξάρτητα από τις γωνίες πρόσπτωσης των ακτινών ΑΟ και ΒΟ, α και β αντίστοιχα. Τα ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � αυτά χρησιμεύουν για την πύκνωση ευθυγραμμιών και μάλιστα χωρίς την ανάγκη βοηθού. Εάν θέλουμε να πυκνώσουμε μία ευθυγραμμία μπορούμε να κινηθούμε κάθετα σχεδόν σ΄ αυτήν παρακολουθώντας στο ορθόγωνο αυτό τα είδωλα των δύο άκρων μέχρι να συμπέσουν, έχουμε ορίσει στην θέση του Ο ένα σημείο της ευθυγραμμίας και δεν έχουμε παρά να προβάλουμε και να σημειώσουμε το σημείο αυτό.

β.3. Διπλά κατοπτρικά ορθόγωνα� XE "Διπλά κατοπτρικά ορθόγωνα" �� XE "Ορθόγωνο" � 

Εάν τα απλά κατοπτρικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � με γωνία καθρεπτών 90ο (Ε1 και Ε2) συνδυάσουμε με απλό κατοπτρικό με γωνία καθρεπτών 45ο (Κ1Κ2), στο επάνω μέρος, τότε μπορούμε να φέρουμε και καθέτους στην ευθυγραμμία (εικ.39α,β). Εφόσον δούμε τα είδωλα των Α και Β στα κάτω κάτοπτρα κάθετων επιπέδων Ε1 και Ε2, ένα σημείο από τα Α και Β στο κάτοπτρο των 45ο σε σύμπτωση στο σύνολό τους, μαζί με ένα σημείο Σ απ΄ ευθείας ορατό, τότε το Σ βρίσκεται επί της καθέτου στην ΑΒ. Το ορθόγωνο αυτό έχει μεγαλύτερη ακρίβεια από το απλό των 45ο.

γ. Πρισματικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �

Διακρίνουμε τους εξής τύπους ορθογώνων: τα απλά και διπλά πρισματικά και τα απλά και διπλά πενταπρίσματα, που στηρίζονται στο σύνολό τους στην χρήση πρισμάτων, που μπορούν να εκτρέπουν μία ακτίνα, η οποία προσπίπτει σ΄ αυτά, κατά την κάθετη κατεύθυνση. 

γ.1. Απλά πρισματικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �

Ένα απλό πρισματικό ορθόγωνο αποτελεί ένα πρίσμα με διατομή ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο. Εάν η έδρα του που αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι κατοπτρική, ώστε να ανακλά την προσπίπτουσα ακτίνα, τότε μία ακτίνα, που προσπίπτει επί της μίας από τις κάθετες πλευρές, εξέρχεται από την άλλη κάθετη πλευρά κατά κάθετη κατεύθυνση σε σχέση με αυτή της αρχικής πρόσπτωσης (εικ.40α,β).� Υλοποιούμε μια ορθή γωνία, όπως και στο απλό κατοπτρικό των 45ο. Έτσι η κάθετη (Ε1) σε ένα σημείο Σ1΄ μίας ευθυγραμμίας υλοποιείται αν σταθούμε στο Σ1΄, έτσι ώστε να βλέπουμε ένα σημείο της Σ1 να ταυτίζεται με το είδωλο Α΄ του Α (εικ.40γ). Όμοια κινούμενοι επί της ΑΒ βρίσκουμε το σημείο Σ2΄, που το σημείο Σ2 εκτός της ευθείας ΑΒ ταυτίζεται με το είδωλο (Α΄) του σημείου Α. Το Σ2΄ είναι προβολή του Σ2. Στην εικ. 40 σημειώνεται η θέση του πρισματικού ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" � με την επιφάνεια του καθρέπτη παράλληλη στην ευθυγραμμία. Μπορεί η εργασία να γίνει με την επιφάνεια κάθετη σ΄ αυτή, όπως φαίνεται στον προσδιορισμό της καθέτου Σ3-Σ3΄.

γ.2. Διπλά πρισματικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" �

Αυτά αποτελούνται από δύο πρισματικά ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � διατομής ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου, τα οποία τοποθετούνται το ένα πάνω από το άλλο, έτσι ώστε η μία ορθή πλευρά να συμπίπτει στο επίπεδο της άλλης και να βρίσκεται πάνω απ΄ αυτήν, ενώ η άλλη να είναι παράλληλη στη δεύτερη κάθετη πλευρά. Οι δύο επιφάνειες του καθρέπτη τέμνονται κάθετα (εικ.41α,β). Δύο παράλληλες ή στην ίδια ευθυγραμμία ακτίνες, που εισέρχονται στις απέναντι παράλληλες μεταξύ τους κάθετες πλευρές των πρισμάτων, εξέρχονται στην ίδια διεύθυνση, που είναι κάθετη στην προηγούμενη, αφού και τα δύο όπως είδαμε παραπάνω εκτρέπουν τις εισερχόμενες ακτίνες κατά την κάθετη κατεύθυνση. Έτσι αν το ορθόγωνο βρίσκεται στην ευθυγραμμία βλέπουμε τα δύο άκρα της και μπορούμε να χαράξουμε κάθετο (Ε1) σε κάποιο σημείο της Σ1΄, ταυτίζοντας ένα τρίτο σημείο Σ1 εκτός ευθυγραμμίας με τα είδωλα των (εικ.41γ) ή να κινηθούμε επί της ευθυγραμμίας μέχρι να ταυτίσουμε την εικόνα ενός σημείου Σ2 εκτός της ευθείας απ΄ ευθείας ορατού με τα είδωλα των άκρων, το σημεία Σ2΄ είναι προβολή του Σ2 επί της ΑΒ.

γ.3. Απλά πενταπρίσματα

Το απλό πεντάπρισμα είναι και αυτό ένα πρίσμα σαν το ορθογωνικό, με τη διαφορά ότι αυτό έχει πενταγωνική διατομή, η οποία έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά. Στην εικ. 42 βλέπουμε το πεντάγωνο ΑΒΓΔΕ, όπου η γωνία Α είναι ορθή, οι πλευρές ΑΒ και ΑΕ είναι ίσες, η κορυφή Ζ στην οποία τέμνονται οι πλευρές ΒΓ και ΔΕ βρίσκεται επάνω στη διχοτόμο της γωνίας Α και είναι 45ο. Οι επιφάνειες των εδρών ΒΓ και ΔΕ είναι κατοπτρικές. 

Αν παρακολουθήσουμε την πορεία μίας προσπίπτουσας ακτίνας μέσα στο πρίσμα, βλέπουμε, όπως στο απλό κατοπτρικό ορθόγωνο, ότι οι ΗΘ και ΚΛ είναι μεταξύ τους κάθετες. Η γωνία φ στο Ο είναι ορθή.� Οι γωνίες ημ και λμ εσωτερικά στο πρίσμα στις θέσεις εισόδου και εξόδου της ακτίνας είναι οξείες και έχουν τις πλευρές καθέτους, συνεπώς είναι ίσες. Ως εκ τούτου και οι εξωτερικές γωνίες ηε και λε είναι ίσες. Επειδή είναι και οι δύο οξείες και έχουν την μία πλευρά κάθετη θα έχουν και την άλλη.

Οι κάθετες άγονται όπως στα ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � που περιγράψαμε παραπάνω, τα οποία υλοποιούν μίαν ορθή γωνία. Βρισκόμενοι στην ευθυγραμμία μπορούμε να δούμε το ένα άκρο της ευθυγραμμίας και να φέρουμε σε σύμπτωση είτε το σημείο που θέλουμε να προβάλουμε, είτε αυτό που θέλουμε να τοποθετήσουμε, χαράσσοντας κάθετο.

γ.4. Διπλά πενταπρίσματα

Τα διπλά πενταπρίσματα αποτελούνται από δύο πενταπρίσματα του τύπου που περιγράψαμε παραπάνω. Αυτά τοποθετούνται το ένα πάνω από το άλλο (εικ.43, 44α,β), έτσι ώστε η μία κάθετη έδρα του ενός (Α1-Β1) να βρίσκεται στο ίδιο επίπεδο με την αντίστοιχη της άλλης πλευράς του άλλου πενταπρίσματος (Α2-Ε2), κάνοντας έτσι τις άλλες δύο (Α2-Β2 και Ε1-Α1) να βρίσκονται σε παράλληλα μεταξύ τους επίπεδα. 

Έτσι εφόσον βρισκόμαστε σε μία ευθυγραμμία μεταξύ των Σ1 και Σ2 τότε οι ακτίνες που προσπίπτουν στις απέναντι παράλληλες έδρες των δύο πενταπρισμάτων, που βλέπουν προς τα Σ1 και Σ2, αφού ανακλαστούν στις δύο κατοπτρικές επιφάνειες συμπίπτοντας στις διευθύνσεις τους εξέρχονται από τις πλευρές, που βρίσκεται η μία κάτω από την άλλη στο ίδιο επίπεδο, η μία κάτω από την άλλη, δίνοντας έτσι το ένα είδωλο κάτω από το άλλο. Στην εικ.43 στο α βλέπουμε τις πορείες των ακτίνων από τα Σ1 και Σ2 σε μία θέση που το κοινό επίπεδο των πενταπρισμάτων είναι παράλληλο στην ευθυγραμμία, ενώ στο β βλέπουμε την γενική περίπτωση.

Εάν λοιπόν στα Σ1 έχουμε τοποθετήσει δύο κοντάρια� XE "Κοντάρια" �, βλέπουμε το ένα σαν συνέχεια του άλλου.

Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να πυκνώσουμε σημεία της ευθυγραμμίας αλλά και να φέρουμε κάθετες σ΄ αυτήν: α) από ένα σημείο επί της ευθυγραμμίας, ορίζοντας ένα άλλο σημείο (π.χ. ακόντιο) απ΄ ευθείας ορατό στην συνέχεια των δύο ειδώλων, οπότε η θέση του ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" � και το σημείο, που βλέπουμε απευθείας ορίζουν την ευθεία, ή β) κινούμενοι στην ευθυγραμμία βλέποντας τα δύο είδωλα σε σύμπτωση, φέρουμε ένα δεδομένο, απευθείας ορατό σημείο στη συνέχεια των δύο ειδώλων, έτσι το σημείο του ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" � αντιστοιχεί στην προβολή του δεδομένου σημείου  στην ευθυγραμμία. Η μέθοδος είναι κοινή με αυτή των διπλών πρισματικών.

Άλλα τοπογραφικά όργανα. Χρησιμοποιώντας άλλα τοπογραφικά όργανα όπως π.χ. το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �, εξοπλισμένο με μία από τις διατάξεις, που αναφέραμε παραπάνω για την μέτρηση αποστάσεων. Οι μέθοδοι των αποτυπώσεων συνίστανται στον προσδιορισμό των συντεταγμένων (Χ,Ψ, Ζ=Η=υψόμετρο� XE "Υψόμετρο" �) αναλυτικά, όπως θα δούμε παρακάτω και συνεπώς, οι προβολές των σημείων λεπτομερειών γίνονται υπολογιστικά. Με μικρή ακρίβεια μπορούμε να φέρουμε καθέτους με μία πυξίδα� XE "Πυξίδα" �, μετρώντας τις αναγνώσεις των δύο διευθύνσεων, της ευθυγραμμίας στην οποία πρέπει να φέρουμε την κάθετο και αυτής της καθέτου, οι οποίες θα πρέπει να διαφέρουν κατά μία ορθή γωνία.

Μέθοδοι αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των ορθών προβολών" � πολυγώνων με την μέθοδο των προβολών

Είδαμε παραπάνω την χρήση της μεθόδου των διαδοχικών τριγώνων στην αποτύπωση πολυγωνικών σχημάτων. Τώρα θα δούμε πως χρησιμοποιούμε την μέθοδο των προβολών, προκειμένου να ορίσουμε τις κορυφές ενός πολυγώνου με τις συντεταγμένες τους, για το λόγο αυτό η μέθοδος αναφέρεται και ως μέθοδος ορθογωνίων συντεταγμένων. 

Έστω ότι έχουμε προς αποτύπωση το πολύγωνο του σχήματος 45 το οποίο έχει 11 γωνίες. Ορίζουμε στο έδαφος έναν άξονα ΟΧ επί του οποίου προβάλλουμε όλα τα σημεία των κορυφών χρησιμοποιώντας έναν από τους τρόπους που αναφέραμε παραπάνω. Αν 1 έως 11 είναι οι κορυφές του πολυγώνου και αντίστοιχα 1΄ έως 11΄ οι προβολές τους στον υπόψη άξονα. Τότε το σχήμα προσδιορίζεται αν μετρηθούν όλες οι αποστάσεις των κορυφών από τις προβολές τους (προβάλλουσες), δηλαδή οι 1-1΄, 2-2΄, έως 11-11΄, καθώς και οι αποστάσεις των προβολών 1΄, 2΄, έως 11΄ από μία αφετηρία, π.χ. το Ο στην περίπτωσή μας. Οι αποστάσεις των προβολών καλό είναι να μετρώνται όλες από την αφετηρία Ο και να μη μετρώνται τμηματικά, δηλαδή, Ο-1΄, 1΄-11΄, 11΄-2, κ.λ.π., γιατί στην τμηματική μέτρηση το σφάλμα της κάθε μέτρησης αθροίζεται στην επόμενη, ενώ στην μέτρηση από την αφετηρία το σφάλμα στην μέτρηση της κάθε προβολής από την αφετηρία επηρεάζει μόνο την τοποθέτηση του σημείου αυτού και όχι και τα επόμενά του. Έτσι κάθε κορυφή προσδιορίζεται με δύο μετρήσεις, μία αυτή της απόστασης� XE "Απόσταση" � της προβολής της από την αφετηρία των μετρήσεων (τετμημένη) και μία αυτή της απόστασης� XE "Απόσταση" � της κορυφής από τον άξονα (προβάλλουσα = τεταγμένη).

Εάν τώρα ταυτίσουμε τον άξονα ΟΧ με τον άξονα των Χ και θεωρήσουμε ως άξονα των Ψ τον κάθετο στο Ο επί της ΟΧ. Αν θεωρήσουμε τον ΟΧ ως τον θετικό ημιάξονα των Χ και τον ΟΨ ως τον θετικό ημιάξονα των Ψ τότε οι αναγνώσεις στις θέσεις των προβολών αποτελούν τις τετμημένες (τα Χ) των κορυφών και τα μήκη των προβολών τις τεταγμένες (τα Ψ) των κορυφών. Εάν θεωρήσουμε ότι και το Ψ=0 βρίσκεται στο Ο, τότε είναι φανερό ότι οι τεταγμένες των 7, 8, 9, 10, 11 θα είναι αρνητικές, δηλαδή θα έχουν απόλυτη τιμή το μήκος της προβάλλουσας και πρόσημο (-). Αυτό μπορεί να αποφευχθεί αν στο Ο δεν δώσουμε Ψ=0, αλλά έναν άλλο αριθμό, μεγαλύτερο της μεγαλύτερης απόστασης� XE "Απόσταση" � των σημείων με αρνητική τεταγμένη (5,96 μ.), π.χ. την τεταγμένη Ψ=6 μ., οπότε οι μεν θετικές τεταγμένες των 1, 2, 3, 4, 5, 6, θα προκύψουν, ως προς τους νέους άξονες Ο΄Χ΄ και Ο΄Ψ (εικ.45), από την πρόσθεση στο 6 των αποστάσεων από τον αρχικό άξονα (ΟΧ), οι δε τεταγμένες των 7, 8, 9, 10, 11, θα προκύψουν από την αφαίρεση από το 6 των αντίστοιχων αποστάσεων των σημείων από τον αρχικό άξονα. Στην πράξη δεν διαφοροποιείται σε τίποτε η εργασία, είτε γίνει με τον ένα, είτε με τον άλλο τρόπο, πέραν του ότι δεν έχουμε αρνητικούς αριθμούς. Με το κέντρο όμως των συντεταγμένων (Χ=0 και Ψ=0) στο Ο έχουμε απευθείας μετρημένες τις συντεταγμένες στο σύνολό τους.

Θα πρέπει να επισημάνουμε ότι είναι συχνά επιθυμητό να ορίζουμε τον άξονα από δύο σημεία του πολυγώνου που βρίσκονται στις πλέον απομακρυσμένες θέσεις (π.χ. τα 1-7 η τα 6-11) και επί αυτής να προβάλλουμε τα σημεία επιδιώκοντας ώστε το σχήμα να κατανέμεται εκατέρωθεν του άξονα, για να μειώνονται τα μήκη των καθέτων, ενώ έτσι αποφεύγουμε τη μέτρηση των προβολών των δύο σημείων των κορυφών επί του άξονα, αφού αυτές θα είναι 0.

Οι αποστάσεις σε όλες τις περιπτώσεις μετρώνται οριζόντιες ή εφόσον για κάποιες αυτό δεν είναι δυνατόν τότε μπορεί να μετρηθούν κεκλιμένες και να αναχθούν σε οριζόντιες, αφού ληφθεί υπόψη η κλίση τους, π.χ. μετρημένη με ένα κλισίμετρο. Γενικά όμως η χάραξη καθέτων με ορθόγωνα� XE "Ορθόγωνο" � δεν είναι εύκολη σε κεκλιμένα εδάφη. Είναι φανερό ότι και την μέθοδο αυτή μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε στην αντιγραφή ενός σχήματος, αφού κάνουμε όλες τις εργασίες στο χαρτί.

Μέθοδος αποτύπωσης� XE "Aποτύπωση με την μέθοδο των ορθών προβολών" � με προβολές σε οποιουδήποτε σχήμα, που προκύπτει ως ένα σύνολο σημείων και γραμμών

Με αντίστοιχο τρόπο αντιμετωπίζουμε την αποτύπωση οποιουδήποτε σχήματος, που αποτελείται από ένα σύνολο σημείων και γραμμών, για να αποδώσουμε την οριζοντιογραφία� XE "Οριζοντιογραφία" � του (ή κάτοψη προκειμένου για κτήρια).

Στην εικ.46 βλέπουμε το σχέδιο τμήματος γειτονιάς, που είδαμε στην εικ.33, όπου περιγράψαμε την αποτύπωση με την μέθοδο των τριγώνων (βλ. 3.1.1.2), το οποίο εδώ αποτυπώνεται με εφαρμογή της μεθόδου των προβολών. Το σύνολο των 18 σημείων προβάλλεται επί ενός άξονα και η απόδοση του συνόλου του σχεδίου γίνεται με την εξάρτηση όλων των γραμμών από αυτά και πρόσθετες τοπομετρικές μετρήσεις.

Σύγκριση των μεθόδων πλεονεκτήματα και επισημάνσεις

Θα πρέπει να αναφερθούμε εδώ στα πλεονεκτήματα της μεθόδου των προβολών, που είναι κύρια το γεγονός ότι τα σφάλματα, που απορρέουν είτε από τις μετρήσεις, είτε από την διαδικασία της σχεδίασης, περιορίζονται σε μεμονωμένα σημεία και δεν μεταφέρεται το σφάλμα από το ένα σημείο στο άλλο, ώστε να έχουμε έτσι αθροιστική συσσώρευση σφαλμάτων από το πρώτο σημείο προς το τελευταίο. Επίσης η σταθερότητα των σημείων μπορεί κατά τη διάρκεια της απόδοσης να μας εντοπίσει τυχόν σφάλμα σε κάποιο σημείο, αφού οι συμπληρωματικές μετρήσεις δεδομένης της σταθερότητας των σημείων αποτελούν και στοιχεία ελέγχου.

 Υπολογισμοί εμβαδού πολυγώνων� XE "Υπολογισμοί εμβαδού πολυγώνων" � που αποτυπώνονται με τις μεθόδους των τριγώνων και των ορθογωνίων συντεταγμένων

Με τους τρόπους που περιγράψαμε παραπάνω έχουμε την δυνατότητα να υπολογίσουμε το εμβαδόν πολύπλοκων πολυγωνικών σχημάτων. Θα δώσουμε εδώ τους τύπους που μας βοηθάνε σε κάθε μία από τις περιπτώσεις στον υπολογισμό των εμβαδών. Οι τύποι αυτοί επιλύονται με πολλά τοπογραφικά προγράμματα, απλά και γρήγορα.

Υπολογισμός εμβαδού πολυγώνων με χρήση τριγώνων

Τα πολύγωνα διαιρούνται σε τρίγωνα, ενός εκάστου των οποίων υπολογίζεται το εμβαδόν και στη συνέχεια αθροίζονται όλα μαζί. Δεδομένου ότι έχουμε μετρήσει όλες τις πλευρές (α, β, γ) των τριγώνων, ο τύπος ο επονομαζόμενος του Ήρωνος, ο οποίος μας δίνει το εμβαδόν του τριγώνου, συναρτήσει των πλευρών του, είναι:  

ΕΤ=[τ(τ-α)(τ-β)(τ-γ)]1/2, όπου α, β, γ, οι πλευρές του τριγώνου και τ η ημιπερίμετρος του τριγώνου, δηλαδή τ=(α+β+γ)/2. � Είναι φανερό ότι, εφόσον σε μη κυρτά πολύγωνα,� έχουν ακολουθηθεί μέθοδοι, που έχουν μετρηθεί πλευρές εκτός του περιγράμματος του πολυγώνου, όπως π.χ. συμβαίνει στην περίπτωση του σχήματος 32β, τότε ορισμένα τρίγωνα αφαιρούνται, όπως π.χ. στο σχήμα 32β, όπου από το εμβαδόν που μας δίνει το άθροισμα των τριγώνων 1,2,3,4,8΄, πρέπει να αφαιρέσουμε τα εμβαδά των τριγώνων 5΄, 6΄, 7΄, 9΄, προκειμένου να βρούμε το τελικό εμβαδόν του πολυγώνου 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10-11-1. 

Υπολογισμός εμβαδού πολυγώνων με χρήση προβολών ή της μεθόδου των ορθογωνίων συντεταγμένων

Με τη χρήση της μεθόδου των προβολών ή ορθογωνίων συντεταγμένων τα εμβαδά υπολογίζονται με μεγάλη ακρίβεια με βάση τον εξής τρόπο:

Έστω ότι ένα πολύγωνο έχει ν κορυφές, δηλαδή τις 1,2,3,4,...ν-1, ν, οι οποίες έχουν συντεταγμένες το 1 τις Χ1, Ψ1, το 2 τις Χ2, Ψ2, το 3 τις Χ3, Ψ3,  το .ν-1 τις Χν-1, Ψν-1, το ν τις Χ ν, Ψ ν, τότε ο τύπος που δίνει το εμβαδόν του πολυγώνου είναι:

2Ε=Σ(Ψν+Ψν+1)(Χ ν+1-Χν). Το Σ στα μαθηματικά σημαίνει το άθροισμα όλων των προσθετέων αυτής της μορφής, που απορρέουν αν το ν αντικατασταθεί διαδοχικά με 1,2,3, ν. Τα Χ ν+1 και Ψν+1 είναι οι συντεταγμένες της επόμενης κορυφής, που μετά την ν ταυτίζεται με την αρχική. Αν λάβουμε υπόψη το παράδειγμα της εικ. 45 τα Χ ν+1 και Ψν+1 αντιστοιχούν στα Χ1, Ψ1, και ο τύπος του εμβαδού (Ε) παίρνει τη μορφή: 2Ε=(Ψ1+Ψ2)(Χ2-Χ1)+(Ψ2+Ψ3)(Χ3-Χ2)+ (Ψ3+Ψ4)(Χ4-Χ3)+(Ψ4+Ψ5)(Χ5-Χ4)+(Ψ5+Ψ6)(Χ6-Χ5)+(Ψ6+Ψ7)(Χ7-Χ6)+ (Ψ7+Ψ8)(Χ8-Χ7)+(Ψ8+Ψ9)(Χ9-Χ8)+(Ψ9+Ψ10)(Χ10-Χ9)+(Ψ10+Ψ11)(Χ1-Χ10)+ (Ψ11+Ψ1)(Χ1-Χ11). 

Για να βρούμε συνεπώς το εμβαδόν Ε, διαιρούμε το άθροισμα του δεξιού μέλους με το 2.

Οι συντεταγμένες των κορυφών τοποθετούνται στον τύπο με τα πρόσημά τους.

Έμμεσες μετρήσεις μηκών� XE "Έμμεσες μετρήσεις μηκών" �

Με την εφαρμογή των τριγώνων και των προβολών μπορούμε να υπολογίσουμε μήκη ευθυγράμμων τμημάτων, τα οποία δεν μπορούν να μετρηθούν άμεσα, είτε επειδή δεν είναι προσιτά, είτε επειδή δεν μπορούμε να τεντώσουμε μετροταινία (π.χ. όταν παρεμβάλλεται μεταξύ τους ένα εμπόδιο, όπως ένα σπίτι) 

Έμμεση μέτρηση μίας απόστασης� XE "Απόσταση" � με χρήση τριγώνων

Η μέθοδος των τριγώνων συνίσταται συνήθως στην κατασκευή ομοίων τριγώνων. Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν όλες τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, τότε οι πλευρές που βρίσκονται απέναντι στις ίσες γωνίες είναι ανάλογες, δηλαδή ο λόγος των πλευρών τους (το πηλίκο των μηκών τους) είναι ίδιο. Ισχύει και το αντίστροφο, δηλαδή αν οι πλευρές δύο τριγώνων είναι ανάλογες τότε τα τρίγωνα είναι όμοια. Όλα τα ισόπλευρά τρίγωνα συνεπώς είναι όμοια, αφού όλες οι γωνίες τους είναι ίσες με 60ο, ενώ τα ισοσκελή είναι ίσα όταν έχουν τις γωνίες της κορυφής ίσες, π.χ. ως κατά κορυφήν. Ένα παράδειγμα χρήσης ομοίων τριγώνων μας δίνει το σχέδιο 47α, όπου μεταξύ των σημείων Α και Β παρεμβάλλεται ένα σπίτι. Κατασκευάζουμε ένα τρίγωνο με την κορυφή Γ σε μία θέση, που να μπορεί να μετρηθούν οι ΑΓ και ΒΓ, αν στις προεκτάσεις των ΑΓ και ΒΓ προς το μέρος του Γ λάβουμε μήκη ΓΔ και ΓΕ αντίστοιχα τόσα ώστε, αν ΑΓ=λ και ΒΓ=μ, να ισούνται αντίστοιχα ΓΔ=λ*ν και ΓΕ=μ*ν, όπου ν ο ίδιος αριθμός δεκαδικός (κατά προτίμηση για να είναι μικρό το μήκος, π.χ. 0,5) ή ακέραιος. Τότε μετρώντας το μήκος της ΕΔ υπολογίζουμε το μήκος της ΑΒ (ΕΔ)=(ΑΒ)*ν  (  (ΑΒ)=(ΕΔ)/ν. Αν οι ΑΓ και ΒΓ είναι ίσες, τότε αρκεί και οι ΕΓ και ΓΔ να είναι μεταξύ τους ίσες. Τότε η αναλογία των ΕΓ και ΒΓ μας δίνει το λόγο (ΕΓ)/(ΒΓ)=ν, με τον οποίο διαιρούμε το μήκος ΕΔ για να βρούμε το μήκος της ΑΒ.

Έμμεση μέτρηση μίας απόστασης� XE "Απόσταση" � με χρήση προβολών

Η μέτρηση μίας απόστασης� XE "Απόσταση" � με χρήση προβολών στηρίζεται στον υπολογισμό του μήκους από τις προβολές των Α και Β σε μίαν ευθυγραμμία, και τα μήκη των προβαλλουσών, που μπορούμε να μετρήσουμε στο σύνολό τους. Το σχήμα 47β μας δίνει ένα παράδειγμα χρήσης των προβολών για την μέτρηση μίας απόστασης� XE "Απόσταση" �. Αν Α΄ και Β΄ οι προβολές των Α και Β  και Α΄Β΄=α, ΑΑ΄=λ και ΒΒ΄=μ. Αν πάρουμε ΑΆ΄΄=Β΄Β, τότε το Α΄΄Α΄Β΄Β είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο και η γωνία ΑΑ΄΄Β ορθή και Α΄Β΄=Α΄΄Β, οπότε από το πυθαγόρειο θεώρημα υπολογίζουμε την υποτείνουσα ΑΒ από την σχέση (ΑΒ)2=(Α΄Β΄)2+(Α΄΄Α)2  ή  (ΑΒ)2=(α)2+(λ-μ)2

Μία σύνθετη περίπτωση βλέπουμε στην εικ. 47γ, όπου η Α:Β υπολογίζεται από τις ΑΑ΄ και ΒΒ΄ και την Α΄Β΄, όπως αναφέραμε στο προηγούμενο παράδειγμα. Οι πλευρές όμως ΑΑ΄ και ΒΒ΄ δεν είναι δυνατόν να μετρηθούν λόγων εμποδίων και για το λόγο αυτό κατασκευάζονται και μετρώνται τα στοιχεία των ομοίων ορθογωνίων τριγώνων ΓΔΔ΄ και ΓΕΕ΄ και τα μετρηθέντα μήκη ΔΔ΄ και ΕΕ΄ μας δίνουν τα ΑΑ΄ και ΒΒ΄ με πολλαπλασιασμό τους επί τους λόγους (ΓΑ΄)/(ΔΓ)=λ1 και (ΓΒ)/(ΓΕ)=λ2 αντίστοιχα, αφού λόγω της παραλληλίας των ΑΑ΄, ΒΒ΄, ΔΔ΄ και ΕΕ΄ τα τρίγωνα ΓΔΔ΄ και ΓΕΕ΄ είναι όμοια με τα ΓΑΑ΄ και ΓΒΒ΄ αντίστοιχα.

Προσδιορισμός σημείου στο χώρο σε σχέση με ένα άλλο με μέτρηση γωνιών. 

Με προσδιορισμό της γωνίας διευθύνσεώς του. Μέσα (πυξίδα� XE "πυξίδα" �). Εάν γνωρίζουμε τις συντεταγμένες ή εν πάση περιπτώσει τη θέση ενός σημείου στο επίπεδο, μπορούμε να προσδιορίσουμε την θέση διαφόρων άλλων στο επίπεδο (οριζοντιογραφία� XE "Οριζοντιογραφία" �), εφόσον γνωρίζουμε την διεύθυνση της ευθείας, η οποία ενώνει το γνωστό σημείο με κάθε άλλο σημείο και την μεταξύ τους οριζόντια απόσταση� XE "Οριζόντια απόσταση" �. Είναι απαραίτητο για να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε την διεύθυνση των ευθειών των σημείων θα πρέπει να γνωρίζουμε την γωνία, που σχηματίζει η διεύθυνση αυτών των ευθειών με μία γνωστή διεύθυνση, από την οποία μετράμε την οριζόντια γωνία. Στην τοπογραφία χρησιμοποιείται συνήθως η διεύθυνση του βορρά. Την διεύθυνση αυτή μας δίνει με σχετικά μικρή ακρίβεια η πυξίδα. Η γωνία που σχηματίζει μία ευθεία με την διεύθυνση του βορρά καλείται αζιμούθιο.

 Η γωνιομετρική πυξίδα� XE "Πυξίδα" �� XE "Γωνιομετρική πυξίδα" � 

Η γωνιομετρική πυξίδα� XE "πυξίδα" �� XE "Γωνιομετρική πυξίδα" � είναι μία απλή πυξίδα εμπλουτισμένη με μία σκοπευτική διάταξη και δυνατότητα μέτρησης οριζοντίων γωνιών (εικ. 48). Η απλή πυξίδα είναι ένα όργανο, το οποίο αποτελείται από μία μαγνητική βελόνη, η οποία μπορεί να περιστρέφεται κατά πλήρη κύκλο (360ο ή 400G) στηριζόμενη στο μέσον της επί μίας ακίδος, που της επιτρέπει την εύκολη κίνηση. Η μαγνητική αυτή βελόνη έχει την ιδιότητα να στρέφεται και να λαμβάνει κάθε φορά την διεύθυνση βορρά - νότου. Δεν πρόκειται όμως για τον γεωγραφικό βορρά, ο οποίος συμπίπτει με τον βόρειο πόλο, αλλά για τον λεγόμενο μαγνητικό βορρά, ο οποίος βρίσκεται πολύ κοντά, σ΄αυτόν και ο οποίος δεν είναι σταθερός, αφού μεταβάλλεται, όχι μόνο από θέση σε θέση, αλλά μεταβάλλεται και για τον ίδιο τόπο διαχρονικά. Η γωνία της διαφοράς ανάμεσα στον γεωγραφικό βορρά και τον μαγνητικό ονομάζεται μαγνητική απόκλιση. Μπορούμε όμως να θεωρήσουμε ότι για κοντινούς τόπους και σε κοντινές χρονικές στιγμές ο προσανατολισμός της μαγνητικής βελόνης παίρνει παράλληλες κατευθύνσεις προσανατολιζόμενος σταθερά προς τον βορρά. Η μαγνητική βελόνη επίσης κλίνει σε σχέση και με το οριζόντιο επίπεδο� XE "Οριζόντιο επίπεδο" �, προς βορρά ή νότα, ανάλογα αν βρισκόμαστε στο Β ή το Ν ημισφαίριο. Η γωνία της διαφοράς αυτής από το οριζόντιο επίπεδο ονομάζεται έγκλιση της μαγνητικής βελόνης. Αυτή έχει μηδενική τιμή στον ισημερινό και αυξάνεται όσο πλησιάζουμε προς τους πόλους. Ένα αντίβαρο μπορεί να ρυθμίζει την έγκλιση, ώστε να έχουμε οριζοντίωση της βελόνης.

Η μαγνητική βελόνη της πυξίδα� XE "Πυξίδα" �ς κινείται σε ένα κυκλικό χώρο, που είναι συνήθως γεμάτος με υγρό.

Με τις γωνιομετρικές πυξίδες μετράμε τη γωνία του βορρά με μία δεδομένη διεύθυνση. Η γωνία αυτή πάντα είναι δεξιόστροφη, δηλαδή αυτή που αυξάνεται ενώ κινείται από τον βορρά προς την ανατολή και ακολούθως προς νότο και δύση. Η γωνία αυτή καλείται αζιμούθιο της διευθύνσεως και μετριέται σε μοίρες ή βαθμούς. Στην τοπογραφία, όπως και στα τοπογραφικά όργανα, συνήθως χρησιμοποιούνται πυξίδες με διαίρεση σε βαθμούς. Οι πυξίδες αυτές έχουν μία σκοπευτική διάταξη, την οποία ταυτίζουμε με την ευθυγραμμία, της οποίας θέλουμε να μετρήσουμε το αζιμούθιο, σκοπεύοντας από ένα της σημείο ένα άλλο. Υπάρχουν πολλές τεχνικές για την ανάγνωση της ένδειξης της γωνίας μίας διεύθυνσης με το βορρά, μετά την ταύτιση της σκοπευτικής διάταξης με την ευθυγραμμία της διεύθυνσης. Η γωνία μετράται π.χ. σε πυξίδες με μία ελεύθερη περιστρεφόμενη βελόνη, με ταύτιση της ένδειξης 0,0 ενός πλήρως διαιρεμένου κύκλου με την διεύθυνση του βορρά, οπότε η διεύθυνση της σκοπευτικής γραμμής μας δίνει την ανάγνωση της γωνίας, αφού ο κύκλος των ενδείξεων σταθεροποιείται σε σχέση με την σκοπευτική γραμμή. Σε ορισμένες πυξίδες η κατασκευή της βελόνης είναι τέτοια, που να περιστρέφεται μαζί της ολόκληρος ο δίσκος (εικ.48β), οπότε με μία διόπτρα διαβάζουμε την ανάγνωση του αζιμουθίου της διεύθυνσης.

Αζιμούθιο διευθύνσεως ή γωνία διευθύνσεως� XE "Αζιμούθιο διευθύνσεως ή γωνία διευθύνσεως" � ενός ευθυγράμμου τμήματος είναι η γωνία, που σχηματίζει το ευθύγραμμο τμήμα με την κατεύθυνση του βορρά, λαμβανομένης υπόψη της κατεύθυνσης του ευθύγραμμου τμήματος, δηλαδή αν λάβουμε το ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ της εικ. 49α η γωνία διευθύνσεως του ΑΒ είναι η αΑΒ, ενώ η γωνία διευθύνσεως του ΒΑ είναι η αΒΑ Αν προεκτείνουμε  την ΑΒ προς το μέρος του Β, δηλαδή προς Γ, τότε βλέπουμε ότι δημιουργείται μία γωνία ίση με την αΑΒ, ως εντός εκτός και επί τα αυτά της ευθείας ΑΒ τεμνόμενης από τις παράλληλες διευθύνσεις του βορρά. Έτσι βλέπουμε ότι οι δύο γωνίες αΑΒ και αΒΑ διαφέρουν κατά την γωνία ΓΒΑ, η οποία είναι πεπλατυσμένη, δηλαδή ίση με 2 ορθές ή 200G, δηλαδή αΒΑ=αΑΒ+200G (1). Στο σχήμα της εικ. 49β βλέπουμε το σημείο Α στην δεξιά θέση και την γωνία αΑΒ να είναι μη κυρτή, δηλαδή πάνω από 200G, ομοίως όπως δείξαμε παραπάνω ισχύει η σχέση αΑΒ=αΒΑ+200G, αλλά αν θέλουμε να εφαρμόσουμε την σχέση (1) αΒΑ=αΑΒ+200G τότε βλέπουμε (εικ. 49β) ότι η γωνία του δευτέρου μέλους είναι ένας πλήρης κύκλος, δηλαδή 400G προσαυξημένος κατά τη γωνία αΒΑ. Αν θέλουμε συνεπώς την γωνία αΒΑ θα πρέπει να αφαιρέσουμε από την γωνία που τελικώς θα προκύψει με βάση τον τύπο (1) 400G, εφόσον η γωνία που προκύπτει είναι μεγαλύτερη από 400G. Π.χ. αν η γωνία αΑΒ=270G τότε με βάση τον τύπο (1) αΒΑ=270G+200G=470G και συνεπώς αΒΑ=70G. Έτσι ο τύπος (1) είναι γενικής εφαρμογής και εκφράζεται και ως εξής: Οι γωνίες διευθύνσεως των δύο αντίθετων διευθύνσεων σε μίαν ευθυγραμμία διαφέρουν κατά 200 G, δηλαδή 2 ορθές γωνίες.

Προσδιορισμός θέσης σημείου με πολικές συντεταγμένες� XE "Πολικές συντεταγμένες" �.

Η μέθοδος προσδιορισμού της θέσης σημείου Σ με τις πολικές συντεταγμένες� XE "Πολικές συντεταγμένες" � συνίσταται στον συσχετισμό του με ένα άλλο σημείο (πόλος) με μία διεύθυνση, της ευθείας, που ορίζεται με αυτό και με μία γωνία, την οποία σχηματίζει η ευθεία τους με μία σταθερή διεύθυνση, καθώς και μέτρηση της απόστασης� XE "Απόσταση" � του σημείο από το σταθερό σημείο (πόλο). Είδαμε παραπάνω, ότι αν η γωνία αυτή μετριέται από τον βορρά, τότε η γωνία ονομάζεται αζιμούθιο διευθύνσεως ή απλώς αζιμούθιο. Για να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε με σαφήνεια τη θέση του σημείου είναι απαραίτητο να γνωρίζουμε και την φορά με την οποία διαγράφεται η γωνία ή άλλως πως αυτή μετριέται με αφετηρία την γνωστής διεύθυνσης ευθεία, δηλαδή δεξιόστροφα ή αριστερόστροφα. Στην τοπογραφία η μέτρηση των γωνιών με τα όργανα, καθώς και οι γωνίες διευθύνσεως μετρώνται δεξιόστροφα. 

Στην εικ. 50 βλέπουμε το σημείο Σ να προσδιορίζεται από την γωνία φ, που σχηματίζει η ευθεία, που το ενώνει με ένα γνωστό σημείο (Α), με μία δεδομένης διεύθυνση ευθεία Ε και την απόσταση του Σ από το Α, την SΑΣ. Το σημείο Α καλείται πόλος, η ημιευθεία ΑΕ πολική ακτίνα και τα μεγέθη ΑΣ=SΑΣ και φ πολικές συντεταγμένες� XE "Πολικές συντεταγμένες" �. Με τον τρόπο αυτό ορίζονται μονοσήμαντα τα σημεία του επιπέδου, από κάθε ζευγάρι πολικών συντεταγμένων, με την προϋπόθεση, ότι δίδεται η φορά της διαγραφής της γωνίας.

Όργανα και μέθοδοι μέτρησης πολικών συντεταγμένων απ΄ ευθείας στο έδαφος (Μετροτράπεζα)

Οι γωνίες και οι αποστάσεις μπορούν να μετρώνται ταυτοχρόνως με σύνθετα όργανα, τις μετροτράπεζες� XE "Μετροτράπεζα" �,  και να αποδίδονται απευθείας στο έδαφος. Αρχή των οργάνων είναι η εξής. Σε ένα οριζοντιωμένο επίπεδο μία σκοπευτική διάταξη, που κατευθύνεται προς ένα σημείο, μπορεί να συνδέεται με ένα κλιμακόμετρο, το οποίο υλοποιεί την διεύθυνση στο χαρτί και μετρώντας την απόσταση μπορούμε να σημειώσουμε πάντα από την ίδια αφετηρία, που ανταποκρίνεται στη θέση της στάσης ή του πόλου, τις αποστάσεις. Σήμερα μπορεί η απόσταση να μετρηθεί με ηλεκτρονικά όργανα μέτρησης (εικ.51).

Μέτρηση γωνιών� XE "Μέτρηση γωνιών" �

Μέτρο γωνίας (επίπεδης ή δίεδρης)

Αν θεωρήσουμε ένα επίπεδο και μία ημιευθεία, που ξεκινάει από ένα σημείο του, να περιστρέφεται γύρω από αυτό, τότε αυτή διαγράφει όλο το επίπεδο μέχρι να συμπέσει στην αρχική του θέση. Σε ολόκληρη η περιστροφή της καλύπτει το χώρο του επιπέδου σχηματίζοντας με την αρχική της θέση διάφορες γωνίες συνεχώς αυξανόμενες μέχρι να φτάσουν η αρχική και τελική σε σύμπτωση τότε μπορούμε ότι η γωνία έχει διαγράψει όλο τον χώρο του επιπέδου ή ότι έχει διαγράψει έναν πλήρη κύκλο. Την συνολική αυτή γωνία μετράμε με διάφορους τρόπους, που μπορούν να αντιστοιχηθούν με την υποδιαίρεση και ενός κύκλου με κέντρο το σημείο της αρχής της ημιευθείας. Οι χρησιμοποιούμενες διαιρέσεις είναι:

α. Σε μοίρες. Ολόκληρος ο επίπεδος χώρος ή ο κύκλος διαιρείται σε 360 μοίρες (360ο). Έτσι μία πεπλατυσμένη γωνία, κατά την οποία η περιστρεφόμενη ευθεία έχει διαγράψει το μισό επίπεδο είναι 180ο και η ορθή γωνία 90ο. Η μοίρα διαιρείται σε 60 πρώτα λεπτά (60΄) και κάθε πρώτο λεπτό σε 60 δεύτερα (60΄΄). Μετράται με την διαίρεση αυτή με συμμιγή αριθμό, π.χ. 30ο 15΄ 22΄΄. Οι γωνίες μετρώνται με μοιρογνωμόνια.

β. Σε βαθμούς. Κατά την διαίρεση αυτή ο κύκλος ή όλος ο επίπεδος χώρος γύρω από το σημείο διαιρείται σε 400 βαθμούς (grades) (400G). Mία πεπλατυσμένη γωνία, κατά την οποία μία περιστρεφόμενη ημιευθεία έχει διαγράψει το μισό επίπεδο είναι 200 G και η ορθή γωνία 100G. Ο βαθμός (grade) διαιρείται σε 100 πρώτα (100c) και κάθε πρώτο σε 100 δεύτερα (100cc).  H διαίρεση αυτή εξασφαλίζει την δεκαδική γραφή των γωνιών, π.χ. 235,2345G. Οι γωνίες μετρώνται με βαθμογνωμόνια. Το πλεονέκτημα αυτό είναι ο λόγος χρήσης της διαίρεσης αυτής στα τοπογραφικά όργανα.

γ. Σε ακτίνια. Κατά την διαίρεση αυτή ο κύκλος, ή όλος ο επίπεδος χώρος γύρω από το σημείο διαιρείται σε ακτίνια, έτσι που ένα ακτίνιο (rad) να αντιστοιχεί στην επίκεντρη γωνία, που το τόξο της έχει μήκος όσο η ακτίνα του κύκλου. Έτσι μία πεπλατυσμένη γωνία, κατά την οποία η περιστρεφόμενη ευθεία έχει διαγράψει το μισό επίπεδο η ένα ημικύκλιο είναι ένας ασύμμετρος αριθμός, που συμβολίζεται με το γράμμα π και έχει μέγεθος π=3,141592654.. Ολόκληρη η περιφέρεια αντιστοιχεί σε γωνία 2π=6,283185308.. Κάθε γωνία εκφράζεται με δεκαδικό αριθμό, π.χ. 2,4563 ακτίνια.

Μετατροπή από το ένα σύστημα στο άλλο μπορεί να γίνει με τον τύπο:

Μ/180=Β/200=Α/3,14159. 

Το μέγεθος της δίεδρης γωνίας μετράται από την γωνία, που σχηματίζεται σε ένα επίπεδο κάθετο στην ακμή της δίεδρης γωνίας (εικ. 27). Το μέτρο της γωνίας ορίζεται με τις μονάδες, όπως τις περιγράψαμε παραπάνω.

Τρόπος μέτρησης μίας γωνίας� XE "Τρόπος μέτρησης μίας γωνίας" �

Οι γωνίες που μετρώνται στις αποτυπώσεις είναι κυρίως, όπως αναφέραμε, οριζόντιες. Τα κυριότερα όργανα άμεσης μέτρησης γωνιών κατά τις αποτυπώσεις είναι η πυξίδα� XE "Πυξίδα" � και το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" �. Παλαιότερα χρησιμοποιείτο και το γωνιόμετρο, κυρίως από το στρατό (πυροβολικό). Ορισμένα από αυτά είναι εφοδιασμένα με πυξίδα και φέρουν τηλεσκόπιο για σκοπεύσεις, μετρώντας οριζόντιες γωνίες από το βορρά (αζιμούθια) και κατακόρυφες γωνίες. Σήμερα η χρήση τους είναι περιορισμένη.

α) Με την πυξίδα� XE "Πυξίδα" � οι γωνίες μετρώνται, όπως αναφέραμε παραπάνω, σε οριζόντιο επίπεδο και με αφετηρία από το βορρά. Έτσι αν θέλουμε την γωνία μεταξύ δύο ευθειών, δεν έχουμε παρά να σταθούμε στην κορυφή της γωνίας και να πάρουμε τις αναγνώσεις της πυξίδας� XE "Πυξίδα" � στις δύο θέσεις, τις οποίες αφαιρούμε και έχουμε την γωνία. Θα πρέπει να προσέξουμε να αφαιρούμε από την δεξιότερη ανάγνωση, σύμφωνα με τη φορά των δεικτών του ρολογιού, την αριστερότερη. Η πρώτη είναι και η μεγαλύτερη, εφόσον δεν έχουμε υπερβεί τον βορρά. Εφόσον μεταξύ των δύο θέσεων μεσολαβεί ο βορράς, τότε στην δεξιότερη γωνία προσθέτομε 400G ή 360ο.

β) Με το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � μετράμε το μέτρο των δίεδρων γωνιών, που σχηματίζονται από τα κατακόρυφα επίπεδα του τηλεσκοπίου στις δύο θέσεις σκόπευσης. Το κέντρο του οργάνου είναι η κορυφή της μετρούμενης γωνίας. Είναι φανερό ότι όλα τα σημεία στο χώρο που ανήκουν στα επίπεδα αυτά θα έχουν την ίδια γωνία με αυτά του άλλου επιπέδου της μετρούμενης γωνίας. Το μέτρο των γωνιών αυτών δίνεται επί του οριζοντίου δίσκου, που είναι και το οριζόντιο επίπεδο, που τέμνει κάθετα τα δύο κατακόρυφα επίπεδα. Οι γωνίες που μετράει το θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � αυξάνονται δεξιόστροφα. Συνήθως με το όργανο μετράμε περισσότερες της μίας γωνίες από μία σταθερή διεύθυνση. Αυτή συχνά είναι η προηγούμενη στάση, εφόσον υπάρχει. Βοηθάει να τοποθετείται στην κατεύθυνση, από την οποία μετράμε όλες τις γωνίες, η ένδειξη 0,0000G, που με ειδική στερέωση της ένδειξης μπορεί να τοποθετηθεί στην επιθυμητή διεύθυνση. Αυτό βοηθάει, δεδομένου ότι οι γωνίες στις άλλες θέσεις είναι οι αναγνώσεις που μας δίνει το όργανο. Στην πράξη όμως πολλές φορές μπορεί να μετρήσουμε, κυρίως για λόγους ταχύτητας, γωνίες με το 0,0000G σε οποιαδήποτε θέση. Έτσι οι γωνίες απορρέουν από την αφαίρεση από κάθε ένδειξη σημείου, της ένδειξης της σταθερής διεύθυνσης από την οποία μετράμε τις γωνίες. Εφόσον όμως η γωνία της ανάγνωσης του σημείου είναι μικρότερη από αυτή της σταθερής διεύθυνσης, τότε πρέπει στην ανάγνωση του σημείου να προσθέτουμε το 400G. Έτσι οι γωνίες που έχουμε είναι σαν να έχουν μετρηθεί με το 0,0000G στη σταθερή διεύθυνση. 

γ) Έμμεση μέτρηση γωνιών. Μία γωνία μπορεί να μετρηθεί έμμεσα, αρκεί να σχηματίσουμε ένα τρίγωνο παίρνοντας από την κορυφή της στις πλευρές της, δύο ευθύγραμμα τμήματα και κατασκευάζοντας έτσι ένα τρίγωνο. Εάν π.χ. η γωνία έχει κορυφή το Α και λάβουμε δύο τμήματα ΑΒ=γ και ΑΓ=β επί των πλευρών της και ακολούθως μετρήσουμε το τμήμα ΒΓ=α, τότε έχουμε τη σχέση:

α2=β2+γ2(2βγσυνΑ (1), όπου το + για Α αμβλεία και το - για Α οξεία. Από την σχέση (1) υπολογίζουμε το συνΑ και συνεπώς την Α, αφού έχουμε μετρήσει τις τρεις πλευρές. Είναι φανερό ότι μπορούμε να κατασκευάσουμε το τρίγωνο από τις τρεις πλευρές του και να έχουμε γραφικά την γωνία, την οποία μπορούμε και να μετρήσουμε.

Τοποθέτηση σημείων μετρημένων με πολικές συντεταγμένες� XE "Πολικές συντεταγμένες" � στη θέση τους στο σχέδιο με βαθμογνωμόνιο.

Σε ένα σχέδιο το οποίο αποδίδεται με την βοήθεια σημείων, τα οποία έχουν μετρηθεί με πολικές συντεταγμένες,� XE "Πολικές συντεταγμένες" � τα σημεία μπορεί να τοποθετηθούν στη θέση τους με τις γωνίες από τη σταθερή διεύθυνση, την οποία απεικονίζουμε στο χαρτί και την απόσταση τους από το σταθερό σημείο της στάσεως ή του πόλου (η διαδικασία αυτή καλείται ραπορτάρισμα). Οι γωνίες μπορεί να τοποθετηθούν είτε αφού έχουν μετρηθεί, είτε έχουν υπολογισθεί, έτσι ώστε να έχουν το 0,0000G στη σταθερή διεύθυνση. Αν έχουμε όπως είπαμε παραπάνω μία τυχαία ανάγνωση στην σταθερή διεύθυνση, μπορούμε να τοποθετήσουμε ένα βαθμογνωμόνιο, δηλαδή ένα κύκλο με το κέντρο του σημειωμένο, του οποίου η περιφέρεια είναι διαιρεμένη σε βαθμούς, έτσι ώστε να αντιστοιχεί στην θέση της σταθερής διεύθυνσης η συγκεκριμένη ανάγνωση, που πήραμε σ΄ αυτήν. Ένα ειδικό βαθμογνωμόνιο για την τοποθέτηση σημείων με τη μέθοδο των πολικών συντεταγμένων, αλλά με 0,0000G, στην σταθερή διεύθυνση είναι αυτό της εικ. 52. Σ΄ αυτό οι ενδείξεις των γωνιών αυξάνονται αριστερόστροφα, δηλαδή ανάποδα από ότι στο θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � και είναι μισό, οι δε αναγνώσεις του άλλου μισού τοποθετούνται έτσι που να έχουν διαφορά αυτές που βρίσκονται στην ίδια θέση 200G, δηλαδή σαν να έχει κοπεί το μισό και να έχει περιστραφεί κατά 200G και τοποθετηθεί επί του άλλου μισού. Το βαθμογνωμόνιο τοποθετείται με τη βοήθεια καρφίτσας, έτσι που το κέντρο του ημικυκλίου του να βρίσκεται σταθερά στον πόλο (ή στάση). Τοποθετούμε στην θέση της σταθερής διεύθυνσης την ένδειξη κάθε σημείου και επί της ακτίνας του βαθμογνωμόνιου μετράμε την απόσταση. Λόγω της ειδικής στροφής, που έχει γίνει και της ενσωμάτωσης των δύο ημικυκλίων, η απόσταση για γωνίες 0G-200G λαμβάνεται στην δεξιά ακτίνα, ενώ για 200G-400G στην αριστερή. Η διάμετρος του ημικυκλίου για το σκοπό αυτό φέρει συμμετρικές διαιρέσεις με 0,0 στο κέντρο του κύκλου.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Χρήση αλφαδιού και νήματος της στάθμης.

Μέτρηση Οριζόντιας απόστασης� XE "Απόσταση" �.

Μέτρηση διαστάσεων μικρών, απλού σχήματος, αντικειμένων και σύνταξη σκαριφήματος.

Πύκνωση ευθυγραμμίας� XE "Πύκνωση ευθυγραμμίας" �, που ορίζεται από δύο σημεία αμοιβαία ορατά.

Πύκνωση μίας ευθυγραμμίας, που ορίζεται από δύο σημεία, τα οποία δεν είναι αμοιβαία ορατά.

Γεωμετρική κατασκευή τριγώνου από επί μέρους στοιχεία του.

Αποτύπωση ενός τριγώνου.

Χάραξη μίας καθέτου σε μία ευθεία οριζόμενη από δύο σημεία (Α,Β) α). Από σημείο που βρίσκεται επί της ως άνω ευθείας (Α-Β). β) Από σημείο που βρίσκεται εκτός της ευθείας. Η εργασία να γίνει:

Ι Στο χαρτί

ΙΙ. Στο έδαφος.

Διαίρεση πολυγωνικού σχήματος (6γώνου) σε επιμέρους τρίγωνα.

Ι. Στο χαρτί και αντιγραφή του σχήματος, μετά από μέτρηση των ευθυγράμμων τμημάτων. Να βρεθεί το εμβαδόν του.

ΙΙ. Στο έδαφος και απόδοσή του σχήματος, μετά από μέτρηση των στοιχείων.

Απόδοση πολυγωνικού σχήματος (6γώνου) με την μέθοδο των προβολών των κορυφών του.

Ι. Στο χαρτί και αντιγραφή του σχήματος, μετά από μέτρηση των ευθυγράμμων τμημάτων. Να βρεθεί το εμβαδόν του.

ΙΙ. Στο έδαφος και απόδοσή του σχήματος, μετά από μέτρηση των στοιχείων.

Μέτρηση στοιχείων σημείων με θεοδόλιχο� XE "Θεοδόλιχο" � και ραπορτάρισμά τους με βαθμογνωμόνιο

Προσδιορισμός του ύψους των παραπάνω σημείων και αναγραφή τους στο σχέδιο.

� Έχουν δοθεί κατά καιρούς πολλά στοιχεία, για την περισσότερο προσεγγιστική μορφή και μέγεθος του ελλειψοειδούς της γη� XE "γη" �ς. Ένα τελευταίο (1980) γνωστό με τα αρχικά GRS δίνει μεγάλο ημιάξονα ελλειψοειδούς α=6.378.137 μ. και επιπλάτυνση, δηλαδή ο λόγος της διαφοράς αξόνων προς τον μεγάλο άξονα της έλλειψης είναι f=1/298,25722.

� Η επιφάνεια του νερού παρουσιάζει διακυμάνσεις ημερήσιες μέχρι 10 μ. μηνιαία οι μέσες διακυμάνσεις δεν υπερβαίνουν μερικά δέκατα του μέτρου, ενώ ετήσια οι μέσοι όροι είναι σταθεροί και κυμαίνονται σε μερικά εκατοστά μετά πάροδο δεκαετιών. 

� Επειδή η Ε2 περνάει κοντά από το Σ2 είναι εύκολο να μετρηθεί η κάθετη απόσταση αυτή προκύπτει και ως η μικρότερη ανάγνωση απόστασης� XE "Απόσταση" � αν η μετροταινία κρατιέται σταθερά στο Ε2 και η ταινία κινείται παρακολουθώντας τις αναγνώσεις της επάνω στην Ε2. Ως γνωστόν η κάθετος είναι μικρότερη απόσταση που ορίζεται από σημείο Σ2 και κάθε σημείο της Ε2.

� Στην εικ.37α ισχύουν τα εξής: Η προσπίπτουσα ακτίνα πΔ ανακλάται στο Α, έτσι ώστε οι προσπίπτουσα και ανακλώμενη γωνία να είναι ίσες (α), ως προς την κάθετο. Επίσης ξανανακλάται στο σημείο Β, έτσι ώστε να σχηματίζει εκατέρωθεν της καθέτου γωνίες β ίσες. Τότε ισχύουν προκειμένου η Δα και Δπ να είναι κάθετες (αΔπ=90ο), οι εξής σχέσεις: Από το τρίγωνο ΔΑΒ ( 2α+2β+Δ=2 ορθ =180ο, ή 2(α+β)=180ο-90ο ή 2(α+β)=90ο ή α+β=45ο (1). Επίσης από τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε: α+β+Γ=180ο ή α+β=180ο-Γ (2) και από το τετράπλευρο ΟΒΓΑ επειδή ΟΒΓ=90ο και ΟΑΓ=90ο έπεται ότι Κ1ΟΚ2+Γ=180ο  ή Κ1ΟΚ2=180ο-Γ (3) (σύνολο γωνιών τετραπλεύρου 4 ορθές ή 360ο) (2) και (3) και (1) ( Κ1ΟΚ2=α+β=45ο.

� Στην εικ. 38 βλέπουμε ότι όταν το σημείο Ο βρίσκεται επί της ευθείας ΑΒ τότε έχουμε από Α προσπίπτουσα γωνία την α και ανακλώμενη την α με κατεύθυνση προς Α΄ και αντίστοιχα από Β προσπίπτουσα γωνία την β και ανακλώμενη την β με κατεύθυνση προς Β΄. Επειδή όμως η Ε1ΟΒ=ΑΟΕ1=α, ως κατά κορυφήν και α+β=90ο, ως κατά κορυφήν και α+β=Ε1ΟΕ2=90ο, ως εκ της κατασκευής του οργάνου, οπότε 2α+2β=180ο, Το γεγονός αυτό σημαίνει, ότι ανεξάρτητα από την γωνία στροφής των κατόπτρων του ορθογώνου� XE "Ορθόγωνο" � σε σχέση με την ευθυγραμμία, αν δούμε τα δύο είδωλα σε σύμπτωση, τότε το Ο βρίσκεται επί της ευθυγραμμίας.

� Στην εικ.40β, όπου σημειώνονται όλες οι εντός εκτός και εναλλάξ ίσες γωνίες, καθώς και οι προσπίπτουσες και ανακλώμενες με τα ίδια γράμματα έχουμε τις εξής σχέσεις. Αν φέρουμε την κάθετο ΖΚ στην ΓΔ η γωνία ΚΖΔ=45ο. Άρα από το τρίγωνο ΖΔΚ έχουμε: ψ+φ΄=45ο ή φ΄=45ο-ψ (1). Επίσης από το τετράπλευρο ΘΛΗΔ έχουμε λ=180ο-45ο (2) και από το τρίγωνο ΘΛΗ έχουμε ω΄+ψ+λ=180ο και λόγω της (2) ω΄+ψ+180 ο-45ο=180ο ή ω΄+ψ=45ο ή ω΄=45ο-ψ (3). Από τις (1) και (3) ( ω΄=φ΄ (4), επειδή ο δείκτης διαθλάσεως είναι ίδιος η (4) συνεπάγεται ω=φ, δηλαδή η γωνία της προσπίπτουσας με την κάθετο στην μία κάθετη έδρα ισούται με την γωνία της εξερχόμενης με την άλλη κάθετη έδρα, επειδή οι γωνίες αυτές είναι ίσες και έχουν το ένα ζευγάρι των πλευρών τους καθέτους θα έχουν και το άλλο. Συνεπώς οι ΑΕ και ΜΘ θα είναι κάθετες μεταξύ τους, δηλαδή η προσπίπτουσα ακτίνα και η εξερχόμενη σχηματίζουν ορθή γωνία.

� Στην εικ. 42 έχουμε από το τρίγωνο ΚΝΘ ότι: κ+θ+ω=180ο (1) από το τετράπλευρο ΚΝΘΖ όμως ω=180-45ο  (2) (οι γωνίες Ζ=45ο και ω έχουν τις πλευρές καθέτους και η μία είναι οξεία και η άλλη αμβλεία άρα παραπληρωματικές) (1) και (2) ( κ+θ=45ο και 2(κ+θ)=90ο άρα στο τρίγωνο ΟΚΘ η γωνία φ=180-2(κ+θ)=180ο-90ο=90ο. 

� Η δύναμη 1/2 ισούται με την τετραγωνική ρίζα δηλαδή α1/2=((α.

� Κυρτό λέγεται ένα πολύγωνο αν καμία πλευρά του προεκτεινόμενη δεν το τέμνει και μη κυρτό αν έστω και μία το τέμνει, όπως π.χ. συμβαίνει στα πολύγωνα των εικ.32, 45, τα οποία είναι μη κυρτά 






