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ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΚΤΟ

ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ – ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ
6.1 Γενικά.

6.2 Διάγραμμα διασποράς.

6.3 Γραμμική παλινδρόμηση.

6.4 Συντελεστής συσχέτισης.

6.5 Η σημασία της παλινδρόμησης και της συσχέτισης στη σύγχρονη επιχείρηση.

6.6 Εφαρμογές στις επιχειρήσεις.

[image: image1.wmf]@


Για την ιστορία …
· «Σπάνια πλέον πληροφορούμαι οτιδήποτε τόσο έξυπνο, ώστε να εντυπωσιάσει τη φαντασία, όπως η υπέροχη μορφή της κοσμικής τάξης που εκφράζεται με το “Νόμο της Συχνότητας Σφάλματος”. Ο Νόμος θα είχε προσωποποιηθεί από τους Έλληνες και λατρευτεί σαν Θεός, εάν τον εγνώριζαν» Sir Francis Galton (1822-1911). 
· Η μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων δημοσιεύτηκε ολοκληρωμένη για πρώτη φορά το 1806, σε μια εργασία του Γάλλου Legendre Adrien – Marie (1752-1833) με τον τίτλο “Nouvelles methodes pour la determination des orbites comètes”. Νωρίτερα από τον Legendre, ο Gauss, σε ηλικία μόλις 17 ετών, είχε καταλήξει στη διατύπωση των ελαχίστων τετραγώνων, αλλά δεν προέβαλλε αυτό το εύρημά του, προφανώς επειδή δεν το θεώρησε ως κάτι το πολύ σημαντικό.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΚΤΟ

ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ* – ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ
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6.1  Γενικά.
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Στα προηγούμενα κεφάλαια μελετήσαμε σε κάθε πληθυσμό ένα χαρακτηριστικό του. Εξετάσαμε για παράδειγμα. τις πωλήσεις ενός κλάδου επιχειρήσεων, τους μισθούς των υπαλλήλων μιας επιχείρησης, καθώς και τη βαθμολογία των μαθητών μιας τάξης ή το ύψος τους κ.τ.λ. Σε κάθε περίπτωση κατασκευάσαμε τον πίνακα και το διάγραμμα συχνοτήτων. Τέτοιες κατανομές, που προκύπτουν από την εξέταση ενός πληθυσμού ως προς μια μόνο μεταβλητή  ή ιδιότητα, ονομάζονται μονοπαραμετρικές κατανομές.

Συχνά όμως οι τιμές  μιας μεταβλητής, για παράδειγμα, πωλήσεις ενός προϊόντος, επηρεάζονται άμεσα από τις τιμές μιας άλλης μεταβλητής, όπως από τις διαφημιστικές δαπάνες ή από το βαθμό ζήτησης ενός αγαθού, κ.ο.κ Κατά συνέπεια, είναι αναγκαία η ταυτόχρονη μελέτη δύο ή και περισσότερων μεταβλητών, με σκοπό να αναζητήσουμε μια σχέση, που να περιγράφει, όσο το δυνατό καλύτερα, την εξάρτηση που υπάρχει μεταξύ τους. Οι κατανομές που προκύπτουν από τη μελέτη ενός πληθυσμού ως προς δύο μεταβλητές ονομάζονται διπαραμετρικές.

Είναι γνωστό ότι σε πολλούς κλάδους των Μαθηματικών η σχέση που υπάρχει μεταξύ των μεταβλητών είναι τέτοια, ώστε, αν γνωρίζουμε τη μεταβολή της μιας μεταβλητής, μπορούμε να προβλέψουμε ακριβώς τη μεταβολή και της άλλης. Για παράδειγμα, αν διπλασιαστεί το μήκος της πλευράς ενός τετραγώνου γνωρίζουμε ότι θα τετραπλασιασθεί το εμβαδόν του. Στην οικονομία όμως συνήθως αυτό δεν ισχύει, δηλαδή δεν μπορούμε να ισχυρισθούμε ότι, αν αυξηθούν οι διαφημιστικές δαπάνες μιας επιχείρησης, ανάλογα θα αυξηθούν και τα έσοδά της.
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 *Ο όρος παλινδρόμηση (regression) χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά το 1877 από τον Άγγλο Sir Francis Galton (1822-1911), ο οποίος μελετώντας τη σχέση μεταξύ των αναστημάτων των γονέων και των αναστημάτων των παιδιών τους, παρατήρησε ένα είδος επαναφοράς (παλινδρόμησης) των αναστημάτων των παιδιών στα αναστήματα των γονέων τους.

Στο κεφάλαιο αυτό λοιπόν, θα αναζητήσουμε μια σχέση εξάρτησης μεταξύ της μεταβλητής Χ, την οποία θεωρούμε ανεξάρτητη και συνηθίζεται να λέγεται ερμηνευτική, και της μεταβλητής Υ, την οποία θεωρούμε εξαρτημένη από την Χ. Θα προσπαθήσουμε να εκτιμήσουμε τις τιμές της μεταβλητής Υ με βάση τις τιμές της μεταβλητής Χ. Επίσης θα μελετήσουμε το πώς μπορεί να μετρηθεί o βαθμός εξάρτησης, που  τυχόν υπάρχει, μεταξύ των δύο μεταβλητών.
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6.2   Διάγραμμα διασποράς.
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Ένας απλός τρόπος για να μελετήσουμε από κοινού τις δύο μεταβλητές είναι να κατασκευάσουμε το λεγόμενο διάγραμμα διασποράς, του οποίου η κατασκευή είναι πολύ απλή.

Θεωρούμε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων, όπου στον οριζόντιο άξονα τοποθετούνται  οι τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής X και στον κάθετο οι τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής Y. Αφού πρόκειται για την ταυτόχρονη μελέτη δύο μεταβλητών Χ και Υ οι παρατηρήσεις μας θα προσδιορίζονται από τα ζεύγη τιμών:
(x1, y1), (x2, y2), … , (xν, yν)

και γνωρίζουμε ότι σε κάθε ζεύγος αντιστοιχεί ένα σημείο του επιπέδου με τετμημένη xi και τεταγμένη yi.


Όπως βλέπουμε στο διάγραμμα 6.1, οι παρατηρήσεις μας σχηματίζουν ένα πλήθος σημείων, που λέγεται νέφος σημείων ή διάγραμμα διασποράς ή στικτό διάγραμμα (scatter diagram).
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 (Σχ.6.1)

Τίθεται λοιπόν το ερώτημα, αν θα μπορούσε να χαραχθεί στα διαγράμματα διασποράς μια ευθεία ή καμπύλη γραμμή, ανάλογα με την περίπτωση, η οποία να αναπαριστά (να περιγράφει), όσο το δυνατόν καλύτερα, τη σχέση που υπάρχει μεταξύ των δύο μεταβλητών.


Θα αναζητήσουμε την απάντηση στο ερώτημα αυτό μέσα από μερικά παραδείγματα.

Παράδειγμα 6. 1: Ο παρακάτω πίνακας δίνει τα ύψη και τα αντίστοιχα βάρη 10 μαθητών:

Πίνακας 6.1
Μαθητής
1ος
2ος
3ος
4ος
5ος
6ος
7ος
8ος
9ος
10ος

Χ: ύψος

(m)
1.52
1.58
1.62
1.65
1.70
1.72
1.75
1.76
1.80
1.81

Y:βάρος

(kp)
56
60
65
60
74
76
74
77
79
79

Από μια απλή παρατήρηση βλέπουμε ότι πρέπει να υπάρχει κάποια σχέση μεταξύ των δύο μεταβλητών ύψος και βάρος. Έτσι φαίνεται ότι ο ψηλότερος μαθητής είναι και βαρύτερος. Παρατηρούμε όμως, ότι από αυτή τη γενική διαπίστωση, ο 4ος και ο 7ος μαθητής αποτελούν εξαίρεση. Σε ορθογώνιο σύστημα αξόνων δίνουμε και το διάγραμμα των παρατηρήσεών μας. Το διάγραμμα αυτό το ονομάζουμε διάγραμμα διασποράς.

[image: image209.jpg]



(Σχ. 6.2)
Παράδειγμα 6.2:

Αν δ  είναι το μήκος της διαμέτρου ενός κύκλου και L το αντίστοιχο μήκος του κύκλου, τότε έχουμε τον επόμενο πίνακα και το αντίστοιχο διάγραμμα διασποράς.
Πίνακας 6.2

δ σε cm.
1
2
3
4
5

L σε cm.
3,14
6,28
9,42
12,56
15,70


Έτσι η σχέση μεταξύ του μήκους της διαμέτρου και του αντίστοιχου μήκους του κύκλου εκφράζεται:
α) Αριθμητικά στον παραπάνω πίνακα, 
β) γραφικά από μια ευθεία γραμμή (αφού η δ θεωρητικά μπορεί να πάρει κάθε θετική τιμή) και 
γ) αλγεβρικά από το γνωστό μας τύπο: L = 2πρ = π ( δ,  όπου π 
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3,14.
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(Σχ.6.3)

Παράδειγμα 6.3:

Ο  πίνακας 6.3 και το αντίστοιχο διάγραμμα δείχνουν τη σχέση μεταξύ της ηλικίας ενός δικύκλου και της αντίστοιχης αξίας του.

Πίνακας 6.3

Ηλικία

( έτη)
0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5
5
5,5
6

Αξία

(χιλ)
1000
900
800
700
600
550
500
500
450
450
400
350
300
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(Σχ.6.4)

Παράδειγμα 6.4:

Για τους 10 μαθητές του πρώτου παραδείγματος ενδιαφερθήκαμε να δούμε, αν υπάρχει σχέση μεταξύ του ύψους τους και της επίδοσής τους στα μαθηματικά. Ο  πίνακας 6.4 και το αντίστοιχο διάγραμμα διασποράς μας βοηθούν σ’ αυτό.

Πίνακας 6.4

Μαθητής
1ος
2ος
3ος
4ος
5ος
6ος
7ος
8ος
9ος
10ος

Χ: ύψος
1,52
1,58
1,62
1,65
1,70
1,72
1,75
1,76
1,80
1,81

Υ: βαθμός
19
11
14
18
19
10
10
13
9
16
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(Σχ.6.5)

Όσο και να παρατηρήσουμε τον πίνακα και το διάγραμμα δεν είναι δυνατό να καταλήξουμε σε συμπέρασμα ως προς τη σχέση ύψους και επίδοσης στα μαθηματικά. Στο διάγραμμα παρατηρούμε ότι η διασπορά των σημείων είναι τέτοια, που δε μας θυμίζει καμία γνωστή μας καμπύλη.


Στα προηγούμενα τέσσερα παραδείγματα παρατηρούμε τα εξής:


Στο πρώτο παράδειγμα τα σημεία (x, y) του διαγράμματος διασποράς φαίνεται να βρίσκονται κοντά σε μια ευθεία γραμμή, η οποία και περιέχει μερικά από αυτά. Στο δεύτερο όλα τα σημεία βρίσκονται πάνω στην ευθεία που έχει εξίσωση: L = π • δ. Στο τρίτο τα σημεία φαίνεται να βρίσκονται κοντά σε μια ευθεία, αλλά μπορεί κάποιος να πει ότι είναι κοντά σε κάποια καμπύλη από τις γνωστές μας υπερβολές y = 
[image: image2.wmf]x
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0, ενώ στο τέταρτο η διασπορά δε μας θυμίζει καμία γνωστή γραμμή.
Έτσι στις τρεις περιπτώσεις διαπιστώνουμε κάποια σχέση (συμμεταβολή ή συγγένεια) μεταξύ των δύο μεταβλητών Χ και Υ. Στην 4η περίπτωση δεν παρατηρούμε  καμία σχέση μεταξύ τους.
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6.3 Γραμμική παλινδρόμηση.
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Είναι φανερό από τα παραδείγματα που αναφέραμε στην προηγούμενη παράγραφο ότι μια προσεγγιστικά «ευθύγραμμη» μορφή νέφους των σημείων του διαγράμματος διασποράς δύο μεταβλητών Χ και Υ, μας οδηγεί στην αναζήτηση μιας ευθείας y = α + βx που να δίνει την καλύτερη δυνατή περιγραφή της σχέσης που υπάρχει μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ. 
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Ας παρατηρήσουμε το διάγραμμα διασποράς (Σχ.6.6 ):
(Σχ.6.6)

Βλέπουμε ότι είναι πολύ πιθανόν δύο μελετητές με το «μάτι» να φέρουν δύο ευθείες. Το ερώτημα που τίθεται όμως είναι «ποια είναι εκείνη η ευθεία που προσεγγίζει καλύτερα τα σημεία του διαγράμματος διασποράς, δηλαδή τις εικόνες των ζευγών (xi,yi)».


Σήμερα η μέθοδος που χρησιμοποιείται σχεδόν αποκλειστικά για τον προσδιορισμό της ευθείας, που περνά όσο το δυνατόν πιο κοντά από τα σημεία των παρατηρήσεών μας – δηλαδή της ευθείας παλινδρόμησης – είναι γνωστή ως μέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων (method of least squares).

Έστω ότι η εξίσωση της γραμμής είναι η ευθεία y = α + βx. Κατασκευάζουμε το διάγραμμα διασποράς των σημείων Αi (xi, yi), όπου i = 1, 2, 3, …, ν (Σχ. 6.7).

(Σχ. 6.7)

Η ευθεία παλινδρόμησης θα είναι η ευθεία, για την οποία το άθροισμα των τετραγώνων των διαφορών των προβλεπόμενων τιμών (
[image: image4.wmf]i
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) της Υ από τις αντίστοιχες πραγματικές τιμές (yi) γίνεται ελάχιστο.

Από το παραπάνω διάγραμμα  παρατηρούμε  ότι  για το σημείο   Α1 (x1, y1)   που  δεν ανήκει στην ευθεία (ε)  θα ισχύει :
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ενώ για το σημείο Α5 (x5, y5 ) που βρίσκεται στην ευθεία (ε) θα ισχύει: 
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Παρατηρούμε επίσης ότι η τετμημένη του Βi  συμπίπτει με την τετμημένη του Αi  , ενώ η τεταγμένη του Βi  είναι 
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 γιατί το Βi  ανήκει στην (ε):

y = α + βx 
Οι διαφορές 
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 συμβολίζονται διεθνώς με το ελληνικό γράμμα εi, όταν αναφερόμαστε στη μελέτη πληθυσμού και με e i, όταν εξετάζουμε δείγματα.

Η ευθεία για την οποία το άθροισμα:

Σ
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Δηλ. 
Σ = 
[image: image10.wmf]...

)

ˆ

(

)

ˆ

(

)

ˆ

(

2

3

3

2

2

2

2

1

1

+

-

+

-

+

-

y

y

y

y

y

y


         ή  
[image: image11.wmf]...

)

(

)

(

)

(

2

3

3

2

2

2

2

1

1

+

-

+

+

-

+

+

-

+

=

S

y

x

a

y

x

a

y

x

b

b

b

a


γίνεται ελάχιστο( ορίζεται ως ευθεία παλινδρόμησης και περιγράφεται από την εξίσωση:
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Μπορούμε να υπολογίσουμε τις παραμέτρους 
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 της ευθείας, έτσι ώστε το Σ
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 να γίνεται ελάχιστο λύνοντας το σύστημα των κανονικών εξισώσεων (normal equations):
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                                                       (6.1)

Όπου Σy =
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σύνολο των πραγματικών τιμών της Υ, δηλαδή το πλήθος των ζευγών των παρατηρήσεών μας.

[image: image217.png]



(Λαμβάνουμε το άθροισμα  
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Η πλήρης και ακριβής διατύπωση της εξίσωσης που αντιπροσωπεύει το μοντέλο γραμμικής παλινδρόμησης είναι  
[image: image24.wmf]e

b

+

+

=

x

a

y

, όπου ε είναι ο όρος τυχαίο σφάλμα (random error term).

Από την πρώτη εξίσωση  των κανονικών εξισώσεων προκύπτει ότι:
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και 

από τη λύση του συστήματος των κανονικών εξισώσεων προκύπτει η παράμετρος 
[image: image27.wmf]b

ˆ

:

[image: image219.png]Adia EMICTPOP WY

©® o N

o N A o

Fy
*
*
+—&
*
<
* o
*
T
0 50 100

MwARGEIC EUTTOPEVNATW V(BEKADES
EKATOUMUpPiW V)

@ Zelpdl





                                                   (6.2)

ή διαιρώντας αριθμητή και παρονομαστή με το πλήθος των παρατηρήσεων στο τετράγωνο έχουμε ότι:
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]2
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 απ’ όπου προκύπτει ένας εύχρηστος   τύπος υπολογισμού της παραμέτρου 
[image: image30.wmf]b
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:
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(6.3)

Οι αριθμοί 
[image: image31.wmf]a
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 και 
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 ονομάζονται εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων

Παρατηρούμε ότι η ευθεία παλινδρόμησης 
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. Έτσι μπορούμε να γράψουμε την εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης στην μορφή: 
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όπου ω η γωνία κλίσης της ευθείας.


Η παράμετρος 
[image: image38.wmf]b
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, γνωστή ως συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας ή γωνιακός συντελεστής της ευθείας παλινδρόμησης ή απλά συντελεστής παλινδρόμησης 
[image: image39.wmf]b
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, προσδιορίζει την μεταβολή της εξαρτημένης μεταβλητής Υ, όταν η ερμηνευτική μεταβλητή Χ μεταβληθεί κατά μια μονάδα. 


Αν 
[image: image40.wmf]b
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> 0, τότε οι τιμές της Υ αυξάνονται, όταν αυξάνονται αντίστοιχα οι τιμές της ερμηνευτικής μεταβλητής Χ.


Αν 
[image: image41.wmf]b
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< 0, τότε οι τιμές της Υ μειώνονται, όταν αυξάνονται αντίστοιχα οι τιμές της ερμηνευτικής μεταβλητής Χ.
Παράδειγμα 6.5:

Το αεροδρόμιο μιας επαρχίας μπορεί να εξυπηρετεί ικανοποιητικά ορισμένο αριθμό δρομολογίων (έστω zο ) την ημέρα. Τους θερινούς μήνες όμως, εξαιτίας της αυξημένης τουριστικής κίνησης, παρατηρούνται καθυστερήσεις στα δρομολόγια των αεροσκαφών. Η διοίκηση του αεροδρομίου έδωσε εντολή να καταγραφούν οι χρόνοι καθυστέρησης (yi) των πτήσεων καθώς και ο επιπλέον του zο αριθμός δρομολογίων (xi) σε διάρκεια 24 ωρών. Ο πίνακας 6.5 παρουσιάζει τα (υποθετικά) στοιχεία της έρευνας αυτής.


Να προσδιορίσετε την εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης της εξαρτημένης μεταβλητής Υ (χρόνος καθυστέρησης σε λεπτά) ως προς την ερμηνευτική μεταβλητή Χ (αριθμός επιπλέον πτήσεων) και να ερμηνευθούν οι παράμετροι 
[image: image42.wmf]a
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 και 
[image: image43.wmf]b
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 της ευθείας παλινδρόμησης.
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(Υποθετικά δεδομένα)

Λύση

Κατασκευάζουμε τον πίνακα (6.6):
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Άρα 
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 Θα μπορούσαμε επίσης να υπολογίσουμε τις παραμέτρους 
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  Υπολογίζουμε:                
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 επομένως , όπως και πριν 
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· Ερμηνεία των 
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Από την εξίσωση της 
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 προκύπτει ότι, όταν x = 0, τότε 
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Ως γνωστό το σημείο Β (0,1) βρίσκεται στον άξονα Υ και είναι το σημείο τομής της ευθείας παλινδρόμησης με τον άξονα Υ. Η τιμή 
[image: image73.wmf]a
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 παριστά την προβλεπόμενη τιμή της μεταβλητής Υ, όταν η τιμή της Χ είναι x = 0.

Στο συγκεκριμένο παράδειγμα η τιμή 
[image: image74.wmf]2
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 σημαίνει ότι η εξάρτηση των μεταβλητών είναι θετική, δηλαδή, όταν αυξάνεται η τιμή της Χ κατά μια μονάδα (ένα επιπλέον δρομολόγιο), η τιμή της μεταβλητής Υ αυξάνεται κατά δύο μονάδες (δύο λεπτά).

Πράγματι για  x = 1
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   και  για   x = 2  
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Δηλαδή, όταν ο αριθμός των δρομολογίων ξεπερνά την τιμή εύρυθμης λειτουργίας του αεροδρομίου κατά μια μονάδα (x = 1), τότε ο χρόνος καθυστέρησης των πτήσεων αυξάνεται κατά δύο λεπτά (β = 2). Η μη μηδενική τιμή της παραμέτρου 
[image: image77.wmf]α
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, σημαίνει ότι, όταν το αεροδρόμιο λειτουργεί σε κανονικές συνθήκες , οπότε ο αριθμός των επιπλέον δρομολογίων είναι μηδέν (x = 0), τότε πάλι έχουμε καθυστέρηση ενός λεπτού 
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. Αυτό σημαίνει ότι, λόγω της μη καλής οργάνωσης και διοίκησης του αεροδρομίου, δεν υπάρχει πλήρης εκμετάλλευση των δυνατοτήτων του, ώστε να αποφεύγεται η καθυστέρηση του ενός λεπτού, όταν ο αερολιμένας λειτουργεί κανονικά. (Υπενθύμιση: τα δεδομένα ήταν υποθετικά).

Αξίζει να σημειωθεί ότι εκτός από την ταυτόχρονη μελέτη δύο μεταβλητών, η οποία αποτελεί την περίπτωση της απλής παλινδρόμησης, έχουμε και την περίπτωση της πολλαπλής παλινδρόμησης (multiple regression), όπου μελετώνται συγχρόνως περισσότερες από δύο μεταβλητές.
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6.4 Συντελεστής συσχέτισης.



Ας ξαναδούμε τα δεδομένα του παραδείγματος (6.5), δηλαδή το χρόνο καθυστέρησης των πτήσεων (yi) και τον αριθμό των επιπλέον δρομολογίων (xi). Στο νέφος αυτών των σημείων (xi yi) προσαρμόσαμε την ευθεία παλινδρόμησης

                                                              y = 2x +1.


Η ίδια έρευνα λόγω της υπεραυξημένης εναέριας κυκλοφορίας επαναλήφθηκε και τον επόμενο μήνα. Τα αποτελέσματα περιέχονται στον πίνακα που ακολουθεί:

Πίνακας 6.7

Αριθμός επιπλέον δρομολογίων
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Χρόνος καθυστέρησης
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26,25








(Υποθετικά δεδομένα)


Θα προσδιορίσουμε και πάλι την εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης της Y επάνω στη X και θα χαράξουμε τις αντίστοιχες ευθείες παλινδρόμησης των δεδομένων των δύο συνόλων.


Συμπληρώνουμε τον πίνακα (6.7) για να βρούμε τις τιμές των 
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Πίνακας 6.8
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Το ζεύγος (7, -2,25), που φαίνεται στον πίνακα, δηλώνει ότι 7 αεροπλάνα της 6ης χρονικής ζώνης (προφανώς της πλέον ήρεμης, για παράδειγμα, νυχτερινής ή μεταμεσονύκτιας χρονικής ζώνης) προσγειώθηκαν κατά 2,25 λεπτά νωρίτερα από την καθορισμένη ώρα άφιξης.


Από τους τύπους υπολογισμού του 
[image: image86.wmf]b
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, επιλέγουμε εκείνον που είναι πιο εύχρηστος σύμφωνα με τις τιμές των δεδομένων που έχουμε. Άρα:
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όπως έχουμε ήδη αναφέρει στην προηγούμενη παράγραφο 
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άρα υπολογίζουμε: 
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Άρα η εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης είναι y = 2x + 1.


Παρατηρούμε ότι για δύο διαφορετικά σύνολα δεδομένων - πίνακας 6.5 και πίνακας 6.7 - η ευθεία που περιγράφει καλύτερα την σχέση μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ είναι η y = 2x + 1. Κατασκευάζουμε λοιπόν τα διαγράμματα διασποράς για τα δύο σύνολα ζευγών των παρατηρήσεών μας, με σκοπό να αντλήσουμε περισσότερες πληροφορίες για τη σχέση μεταξύ των δύο μεταβλητών.

                                  Αριθμός    επιπλέον    πτήσεων

(Σχ.6.8)
Είναι φανερό από το διάγραμμα ότι στην πρώτη περίπτωση οι συντεταγμένες των σημείων (xi, yi) είναι σημεία της ευθείας y = 2x +1, ενώ στη δεύτερη περίπτωση  τα  περισσότερα  σημεία  βρίσκονται  γύρω  από  την  ευθεία 

y = 2x + 1.

Σύμφωνα με αυτά καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι πρέπει να αναζητήσουμε ένα μέτρο που να μας δείχνει πόσο ισχυρή είναι η συγγένεια ή η συμμεταβολή μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ.


Αυτή η σχέση μεταξύ των δύο μεταβλητών ονομάζεται συσχέτιση (correlation). Ο βαθμός γραμμικής συσχέτισης μετριέται από ένα καθαρό αριθμό που ονομάζεται συντελεστής συσχέτισης* (correlation coefficient) και συμβολίζεται με  r. 


Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης δίνεται από τον  τύπο:


(6.4)

     
*Ο συντελεστής συσχέτισης ονομάζεται και συντελεστής Pearson.

 Ο συντελεστής συσχέτισης  r  μεταβάλλεται από –1 έως 1 

δηλαδή, -1 (r (1
και έχει τις εξής ιδιότητες:
· Το πρόσημό του φανερώνει, αν η συσχέτιση είναι θετική ή αρνητική και  είναι το ίδιο με του συντελεστή παλινδρόμησης 
[image: image92.wmf]b

ˆ

. Οι δύο μεταβλητές Χ και Υ θα λέμε ότι είναι θετικά συσχετισμένες, όταν η αύξηση των τιμών της μιας έχει ως συνέπεια και την αύξηση των τιμών της άλλης, ενώ θα λέμε ότι είναι αρνητικά συσχετισμένες, όταν η αύξηση των τιμών της μιας έχει συνέπεια τη μείωση των τιμών της άλλης.

· Το μέτρο του φανερώνει πόσο ισχυρά συσχετισμένες είναι οι μεταβλητές. 

      Ισχυρή συσχέτιση εμφανίζουν οι μεταβλητές, όταν ο συντελεστής συσχέτισης     

      πλησιάζει τις τιμές + 1 ή – 1.

Αν r = 1, τότε έχουμε τέλεια θετική συσχέτιση. Όλες οι παρατηρήσεις βρίσκονται επάνω στην ευθεία παλινδρόμησης, η οποία έχει θετική κλίση (β>0)

Αν r = -1, τότε έχουμε τέλεια αρνητική συσχέτιση. Όλες οι παρατηρήσεις βρίσκονται επάνω στην ευθεία παλινδρόμησης, η οποία έχει αρνητική κλίση (β<0).

Αν r = 0, τότε οι μεταβλητές δεν εμφανίζουν γραμμική συσχέτιση και λέμε ότι οι μεταβλητές είναι γραμμικά ασυσχέτιστες.

Αναλυτικότερα επισημαίνουμε τα εξής:

α) Όταν 0,8
[image: image93.wmf]£

r <1 ή –1 < r ( -0,8 λέμε ότι έχουμε πολύ ισχυρή συσχέτιση.

β) Όταν 0,7 
[image: image94.wmf]£

r < 0,8 ή  -0,8< r ( -0,7  λέμε ότι έχουμε ισχυρή συσχέτιση.

γ) Όταν 0,5
[image: image95.wmf]r

£

< 0,7 ή  -0,7< r ( -0,5  λέμε ότι έχουμε μέση συσχέτιση.

δ) Όταν 0,3
[image: image96.wmf]r

£

< 0,5 ή –0,5< r ( -0,3 λέμε ότι έχουμε ασθενή συσχέτιση.

ε) Όταν –0,3
[image: image97.wmf]r

£

<0,3 λέμε ότι δεν έχουμε συσχέτιση και

στ) Όταν r = (1 λέμε ότι έχουμε τέλεια συσχέτιση.

Στο παράδειγμα 6.5 ο συντελεστής συσχέτισης είναι ίσος με :

r = 
[image: image98.wmf]1
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δηλαδή οι μεταβλητές Χ και Υ έχουν τέλεια θετική συσχέτιση, 
άρα όλα τα σημεία με συντεταγμένες (xi, yi) βρίσκονται πάνω στην ευθεία παλινδρόμησης  y = 2x + 1, όπως φαίνεται και στο διάγραμμα διασποράς. 

Για το δεύτερο σύνολο ζευγών  του πίνακα 6.7 ο συντελεστής συσχέτισης είναι:

r
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Άρα τα δεδομένα μας εμφανίζουν μέση συσχέτιση.


6.5 Η σημασία της παλινδρόμησης και της συσχέτισης στη σύγχρονη επιχείρηση.


Η παλινδρόμηση και η συσχέτιση είναι δύο πολύ χρήσιμες μέθοδοι για τη σύγχρονη επιχείρηση, που συμβάλλουν σημαντικά στην επιχειρηματική πρόβλεψη, στον προγραμματισμό της επιχειρηματικής δράσης και στη λήψη ορθών επιχειρηματικών αποφάσεων. Χρησιμοποιούνται για τη ποσοτική διερεύνηση των σχέσεων, οι οποίες υπάρχουν μεταξύ των διαφόρων οικονομικών μεγεθών και βοηθούν σημαντικά στη χάραξη της οικονομικής πολιτικής που ασκείται είτε από το κράτος είτε από ιδιωτικές επιχειρήσεις.


Η γραμμική παλινδρόμηση, όπως είδαμε, μελετά και προσδιορίζει μια γραμμική σχέση – εφόσον υπάρχει – μεταξύ των μεταβλητών των διμεταβλητών πληθυσμών. Με βάση τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής και τη σχέση 
[image: image100.wmf]x
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 εκτιμούμε-προβλέπουμε με προσέγγιση τις αντίστοιχες τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής. Η συσχέτιση είναι ένα μέτρο που φανερώνει, αν η εξάρτηση των μεταβλητών που εξετάζουμε είναι έντονη, μέτρια, ασθενής ή και μηδενική, καθώς και αν πρόκειται για μια θετική ή αρνητική συσχέτιση. 


Στην πράξη, συνήθως προσδιορίζουμε την εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης και υπολογίζουμε τη συσχέτιση των δύο μεταβλητών, γιατί έτσι η εικόνα που προκύπτει από την από κοινού εξέταση των μεταβλητών αυτών είναι πιο ολοκληρωμένη.


Η παλινδρόμηση και η συσχέτιση είναι, ίσως, οι μέθοδοι εκτίμησης που εφαρμόζονται περισσότερο στις οικονομικές σχέσεις. Αυτό φαίνεται σε διάφορους κλάδους της οικονομίας, όπως στην οικονομετρία, στις τεχνικές έρευνας αγοράς κ.λ.π. Καταλαβαίνουμε λοιπόν ότι αποτελούν ένα πολύ σημαντικό όργανο εργασίας και έρευνας για το σημερινό οικονομολόγο, όπως και για άλλους ερευνητές και επιστήμονες.

6.6  Εφαρμογές στις επιχειρήσεις.


Εφαρμογή Ι.    

Μελέτη προβλήματος πωλήσεων.

Περίπτωση μελέτης της Διεύθυνσης Πωλήσεων της  Α.Ε. «Αστήρ – 3Ε».


Είναι γνωστό ότι ένα τμήμα των εμπορευμάτων που πωλούνται από τις επιχειρήσεις επιστρέφεται, σε μερικές περιπτώσεις , από τους αγοραστές στον πωλητή (επιστροφές εμπορευμάτων) για διάφορους λόγους. Για παράδειγμα. επειδή δεν τηρήθηκαν οι προδιαγραφές που είχαν συμφωνηθεί για το εμπόρευμα, επειδή καθυστέρησε πολύ η παράδοση του εμπορεύματος, ή επειδή υπάρχουν ελαττωματικά εμπορεύματα κ.τ.λ.


Η εμπορική  επιχείρηση «Αστήρ – 3Ε» Α.Ε. είχε την περασμένη χρονιά πωλήσεις εμπορευμάτων αξίας 500 εκατομμυρίων δραχμών και επιστροφές εμπορευμάτων αξίας 50 εκατομμυρίων δραχμών. Ο νέος γενικός διευθυντής θέλοντας να εξακριβώσει αν οι επιστροφές των εμπορευμάτων γίνονται σε όρια επιτρεπτά,  αναθέτει στο διευθυντή πωλήσεων τη διερεύνηση του θέματος.

Η διεύθυνση πωλήσεων, ανάμεσα στα άλλα στοιχεία που συνέλεξε για μελέτη και διερεύνηση του θέματος, συγκέντρωσε και τις περσινές ετήσιες πωλήσεις εμπορευμάτων με τις αντίστοιχες επιστροφές για τις 10 πρώτες σε πωλήσεις επιχειρήσεις του ίδιου κλάδου εμπορίας. Τα στοιχεία παρουσιάζονται στον πίνακα 6.9:

Πίνακας 6.9
Αξία πωλήσεων (x)
20
30
40
40
50
50
60
70
80
90

Αξία επιστροφών  (y)
1
3
3
4
5
6
6
8
9
10

(δεδομένα σε δεκάδες εκατομμύρια δρχ).

Ο διευθυντής πωλήσεων θέλησε να διαπιστώσει:

1. Το βαθμό συσχέτισης που υπάρχει μεταξύ της αξίας των εμπορευμάτων που πωλούνται ετησίως και της αξίας αυτών που επιστρέφονται στην ομάδα των 10 επιχειρήσεων.

2. Την εξίσωση παλινδρόμησης που θα μπορούσε να εκφράσει την σχέση που υπάρχει μεταξύ της αξίας των πωλήσεων και της αξίας των επιστροφών κατά έτος.

3. Ποια θα ήταν η  αναμενόμενη αξία των εμπορευμάτων που επιστρέφονται, αν οι πωλήσεις αυξάνονταν κατά μια μονάδα, δηλαδή κατά 10 εκατομμύρια δρχ.

4. Ποια θα ήταν η αξία των επιστροφών που θα είχε μια επιχείρηση, αν οι ετήσιες πωλήσεις της είχαν ύψος 35 εκατομμύρια δραχμές.

5. Ποια η διάμεση αξία των πωλήσεων κατά έτος αυτής της ομάδας επιχειρήσεων.

6. Ποια η διάμεση αξία των επιστροφών κατά έτος.

7. Όπου κρίνεται απαραίτητο να γίνει το σχετικό διάγραμμα.

Λύση

1. Για να υπολογίσουμε τον συντελεστή γραμμικής συσχέτισης των μεταβλητών «αξία πωλήσεων» και «αξία επιστροφών» συμπληρώνουμε τον πίνακα των δεδομένων:

Πίνακας 6.10

Αξία πωλήσεων
x
Αξία επιστροφών
y
x.y
x2
y2

20
1
20
400
1

30
3
90
900
9

40
3
120
1600
9

40
4
160
1600
16

50
5
250
2500
25

50
6
300
2500
36

60
6
360
3600
36

70
8
560
4900
64

80
9
720
6400
81

90
10
900
8100
100

Σύνολο  530
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          (σε δεκάδες εκατομμύρια)

αντικαθιστούμε στον τύπο υπολογισμού του συντελεστή συσχέτισης και έχουμε:
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Παρατηρούμε ότι υπάρχει ισχυρή συσχέτιση μεταξύ των μεταβλητών (Χ) και (Υ).

2. Θα υπολογίσουμε τις εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων 
[image: image106.wmf]a
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 , 
[image: image107.wmf]b

ˆ

 και θα προσδιορίσουμε την εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης.

Από τα στοιχεία του πίνακα υπολογίζουμε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας παλινδρόμησης:
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επίσης υπολογίζουμε
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οπότε από   
[image: image111.wmf]x

y

a

b

ˆ

ˆ

-

=

 προκύπτει ότι:       
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Άρα η ευθεία που προσαρμόζεται καλύτερα στα δεδομένα είναι: 
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Παρατηρούμε ότι, αν 
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 τότε  (1,29+0,128x =0 ( 0,128x=1,29( x(10)     που σημαίνει ότι για πωλήσεις εμπορευμάτων αξίας περίπου μέχρι και 100 εκατομμυρίων δρχ. δεν υπάρχουν επιστροφές εμπορευμάτων (υπενθυμίζουμε ότι τα δεδομένα είναι σε δεκάδες εκατομμυρίων).

2. Αν οι πωλήσεις αυξάνονταν κατά μια μονάδα τότε,                                                 
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Συμπεραίνουμε ότι, αν οι πωλήσεις αυξάνονταν κατά μια μονάδα, δηλαδή κατά 10 εκατομμύρια δρχ., τότε το ύψος των επιστρεφόμενων εμπορευμάτων θα αυξανόταν κατά 0,128 δεκάδες εκατομμύρια, δηλαδή 1,28 εκατομμύρια δρχ. όσο ακριβώς και η τιμή του συντελεστή 
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4. Αν οι ετήσιες πωλήσεις μιας επιχείρησης ήταν της τάξης των 35 εκατομμυρίων δρχ., τότε το ύψος των επιστρεφόμενων εμπορευμάτων θα υπολογιζόταν από τον τύπο: 
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Δηλαδή, η αξία των εμπορευμάτων που επιστράφηκαν θα ήταν 31.900.000 δρχ.

5. Η μέση αξία  των εμπορευμάτων που πουλήθηκαν κατ’ έτος από αυτή την ομάδα των επιχειρήσεων είναι 530.000.000 (
[image: image125.wmf]53
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) και αντίστοιχα η μέση αξία των επιστροφών  είναι 55.000.000 (
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). Οι συντεταγμένες του σημείου (53, 5,5) επαληθεύουν την ευθεία παλινδρόμησης.

6. Η διάμεση αξία  των προϊόντων που επιστράφηκαν  κατ’ έτος υπολογίζεται ως εξής:

Αξία επιστροφών :  1, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 8, 9, 10.

Ο αριθμός των επιχειρήσεων είναι 10 (άρτιος) άρα η διάμεσος θα βρίσκεται στην 
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 θέση, δηλαδή ανάμεσα στην 5η και 6η παρατήρηση και θα ισούται με  
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, δηλαδή η διάμεσος αξία των επιστροφών θα είναι 55.000.000 δρχ.

Παρατηρούμε ότι η μέση τιμή της αξίας των εμπορευμάτων των 10 επιχειρήσεων  που επιστρέφονται κατ’ έτος είναι 55.000.000δρχ. αριθμός που συμπίπτει με τη διάμεσο της αξίας των εμπορευμάτων που επιστρέφονται. Παρόλα αυτά δεν μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η κατανομή είναι συμμετρική, γιατί έχουμε δύο παρατηρήσεις (y = 3 και y = 6), που εμφανίζουν συχνότητα ίση με 2, η οποία είναι και η μεγαλύτερη δηλαδή δεν έχουμε επικρατούσα τιμή.


7.

ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ

1. Σκοπός της παλινδρόμησης είναι η καλύτερη δυνατή περιγραφή της σχέσης που τυχόν υπάρχει μεταξύ δύο ή περισσότερων μεταβλητών, ενώ ο σκοπός της συσχέτισης είναι να μετρήσει το βαθμό εξάρτησης των μεταβλητών.

2. Ασχοληθήκαμε με τη μελέτη δύο μεταβλητών θεωρώντας τη Χ ανεξάρτητη και την Υ εξαρτημένη μεταβλητή από την Χ και πιο συγκεκριμένα εξετάσαμε την ευθύγραμμη παλινδρόμηση.

3. Αν απεικονίσουμε τις τιμές των μεταβλητών πάνω σε ένα ορθοκανονικό σύστημα αξόνων, τότε τα ζεύγη των τιμών (xi, yi) των παρατηρήσεών μας, δημιουργούν ένα νέφος σημείων, το οποίο ονομάζεται διάγραμμα διασποράς ή στικτό διάγραμμα. Το διάγραμμα διασποράς μας δίνει μια πρώτη εικόνα της σχέσης που υπάρχει μεταξύ των δύο μεταβλητών, ως προς το είδος και το βαθμό της εξάρτησης των μεταβλητών.

4. Με τη βοήθεια της μεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων μπορούμε να προσαρμόσουμε σ’ ένα διάγραμμα μια ευθεία ή καμπύλη γραμμή , η οποία θα περιγράφει κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο τη σχέση μεταξύ των Υ και Χ. Στο συγκεκριμένο κεφάλαιο ασχοληθήκαμε με την προσαρμογήμιας ευθείας γραμμής, δηλαδή της ευθείας παλινδρόμησης.

5. Οι τιμές των παραμέτρων 
[image: image129.wmf]a

ˆ

 και 
[image: image130.wmf]b
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 σύμφωνα με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, προκύπτουν από τη λύση του παρακάτω συστήματος εξισώσεων, γνωστού ως συστήματος κανονικών εξισώσεων:
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 EMBED Equation.3  [image: image132.wmf]
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6. Στην εξίσωση γραμμικής παλινδρόμησης 
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 η παράμετρος 
[image: image135.wmf]a

ˆ

 μας δείχνει το σημείο τομής του κάθετου άξονα y από την ευθεία παλινδρόμησης, δηλαδή η 
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μας δίνει την τιμή της y για x = 0.

7. Η παράμετρος 
[image: image137.wmf]b
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προσδιορίζει τη μεταβολή που επέρχεται στην εξαρτημένη μεταβλητή Υ, όταν η Χ μεταβληθεί κατά μια μονάδα. Αν το 
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 είναι θετικό (
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>0), τότε η εξάρτηση που υπάρχει μεταξύ των δύο μεταβλητών είναι θετική, ενώ αν το 
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 είναι αρνητικό (
[image: image141.wmf]b

ˆ

<0), τότε η εξάρτηση είναι αρνητική

8. Οι τύποι υπολογισμού των παραμέτρων 
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 και 
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 της εξίσωσης παλινδρόμησης 
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9. Οι τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής που υπολογίζονται με τη βοήθεια της εξίσωσης παλινδρόμησης συμβολίζονται με 
[image: image148.wmf]y
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για να διακρίνονται από 

       τις αντίστοιχες πραγματικές τιμές y, ενώ οι  διαφορές y-
[image: image149.wmf]y
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 συμβολίζονται      

       με   ε = y-
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ˆ


10. Με το συντελεστή γραμμικής συσχέτισης r μετράμε το βαθμό εξάρτησης μεταξύ δύο εξεταζόμενων μεταβλητών, με την προϋπόθεση φυσικά, ότι η σχέση εξάρτησης έχει γραμμική μορφή.

11. Όσο πιο κοντά είναι οι παρατηρήσεις μας στην ευθεία παλινδρόμησης, τόσο πιο έντονη είναι η συσχέτιση που υπάρχει μεταξύ των δύο μεταβλητών.

12. Ο συντελεστής συσχέτισης είναι ανεξάρτητος από τις μονάδες μέτρησης που χρησιμοποιούμε για τις εξεταζόμενες μεταβλητές και είναι καθαρός αριθμός, δηλαδή δεν εκφράζεται σε συγκεκριμένες μονάδες μέτρησης.

13. Ο συντελεστής συσχέτισης r και ο συντελεστής παλινδρόμησης 
[image: image151.wmf]b

ˆ

 έχουν πάντοτε το ίδιο πρόσημο (+ ή -). Η τιμή του συντελεστή συσχέτισης κυμαίνεται μεταξύ   –1 και +1. Δηλαδή:  
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14. Αν r = +1, έχουμε τέλεια θετική συσχέτιση.

Αν r = -1, έχουμε τέλεια αρνητική συσχέτιση.

Αν r = 0, οι μεταβλητές είναι γραμμικά ασυσχέτιστες.

15. Αν οι μεταβλητές είναι μεταξύ τους ανεξάρτητες, τότε ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r = 0. Αν όμως έχουμε r = 0 δεν σημαίνει κατ’ ανάγκη ότι οι μεταβλητές είναι ανεξάρτητες. Απλά δεν υπάρχει μεταξύ τους γραμμική συσχέτιση.
16. Ο τύπος υπολογισμού του συντελεστή συσχέτισης r είναι:
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

1. Κατανομές που προκύπτουν από τη μελέτη ενός πληθυσμού ως προς δύο μεταβλητές ονομάζονται………………………………………………………

2. Αν απεικονίσουμε τις τιμές των μεταβλητών πάνω σε ένα κανονικό σύστημα αξόνων, τότε τα ζεύγη τιμών (xi, yi) των παρατηρήσεων δημιουργούν ………………………………………………………, το οποίο ονομάζεται διάγραμμα ……………………………………………………………………..

3. Η ευθεία παλινδρόμησης δίνει την καλύτερη δυνατή περιγραφή …………………………………………………………………………………

4. Η ευθεία παλινδρόμησης, η οποία προσδιορίζεται από τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, θα είναι η ευθεία για την οποία …………………………………………………………………………………

5. Οι παράμετροι 
[image: image154.wmf]a

ˆ

και 
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 προσδιορίζονται από την επίλυση του συστήματος των κανονικών εξισώσεων, που είναι οι εξής: ………………………………..

…………………………………………………………………………………

6. Να γράψετε τον τύπο που χρησιμοποιούμε για τον υπολογισμό της εκτιμήτριας  
[image: image156.wmf]a
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 της ευθείας παλινδρόμησης 
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, καθώς και τους τύπους υπολογισμού της  εκτιμήτριας 
[image: image158.wmf]b

ˆ

.

7. Έστω 
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 η εξίσωση της ευθείας παλινδρόμησης της μεταβλητής Υ πάνω στη Χ.

· Αν 
[image: image160.wmf]b

ˆ

> 0, τότε αυτό φανερώνει ότι,  όταν το x αυξάνεται ( ή μειώνεται), το y …………………………………………………………………………………

· Αν 
[image: image161.wmf]b

ˆ

< 0, τότε αυτό φανερώνει ότι,  όταν το x αυξάνεται (ή μειώνεται), το y …………………………………………………………………………………

8. Ο συντελεστής συσχέτισης    φανερώνει………………………………………  …………………………………………………………………………………

9. Ο τύπος υπολογισμού του συντελεστή συσχέτισης είναι:

r =……………………………………………………………

10. Ο συντελεστής συσχέτισης παίρνει τιμές:           …
[image: image162.wmf]£

£

r

…

11. Αν ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ είναι ίσος με 1, τότε λέμε ότι έχουν ………………….. συσχέτιση, ενώ, αν είναι ίσος με –1, τότε λέμε ότι έχουν …………………… συσχέτιση. 

Αν ο συντελεστής συσχέτισης είναι ίσος με 0, τότε οι μεταβλητές είναι ……………………………

12. Αν η εκτιμήτρια ελαχίστων τετραγώνων 
[image: image163.wmf]b

ˆ

είναι:

· 
[image: image164.wmf]b

ˆ

>0,  τότε ο συντελεστής συσχέτισης   r      είναι……………………………...
· 
[image: image165.wmf]b

ˆ

<0, τότε ο συντελεστής συσχέτισης r   είναι…………………………………. 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Ομάδα Α΄
1. Η αξία  των επενδυμένων κεφαλαίων (y) και τα αντίστοιχα κέρδη (x) ομάδας 10 ομοειδών βιομηχανικών επιχειρήσεων περιέχονται στον παρακάτω πίνακα (τα δεδομένα εκφράζουν εκατομμύρια δρχ.).

Κεφάλαιο (x)
80
90
100
120
150
180
200
250
300
350

Κέρδη (y)
15
20
25
25
30
30
40
40
60
80

Ζητείται:

α) Να βρεθεί ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r, να σχολιασθεί το αποτέλεσμα και 

β) να ερμηνευθεί η παράμετρος 
[image: image166.wmf]b
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 της 
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2. Η από κοινού μελέτη των μεταβλητών X και Y μας έδωσε, μετά από υπολογισμούς, τα παρακάτω αθροίσματα:


[image: image168.wmf]å
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Ν = 6

Ζητείται:

α) Να βρεθεί ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r.

β) Να βρεθεί η εξίσωση γραμμικής παλινδρόμησης  
[image: image173.wmf]x
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3. Ο παρακάτω πίνακας δεδομένων δείχνει τα ετήσια εισοδήματα x σε δεκάδες χιλιάδες δρχ. και τα αντίστοιχα ετήσια έξοδα τηλεφωνικών λογαριασμών y σε δεκάδες χιλιάδες δρχ.μιας ομάδας 7 νοικοκυριών:

x
300
350
400
450
500
550
600

y
9
8
10
13
13
16
15

     Ζητείται:

     α) Να βρεθεί ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r.

     β) Να υπολογισθούν οι παράμετροι 
[image: image174.wmf]a

ˆ

 και 
[image: image175.wmf]b

ˆ

 της εξίσωσης παλινδρόμησης 

4. Ο παρακάτω πίνακας αναφέρεται σε 10 ομοειδείς εμπορικές επιχειρήσεις και δείχνει τις ετήσιες πωλήσεις τους (y) και τις αντίστοιχες ετήσιες διαφημιστικές τους δαπάνες (x), (τα δεδομένα εκφράζονται σε εκατομμύρια δρχ.): 

x
20
22
25
30
32
35
40
50
60
70

y
250
270
260
350
330
300
370
480
450
500

     Ζητείται:

     α) Να βρεθεί ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r και να σχολιασθεί το  

         αποτέλεσμα.

     β) Να προσδιορισθεί η εξίσωση γραμμικής παλινδρόμησης.

5. Ο παρακάτω πίνακας μας δείχνει τη μέση ετήσια κατά κεφαλή κατανάλωση y, σε κιλά, ενός αγαθού, σε σχέση με το κατά κεφαλή εισόδημα x, σε δεκάδες χιλιάδες δρχ.,μιας ομάδας ατόμων:

x
65
68
70
73
75
78
85
90

y
40
40
41
43
45
48
50
50

      Ζητείται:

α) Να βρεθεί και να σχολιασθεί η τιμή του συντελεστή γραμμικής συσχέτισης. 

β) Να  προσδιορισθεί η εξίσωση  γραμμικής παλινδρόμησης 
[image: image176.wmf]x
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      γ)  Να ερμηνευθούν οι τιμές των παραμέτρων 
[image: image177.wmf]a

ˆ

 και 
[image: image178.wmf]b

ˆ

 της εξίσωσης 

          παλινδρόμησης.

δ) Να βρεθούν οι διαφορές μεταξύ των πραγματικών τιμών της εξαρτημένης   μεταβλητής y και των αντίστοιχων τιμών που μας δίνει η 
[image: image179.wmf]x
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6. Πέντε άτομα μετέχουν σε πρόγραμμα ελάττωσης βάρους. Ο αριθμός των εβδομάδων(x) που κάθε άτομο συμμετέχει στο πρόγραμμα, καθώς και τα κιλά (y) που έχασε στο αντίστοιχο διάστημα εμφανίζονται στον παρακάτω πίνακα:

Αριθμός εβδομάδων (x)
3
2
1
4
5

Ελάττωση βάρους
σε κιλά (y)
3
2,5
2
4,5
5,5

    Ζητείται:

    α) Να βρείτε την εξίσωση της ευθείας των ελαχίστων τετραγώνων.

    β) Πόσες εβδομάδες πρέπει κάποιος να συμμετέχει στο πρόγραμμα για να          

        χάσει 10   κιλά; 

Ομάδα Β΄

1. Ένας ερευνητής μελετά τον αριθμό των ηλιακών κηλίδων(x) και τον αριθμό ατυχημάτων(y) σε μια χώρα για πέντε συνεχή χρόνια. Σύμφωνα με τη θεωρία του ο αριθμός των ηλιακών κηλίδων συνδέεται με κάποιο τρόπο με τον αριθμό των ατυχημάτων. Οι παρατηρήσεις του φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί:

Αριθμός ηλιακών κηλίδων (x)
3
1
2
5
4

Αριθμός ατυχημάτων σε χιλιάδες (y)
9
5
7
14
10

     Ζητείται:

     α) Να κατασκευαστεί το διάγραμμα διασποράς των δύο μεταβλητών.

     β) Μπορεί στο διάγραμμα αυτό να προσαρμοστεί ευθεία γραμμή; Αν ναι, να   

         προσδιοριστεί η εξίσωσή της

     γ) Να βρεθεί ο συντελεστής συσχέτισης. Τι παρατηρείται;

     δ) Αν δεν παρατηρηθούν ηλιακές κηλίδες, πόσα ατυχήματα  προβλέπετε ότι θα    

         συμβούν;

2. Μία εταιρεία έκανε μελέτη της ποσότητας καλαμποκιού που παράγεται από μια συγκεκριμένη καλλιεργήσιμη έκταση σε σχέση με την ποσότητα λιπάσματος που χρησιμοποιήθηκε για την παραγωγή. Τα αποτελέσματα φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί:

Ποσότητα λιπάσματος (x) σε κιλά
0,3
0,6
0,9
1,2
1,5
1,8
2,1
2,4

Ποσότητα καλαμποκιού (y) σε κιλά
10
15
30
35
25
30
50
45

 Ζητείται:

      α) Να παρασταθεί γραφικά η εξαρτημένη μεταβλητή σαν συνάρτηση της   

           ανεξάρτητης μεταβλητής.

      β) Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων για τα συγκεκριμένα δεδομένα.

      γ) Να βρεθεί η ποσότητα καλαμποκιού, αν δεν χρησιμοποιηθεί λίπασμα.

      δ) Αν είχαν χρησιμοποιηθεί 3 κιλά λίπασμα, ποια θα είναι η καλύτερη 

          εκτίμηση  της ποσότητας καλαμποκιού που θα είχε παραχθεί;

3. Μία εταιρεία θέλει να προβλέψει την απόδοση των πωλητών που εκπαιδεύει. Στην αρχή της διμηνιαίας εκπαίδευσης 10 υποψήφιοι πωλητές απάντησαν σε έλεγχο δεξιοτήτων. Οι επιδόσεις τους παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. Η εταιρεία κράτησε αρχεία των πωλήσεων κάθε υπαλλήλου (μεταβλητή Υ) σε ορισμένο χρονικό διάστημα.

Επίδοση στον έλεγχο (x)
18
26
28
34
36
42
48
52
54
60

Αριθμός πωλήσεων (y)
54
64
54
62
68
70
76
66
76
74

      Ζητείται:

      α) Να παρασταθούν γραφικά τα δεδομένα του πίνακα και να βρεθεί η ευθεία 

          ελαχίστων τετραγώνων.

     β) Ποιος ο αριθμός των πωλήσεων που περιμένετε από 3 πωλητές, των οποίων   

         τα αποτελέσματα στον έλεγχο δεξιοτήτων ήταν 40, 50 και 70 αντίστοιχα; 
ΦΥΛΛΟ ΑΥΤΟΕΛΕΓΧΟΥ

1. Στη γραμμική παλινδρόμηση η σχέση μεταξύ της ανεξάρτητης μεταβλητής και της εξαρτημένης είναι αυτή της:

I. Ευθείας γραμμής.

(
II. Καμπύλης γραμμής  .
(
2. Ο συντελεστής γραμμικής παλινδρόμησης 
[image: image180.wmf]b

ˆ

 μας δείχνει:

Ι. Την ποσοστιαία μεταβολή που επέρχεται στην εξαρτημένη μεταβλητή από  μεταβολή της ανεξάρτητης κατά 1%.
(
ΙΙ. Την ποσοστιαία μεταβολή που επέρχεται στην εξαρτημένη μεταβλητή από  μεταβολή της ανεξάρτητης κατά 10%.
(
ΙΙΙ. Τη μεταβολή που επέρχεται στην εξαρτημένη μεταβλητή από  μοναδιαία μεταβολή της ανεξάρτητης μεταβλητής.
(
3. Ο συντελεστής γραμμικής παλινδρόμησης 
[image: image181.wmf]b

ˆ

 έχει πρόσημο:

Ι. Πάντα θετικό.


(
ΙΙ. Πάντα αρνητικό.


(
ΙΙΙ. Είτε θετικό, είτε αρνητικό.
(
4. Στην εξίσωση παλινδρόμησης συμβολίζουμε με
[image: image182.wmf]y

ˆ


     Ι. Τις πραγματικές τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής.
           
(
     ΙΙ. Τις «θεωρητικές» τιμές της εξαρτημένης μεταβλητής, που   

         μας  δίνει η εξίσωση  παλινδρόμησης.



(
    ΙΙΙ.Και τις πραγματικές και τις θεωρητικές τιμές της     

          εξαρτημένης    μεταβλητής. 




(
     ΙV. Τις τιμές της ανεξάρτητης μεταβλητής.



(
5. Η παράμετρος 
[image: image183.wmf]a
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 της γραμμικής παλινδρόμησης δίνεται από τον τύπο:

Ι. 
[image: image184.wmf]x
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ΙΙ. 
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ΙΙΙ. 
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ΙV. 
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6. Αν στην εξίσωση γραμμικής παλινδρόμησης είναι το x = 0, τότε θα έχουμε:

Ι. 
[image: image188.wmf]b
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y



(
ΙΙ. 
[image: image189.wmf]a
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ΙΙΙ. 
[image: image190.wmf]b
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7. Η παλινδρόμηση και η συσχέτιση χρησιμοποιούνται για την μελέτη:

Ι. Μόνο μονομεταβλητών πληθυσμών.


(
ΙΙ. Μόνο διμεταβλητών πληθυσμών.
 

   
(
ΙΙΙ. Μόνο πολυμεταβλητών πληθυσμών.  

   
(
ΙV. Είτε διμεταβλητών είτε πολυμεταβλητών πληθυσμών.
(
8. Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης παίρνει τιμές:

Ι. Από 0 έως 1.

(
ΙΙ. Από –1 έως 0. 

(
ΙΙΙ. Από –1 έως 1. 

(
ΙV. Από -
[image: image191.wmf]¥

 έως +
[image: image192.wmf]¥


(
9. Ο συντελεστής γραμμικής συσχέτισης r και ο συντελεστής παλινδρόμησης 
[image: image193.wmf]b

ˆ

 έχουν:

Ι. Πάντοτε το ίδιο πρόσημο.




(
ΙΙ. Πάντοτε διαφορετικό πρόσημο.           


(
ΙΙΙ. Άλλοτε το ίδιο και άλλοτε διαφορετικό πρόσημο.
(
10. Για ένα σύνολο δεδομένων οι εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων της μεταβλητής Υ πάνω στη Χ είναι 
[image: image194.wmf]2
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 και 
[image: image195.wmf]1
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Ποια τιμή παίρνει η Υ, όταν η τιμή της Χ γίνει ίση με 0;

Α: 1 (
 
Β:0 (

Γ: -2 (

Δ: 2 (
11. Η σχέση που υπάρχει μεταξύ των μεταβλητών είναι:

Ι. Θετική.


(

Ι. Θετική.

    (
ΙΙ. Αρνητική.


(

ΙΙ. Αρνητική. 

    (
ΙΙΙ. Δεν υπάρχει συσχέτιση.
(

ΙΙΙ.Δεν υπάρχει συσχέτιση.(

Ι. Θετική.


(
ΙΙ. Αρνητική.


(
ΙΙΙ. Δεν υπάρχει συσχέτιση. 
(
12. Ποιος από τους παρακάτω συντελεστές συσχέτισης αντιστοιχεί στην ισχυρότερη συσχέτιση;

Α. 0,5 (
Β.
[image: image196.wmf]2

4

 (
 Γ.
[image: image197.wmf]3

1

 (

Δ. 
[image: image198.wmf]1000

5

(
Ε. 
[image: image199.wmf]1000

99

-
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13. Αν για ένα σύνολο δεδομένων οι εκτιμήτριες ελαχίστων τετραγώνων είναι 
[image: image200.wmf]3
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 και 
[image: image201.wmf]3
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, τότε πόσο μεταβάλλεται το y, αν το x μεταβληθεί κατά 2 μονάδες.

Α. αυξάνεται κατά 2
(
Β. αυξάνεται κατά 3

(
Γ. μειώνεται κατά 3 
(
Δ. μειώνεται κατά 2/3   
(
Ε. μειώνεται κατά 6      
(
14. Αν η ευθεία ελαχίστων τετραγώνων της μεταβλητής Υ πάνω στη Χ έχει εξίσωση 
[image: image202.wmf]10
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y

, τότε ο συντελεστής συσχέτισης μεταξύ των μεταβλητών Χ και Υ είναι:

Α = 2 (       Β = -10 (         Γ = -1 (        Δ = θετικός (     Ε = αρνητικός (
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