ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ - ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  ΑΣΚΗΣΕΩΝ





�
1   ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ





§ 1.1, 1.2


� EMBED Equation.3  ���.


(i) Παραλληλόγραμμο, (ii) Έχει ίσες διαγώνιες, (iii) Ορθογώνιο.


  (i) � EMBED Equation.3  ���,     (ii) � EMBED Equation.3  ���,


(iii) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


Να πάρετε σημείο αναφοράς.





§ 1.3   Α΄ Ομάδας


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���         (ii) Συνευθειακά


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


 � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.











§ 1.3   Β΄ Ομάδας


(i) � EMBED Equation.3  ��� κτλ. (ii) Ανάγεται στο (i)  (iii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


Να εκφράσετε την ισότητα � EMBED Equation.3  ��� με σημείο αναφοράς το Λ.


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


Να πάρετε σημείο αναφοράς Ο.


Να πάρετε σημείο αναφοράς το Α.


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� κτλ.





§ 1.4   A΄ Ομάδας


2,1     4,3     6,5     � EMBED Equation.3  ���     � EMBED Equation.3  ���


(i)  2         (ii)  1


2


2


� EMBED Equation.3  ���(3,4)


(α) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


(β) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, 


     � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


(i) � EMBED Equation.3  ���       (ii) � EMBED Equation.3  ���





§ 1.4   Β΄ Ομάδας





Α(1,1), Β(2,4), Γ(4,3), Δ(4,2) και Ε(1,0)


5  ή  -1


� EMBED Equation.3  ���


Τριγωνική ανισότητα για τα σημεία � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Να σχεδιάσετε τα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� με κοινή αρχή.





§ 1.5   Α΄ Ομάδας


(i) 13, -78, -25      (ii) � EMBED Equation.3  ���


62, � EMBED Equation.3  ���, 48, � EMBED Equation.3  ���


(i) -1       (ii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


0


(i) � EMBED Equation.3  ���        (ii) � EMBED Equation.3  ���         (iii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


15, � EMBED Equation.3  ���


-15


(i) � EMBED Equation.3  ���          (ii) � EMBED Equation.3  ���





§ 1.5   B΄ Ομάδας


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Να χρησιμοποιήσετε τη σχέση � EMBED Equation.3  ���.








(i) Να υπολογίσετε τα γινόμενα � EMBED Equation.3  ��� και 


     � EMBED Equation.3  ���,            (ii) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


Να χρησιμοποιήσετε την ταυτότητα: � EMBED Equation.3  ���.


Να πάρετε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων      � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,        (ii)  0.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���


Να πάρετε το αντιδιαμετρικό του Α.


Να πάρετε το αντιδιαμετρικό του Β.





ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ


Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.


Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


Αρκεί να δείξουμε � EMBED Equation.3  ���, όπου ω η γωνία � EMBED Equation.3  ���.


(i) Αρκεί να δείξουμε ότι


� EMBED Equation.3  ���,


(ii) � EMBED Equation.3  ���,     (iii) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���


Χρησιμοποιείστε την άσκηση 4, Β΄ ομάδας, σελ. 28.


2   Η  ΕΥΘΕΙΑ  ΣΤΟ  ΕΠΙΠΕΔΟ





§ 2.1   Α΄ Ομάδας


(i) 1,        (ii) 2,        (iii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,           (ii) � EMBED Equation.3  ���,


(iii) � EMBED Equation.3  ���,        (iv) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,    (ii) � EMBED Equation.3  ���,   (iii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


(i) Τα ζεύγη των απέναντι πλευρών του ΑΒΓΔ είναι παράλληλα και οι διαγώνιές του τέμνονται κάθετα,


(ii) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.





§ 2.1   Β΄ Ομάδας


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,  


� EMBED Equation.3  ���.


3. � EMBED Equation.3  ���


4.  (i) � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ���.








§ 2.2   Α΄ Ομάδας


Δεν υπάρχει � EMBED Equation.3  ��� που να μηδενίζει συγχρόνως τους συντελεστές των x και y. � EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,     (ii) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,      (ii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���





§ 2.2   Β΄ Ομάδας


(i) Δύο ευθείες κάθετες μεταξύ τους       


(ii) Δύο ευθείες κάθετες μεταξύ τους.


Διέρχονται από το σημείο Α(-1,2).


Διέρχονται από το σημείο Μ(1,1).


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


§ 2.3   Α΄ Ομάδας


(i) � EMBED Equation.3  ���,   (ii) � EMBED Equation.3  ���,   (iii) � EMBED Equation.3  ���   (iv) 0.


(i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���     (iii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,        (ii) � EMBED Equation.3  ���.


M(12,-2).


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���.


(i) 9,     (ii) 35,     (iii) 0.


� EMBED Equation.3  ���    ή   � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���    ή   � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.





§ 2.3   Β΄ Ομάδας





� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���.


Ο άξονας � EMBED Equation.3  ��� και η � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


Πρέπει το εμβαδόν του ΑΒΓ να ισούται με 0.


(i) Αν � EMBED Equation.3  ��� το μέσον του ΑΒ, το εμβαδόν του τριγώνου ΜPQ ισούται με 0. 


� EMBED Equation.3  ���,


 � EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���.


8.   � EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���.


9.   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


10.  � EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���.





ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ





� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���


Αποδείξτε ότι η ευθεία που διέρχεται από τα δύο σημεία επαληθεύεται από το τρίτο.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���,      (ii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���,  (ii) � EMBED Equation.3  ��� ομόσημα.








3   ΚΩΝΙΚΕΣ  ΤΟΜΕΣ





§ 3.1   Α΄ Ομάδας





(i) � EMBED Equation.3  ���,   (ii) � EMBED Equation.3  ���,   (iii) � EMBED Equation.3  ���,   (iv) � EMBED Equation.3  ���.


(i)  � EMBED Equation.3  ���     ή   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���     ή   � EMBED Equation.3  ���.


Οι διαγώνιες είναι κάθετες και ίσες.


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���   ή 


       � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.


(i)  � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���	(ii) � EMBED Equation.3  ���.


Ο πρώτος εφάπτεται εσωτερικά του δεύτερου στο σημείο � EMBED Equation.3  ���.


§ 3.1   Β΄ Ομάδας





Οι συντεταγμένες των σημείων επαληθεύουν την εξίσωση.


Το κέντρο του κύκλου απέχει από την ευθεία απόσταση ίση με την ακτίνα του.


Οι εφαπτόμενες του κύκλου στα σημεία � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� επαληθεύονται από το � EMBED Equation.3  ���.


Οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� του κύκλου.


Ο κύκλος � EMBED Equation.3  ���.


Ο κύκλος � EMBED Equation.3  ���.


Το σημείο � EMBED Equation.3  ��� καθώς και ο κύκλος με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Το κέντρο βάρους του τριγώνου είναι το σημείο � EMBED Equation.3  ���.


Οι συντεταγμένες του σημείου τομής των ευθειών είναι


        � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.





§ 3.2   Α΄ Ομάδας





(i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���, (iii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���, (iv) � EMBED Equation.3  ���


(v)� EMBED Equation.3  ���,  (vi) � EMBED Equation.3  ���


A(4,4),   B(-4,4).


(i) � EMBED Equation.3  ���	(ii) � EMBED Equation.3  ���


(iii) � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


Οι εξισώσεις τους είναι:


       � EMBED Equation.3  ���,       � EMBED Equation.3  ���





§ 3.2   Β΄ Ομάδας





Τα κοινά σημεία τους είναι Α(1,2) και Β(1,-2).


Β(-1,0)





� EMBED Equation.3  ���


Αποδείξτε ότι το κέντρο του κύκλου απέχει από τον � EMBED Equation.3  ��� απόσταση ίση με την ακτίνα του.


� EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���	(ii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���.


Αποδείξτε ότι οι ΑΒ, ΓΕ τέμνονται κάθετα και διχοτομούνται.


(ii) Αποδείξτε ότι η εφαπτόμενες στα Β και Γ συμπίπτουν.





§ 3.3   Α΄ Ομάδας





(i) � EMBED Equation.3  ���,       (ii) � EMBED Equation.3  ���


     (iii) � EMBED Equation.3  ���,   (iv) � EMBED Equation.3  ���


     (vi) � EMBED Equation.3  ���.


2.    (i) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


      (ii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


Μια κορυφή του τετραγώνου είναι το � EMBED Equation.3  ���.


Οι διαγώνιές του είναι ίσες και κάθετες.


Έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης.


(i) � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


      (ii) � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


     (iii) � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


Οι διαγώνιες είναι κάθετες και ίσες.


§ 3.3   Β΄ Ομάδας





Οι συντεταγμένες του Μ επαληθεύουν την εξίσωση της έλλειψης.


Πολλαπλασιάστε τις ισότητες κατά μέλη.


Ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και


                 � EMBED Equation.3  ���.


Πάρτε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και βρείτε την εξίσωση της εφαπτόμενης.


Δείξτε ότι � EMBED Equation.3  ���, θέτοντας 


      � EMBED Equation.3  ���.


Αν το Μ έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� το Ν θα έχει συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ���.


(i) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και 


                     � EMBED Equation.3  ���


      (ii) Αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





§ 3.4   Α΄ Ομάδας





1.   (i)  � EMBED Equation.3  ���,   (ii) � EMBED Equation.3  ���


     (iii) � EMBED Equation.3  ���,      (iv) � EMBED Equation.3  ���.


(i) Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε …


Δείξτε ότι (ΟΓ)=γ.


Βρείτε τις εξισώσεις της εφαπτόμενης και της κάθετης.


Η παράλληλη προς την ασύμπτωτη � EMBED Equation.3  ��� έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.








(i) � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


Δεν υπάρχει


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.





§ 3.4   Β΄ Ομάδας





Αν ΚΛΜΝ είναι το ορθογώνιο βάσης της υπερβολής, τότε τα τρίγωνα Ε1ΟΕ και ΑΟΚ είναι ίσα.


(i) Είναι � EMBED Equation.3  ��� και


                    � EMBED Equation.3  ���.


Αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Δείξτε ότι τα τμήματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� έχουν το ίδιο μέσο.


Βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής � EMBED Equation.3  ��� της � EMBED Equation.3  ��� με την � EMBED Equation.3  ��� και υπολογίστε το εμβαδόν του τριγώνου � EMBED Equation.3  ���.


Υπολογίστε το συνημίτονο της γωνίας των διανυσμάτων � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Πάρτε την εξίσωση της εφαπτόμενης της � EMBED Equation.3  ��� στο τυχαίο σημείο της � EMBED Equation.3  ��� και αποδείξτε ότι αυτή δεν επαληθεύεται από τις συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� του � EMBED Equation.3  ���.





§ 3.5   Α΄ Ομάδας





(i)  Κορυφή (1,0),  Εστία (3,0)


Κορυφή (-2,0), Εστία (-2,4)


Κορυφή (4,-2), Εστία (2,-2)


Κορυφή (4,-4), Εστία � EMBED Equation.3  ���.


 (i) � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.





ΓΕΝΙΚΕΣ  ΑΣΚΗΣΕΙΣ





(i) Ο κύκλος � EMBED Equation.3  ��� έχει κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.


Οι κύκλοι � EMBED Equation.3  ��� διέρχονται από τα σημεία Α(0,1) και Β(0,-1).


(i) � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���   ή


       � EMBED Equation.3  ���.


(ii) (α) Η ημιευθεία � EMBED Equation.3  ���


            (β) Η παραβολή � EMBED Equation.3  ��� με εξαίρεση 


                  την κορυφή της.


4.  (i) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.


Κατά τη χρονική στιγμή t τα διανύσματα � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα έχουν συντεταγμένες � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� αντιστοίχως.


Αν � EMBED Equation.3  ��� είναι οι συντεταγμένες του μέσου Μ, τότε


      � EMBED Equation.3  ���,             


      � EMBED Equation.3  ���.


       Η υπερβολή έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���  και  (ii) � EMBED Equation.3  ���.


Αν Μ είναι το κέντρο του C, τότε


� EMBED Equation.3  ���          (σταθερό)


� EMBED Equation.3  ���   (σταθερό)


� EMBED Equation.3  ���   (σταθερό).


(i) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���.








4   ΘΕΩΡΙΑ  ΑΡΙΘΜΩΝ





§ 4.1   Β΄ Ομάδας


Αρκεί να δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� για κάθε � EMBED Equation.3  ���.





§ 4.2   Α΄ Ομάδας





(i) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���      (ii) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���


     (iii) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���  (iv) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


(ii) Θέτουμε � EMBED Equation.3  ���.


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Όχι.





§ 4.2   Β΄ Ομάδας





(� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���)  ή   (� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���)


Ο x θα είναι ή άρτιος ή περιττός.


Οι � EMBED Equation.3  ��� είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���.


Ο κ είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(ii) Εφαρμόζουμε την (i) για τους � EMBED Equation.3  ���, x.


     (iii) Καθένας από τους αριθμούς είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και άρα δεν είναι τετράγωνο φυσικού αριθμού.


§ 4.3   A΄ Ομάδας





(i) 200,    (ii) 40,    (iii) 8,    (iv) 1.


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Ο 11 θα διαιρεί και τη διαφορά τους.


� EMBED Equation.3  ��� όπου κ ακέραιος.


Με απαγωγή σε άτοπο.


Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:


      α) Δύο τουλάχιστον από τους � EMBED Equation.3  ��� είναι  


          άρτιοι,


      β) Δύο τουλάχιστον από τους � EMBED Equation.3  ��� είναι


          περιττοί.





§ 4.3   Β΄ Ομάδας





(ii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Ο α είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Υποθέτουμε ότι για κάποιο α ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ���.


(i) Ο α είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


Είναι: � EMBED Equation.3  ���,


Είναι: � EMBED Equation.3  ���


Με μαθηματική επαγωγή


Αρκεί ο � EMBED Equation.3  ��� να διαιρεί τη διαφορά � EMBED Equation.3  ���.





§ 4.4   Α΄ Ομάδας





(i) 1    (ii) 12    (iii) 12    (iv) 12.


(i), (ii) Εφαρμόζουμε την ιδιότητα � EMBED Equation.3  ���, 


Iσχύει η (ii),


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ���,


Είναι � EMBED Equation.3  ���.


4.  Θέτουμε � EMBED Equation.3  ���


      και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.








5,6. Θέτουμε δ το ΜΚΔ των αριθμών σε καθεμιά περίπτωση, οπότε ο δ θα διαιρεί και κάθε γραμμικό συνδυασμό τους.


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


(i) (ii) Θα ισχύει και για � EMBED Equation.3  ���.


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.





§ 4.4   Β΄ Ομάδας





(i) Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ���


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.


Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� οπότε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Από � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, άτοπο.


Διαιρούμε και τα δύο μέλη με δ.


(i) Θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� και αποδεικνύουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� .


� EMBED Equation.3  ���





§ 4.5   Α΄ Ομάδας


Εφαρμόζουμε το πόρισμα 4.


(i) � EMBED Equation.3  ���


(ii) � EMBED Equation.3  ���.


(i) Πρέπει � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


Πρέπει � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���


Πρέπει � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ��� και


� EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� και άρα � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Αν ήταν � EMBED Equation.3  ��� τότε θα υπήρχε θετικός πρώτος διαιρέτης p του � EMBED Equation.3  ���.


10. Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε η κανονική μορφή του β θα είναι � EMBED Equation.3  ���.





§ 4.5   Β΄ Ομάδας


Υποθέτουμε κάθε φορά ότι ο ΜΚΔ είναι μεγαλύτερος της μονάδας, οπότε θα έχει έναν θετικό πρώτο διαιρέτη p, και καταλήγουμε σε άτοπο.


Όπως και στην 1.


Είναι � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���


                   � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.


Ο p θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(i) Είναι � EMBED Equation.3  ���


Είναι � EMBED Equation.3  ��� άρτιος.


Οι αριθμοί � EMBED Equation.3  ��� θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� όπου � EMBED Equation.3  ��� είναι οι κοινοί και μη κοινοί πρώτοι παράγοντες των α και β.





§ 4.6   Α΄ Ομάδας





Οι (ii), (iii), (iv).


(i) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���,


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(i) Αν είχε θετική ακέραια λύση θα ίσχυε � EMBED Equation.3  ���, άτοπο (ii), (iii) ομοίως.


Με (1,18), (2,16), (3,14),…(9,2), (10,0).





§ 4.6   Β΄ Ομάδας





� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���.


Αφού λύσετε την εξίσωση πάρτε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.





§ 4.7   Α΄ Ομάδας





(i), (ii), (iv).


O α θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���.


(i) Θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���


Δεν υπάρχουν.


Είναι (i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� και


� EMBED Equation.3  ���.


Είναι (i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���, (iii) � EMBED Equation.3  ���, (iv) � EMBED Equation.3  ���.


Είναι (i) 9    (ii) 43.





§ 4.7   B΄ Ομάδας





Για κάθε � EMBED Equation.3  ��� ισχύει � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ���.


Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� (Διοφαντική εξίσωση).


(i) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���, (ii) � EMBED Equation.3  ���


Είναι � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


(i) Είναι � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.


      (ii) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


9    (ii) Με απαγωγή σε άτοπο.


� EMBED Equation.3  ���.


Αρκεί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.
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Παίρνουμε τους αριθμούς � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� καθώς και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


Παίρνουμε τους αριθμούς � EMBED Equation.3  ���, όπου α περιττός.


(ii) Υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� οπότε � EMBED Equation.3  ���.


(i) Με απαγωγή σε άτοπο. Αν � EMBED Equation.3  ��� τότε � EMBED Equation.3  ���.


Χρησιμοποιούμε το (i).


Με απαγωγή σε άτοπο.


(i) Με τη μαθηματική επαγωγή


(ii) Ο x θα είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ���.


(i) � EMBED Equation.3  ���


Υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, όπου λ περιττός >1.


(i) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


Με απαγωγή σε άτοπο και με τη βοήθεια της (i)


� EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���


Όχι.


 (i) � EMBED Equation.3  ���	(ii) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���	(iv) � EMBED Equation.3  ���


 (v) Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���.


Οι � EMBED Equation.3  ��� είναι της μορφής � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ���.


Οι � EMBED Equation.3  ��� δεν έχουν κοινούς πρώτους παράγοντες.








5   ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ





§ 5.1, 5.2   Α΄ Ομάδας





α) 6        β) � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���	β) -2	γ) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


4.    α) � EMBED Equation.3  ���         β) � EMBED Equation.3  ���         γ) � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���     β) � EMBED Equation.3  ���     γ) 0    δ) � EMBED Equation.3  ��� ε) � EMBED Equation.3  ���      στ) 25        ζ) � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���       β) -1      γ) 2i


      δ) � EMBED Equation.3  ���  ε) 1+i   στ) � EMBED Equation.3  ���


α) αδύνατο        β) � EMBED Equation.3  ���


γ) � EMBED Equation.3  ���


α) 0	      β) 2i 


α) � EMBED Equation.3  ���     β) � EMBED Equation.3  ���      γ) � EMBED Equation.3  ���


      δ) 11             ε) i                στ) 0


α) ως προς άξονα � EMBED Equation.3  ���  β) ως προς κέντρο � EMBED Equation.3  ���   γ) ως προς άξονα � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���      β) � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���      γ) διχοτόμοι


      δ) � EMBED Equation.3  ���.


α) 1,2          β) � EMBED Equation.3  ���              γ) � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���,     � EMBED Equation.3  ���.


§ 5.1, 5.2   Β΄ Ομάδας





� EMBED Equation.3  ���.


2


0


-2, 0, 2


α) 0, 1, � EMBED Equation.3  ���        β) 0, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


α) � EMBED Equation.3  ��� κτλ. β) αρκεί να δείξετε ότι � EMBED Equation.3  ���


α) � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� εκτός του � EMBED Equation.3  ���


      β) � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ��� εκτός του � EMBED Equation.3  ���





§ 5.3   Α΄ Ομάδας


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, 5, 5, 5, 4, 1, 8, 5, � EMBED Equation.3  ���.


2, 1, 1, 1.


α) � EMBED Equation.3  ���     β) � EMBED Equation.3  ���     γ) � EMBED Equation.3  ���


α) � EMBED Equation.3  ���    β) � EMBED Equation.3  ���


       γ) � EMBED Equation.3  ���


       δ) Κυκλικό δακτύλιο


       ε) Εκτός κύκλου � EMBED Equation.3  ���.


α) Στη μεσοκάθετο του τμήματος με άκρα Α(-1,0), Β(0,2).


       β) Στο ημιεπίπεδο που ορίζεται από τη μεσοκάθετο του ΑΒ και το Β όπου Α(0,1) και Β(-1,0).


Ο μοναδιαίος κύκλος


2i,  6i 


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.








§ 5.3   Β΄ Ομάδας


Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ��� κτλ.


Αρκεί � EMBED Equation.3  ���


� EMBED Equation.3  ���


4


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���    β) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� κτλ.





§ 5.4   Α΄ Ομάδας


α) � EMBED Equation.3  ���


      β) � EMBED Equation.3  ���


      γ) � EMBED Equation.3  ���


      δ) � EMBED Equation.3  ���


      ε) � EMBED Equation.3  ���


    στ) � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���


      β) � EMBED Equation.3  ���


      γ)   i 


α) � EMBED Equation.3  ���  β) � EMBED Equation.3  ���  γ) � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���    β) � EMBED Equation.3  ���   γ) 1.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


Στροφή κατά γωνία � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


2 και � EMBED Equation.3  ��� ή 2 και � EMBED Equation.3  ���.


§ 5.4   Β΄ Ομάδας


α) 1 και � EMBED Equation.3  ���     β) -1


Να γράψετε τους � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� σε τριγωνομετρική μορφή.


Να εργαστείτε με διανυσματικές ακτίνες.


α) � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


      β) � EMBED Equation.3  ���


      γ) � EMBED Equation.3  ���, εκτός του � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���         β) � EMBED Equation.3  ���.


Να εφαρμόσετε το θεώρημα του De Moivre.


α) � EMBED Equation.3  ���    β) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


Πρέπει � EMBED Equation.3  ���.


§ 5.5   Α΄ Ομάδας


α) Κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου


      β) Κορυφές τετραγώνου


      γ) Κορυφές κανονικού εξαγώνου.


α) � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


      β) � EMBED Equation.3  ���,


          � EMBED Equation.3  ���


      γ) � EMBED Equation.3  ���


           � EMBED Equation.3  ���


α) � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


       β) � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


       γ) � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


α) � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


      β) Να θέσετε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���


4


Η εξίσωση είναι ισοδύναμη με την: � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.


Οι ρίζες είναι -3 και � EMBED Equation.3  ���.





§ 5.5   Β΄ Ομάδας





α) Είναι � EMBED Equation.3  ���


      β) Η εξίσωση γράφεται � EMBED Equation.3  ���.


Η εξίσωση γράφεται


      � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


Έχουμε � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


� EMBED Equation.3  ���


1, i, -1, -i 


Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών της εξίσωσης.


α) 2, 4, -4,    β) p=4, � EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���    β) � EMBED Equation.3  ���


Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα � EMBED Equation.3  ��� κτλ.


ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ





β) � EMBED Equation.3  ���.


� EMBED Equation.3  ���.


α) � EMBED Equation.3  ���  β) � EMBED Equation.3  ���  γ) � EMBED Equation.3  ���


α) Τα εσωτερικά σημεία του κύκλου με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���


      β) Τα σημεία της παραβολής � EMBED Equation.3  ���.


Να πάρετε τα μέτρα και των δύο μελών της εξίσωσης.


α) Οι τιμές του τριωνύμου είναι ομόσημες του α


      β) Είναι γινόμενο δύο συζυγών πραστάσεων.


Να εξισώσετε το πραγματικό και το φανταστικό μέρος του αθροίσματος


      � EMBED Equation.3  ��� με το μηδέν.
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