2.	α)   Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί

	� EMBED Equation.3  ���

	δηλαδή οι	� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

	και		� EMBED Equation.3  ���.

	β)	Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

			             � EMBED Equation.3  ���

	γ)   � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

		             	         � EMBED Equation.3  ���.



3.	α)   Έχουμε,   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���,

	δηλαδή οι	� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

	και		� EMBED Equation.3  ���.

	β) Έχουμε	� EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί

	� EMBED Equation.3  ���.

	γ)  Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���.   Επομένως, οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί

	      � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���, 	   � EMBED Equation.3  ���.



4.	α)  Έχουμε  � EMBED Equation.3  ���. Με σχήμα Horner βρίσκουμε ότι μια ρίζα είναι η � EMBED Equation.3  ��� και η εξίσωση γράφεται:

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

	β)	Για την � EMBED Equation.3  ���, που είναι διτετράγωνη, θέτουμε � EMBED Equation.3  ��� και έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���.

Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���

Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���,  οπότε � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���.



5.	Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει πραγματικούς συντελεστές και, αφού έχει ώς ρίζα τον � EMBED Equation.3  ���, θα έχει και τον συζυγή του � EMBED Equation.3  ���. Έτσι το α΄ μέλος θα έχει ως παράγοντα το γινόμενο � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���. Εκτελούμε τη διαίρεση και βρίσκουμε πηλίκο � EMBED Equation.3  ���και υπόλοιπο 0. Άρα η εξίσωση γράφεται:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���

				        � EMBED Equation.3  ���     ή   � EMBED Equation.3  ���.



6.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���



7.	Είναι:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι μιγαδικοί:

� EMBED Equation.3  ���,        � EMBED Equation.3  ���,

	αφού, για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���, που εξαιρείται.



8.	Έχουμε:	� EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���

					 � EMBED Equation.3  ���  ή   � EMBED Equation.3  ���.

	Παρατηρούμε ότι οι εικόνες � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� των ριζών � EMBED Equation.3  ��� � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι κορυφές ισοπλεύρου τριγώνου, αφού � EMBED Equation.3  ���.

B΄ ΟΜΑΔΑΣ



1.	α)Έχουμε   � EMBED Equation.3  ���

			         � EMBED Equation.3  ���.

	β)	Η εξίσωση γράφεται ισοδύναμα

� EMBED Equation.3  ���		           (1)

	και επειδή δεν έχει ρίζα τον αριθμό � EMBED Equation.3  ���, παίρνει τη μορφή

					     � EMBED Equation.3  ���.		           (2)

	Θέτουμε

					         � EMBED Equation.3  ���,			           (3)

	οπότε η (2) γράφεται

� EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, λόγω της (α), έχουμε

			      � EMBED Equation.3  ���.	           (4)

	Όμως, λόγω της (3), είναι

� EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���,    αφού   � EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, η εξίσωση έχει ως λύσεις τους αριθμούς:   

	� EMBED Equation.3  ���,   όπου   � EMBED Equation.3  ���.



2.	α΄ τρόπος:

	Η εξίσωση	� EMBED Equation.3  ���   γράφεται διαδοχικά

			� EMBED Equation.3  ���

			  � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���

	(αφού ο � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι ρίζα της εξίσωσης)

				       � EMBED Equation.3  ���

				   � EMBED Equation.3  ���

				        � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� ή (� EMBED Equation.3  ���, με � EMBED Equation.3  ���). Για � EMBED Equation.3  ���, έχουμε:

			� EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���     ή   � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, οι ρίζες είναι οι:

	� EMBED Equation.3  ��� (διπλή),   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	β΄  τρόπος:

	Μια προφανής ρίζα είναι η � EMBED Equation.3  ���. Έτσι η εξίσωση, σύμφωνα με το σχήμα Horner, γράφεται:

	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���

					  � EMBED Equation.3  ���      ή   � EMBED Equation.3  ���  με  � EMBED Equation.3  ���)

				� EMBED Equation.3  ���      ή   � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���(διπλή)  ή  � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���.



3.	Έχουμε:

	� EMBED Equation.3  ���,

	όπου		� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως

			� EMBED Equation.3  ���,		� EMBED Equation.3  ���,

			� EMBED Equation.3  ���,		� EMBED Equation.3  ���,

			� EMBED Equation.3  ���		� EMBED Equation.3  ���.

			� EMBED Equation.3  ���,

	Το πολυώνυμο � EMBED Equation.3  ��� γράφεται

			      � EMBED Equation.3  ���	           (1)

	Όμως

		     � EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���     (2)

	Από τις ισότητες (1) και (2) έχουμε:

     � EMBED Equation.3  ���.

	Καθένας από τους τρεις παράγοντες του δευτέρου μέλους είναι τριώνυμο δευτέρου βαθμού με πραγματικούς συντελεστές. Πράγματι, ο παράγοντας � EMBED Equation.3  ��� γράφεται

	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

					    � EMBED Equation.3  ���.

	Ομοίως 	       � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

					   � EMBED Equation.3  ���

	και		       � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���

					    � EMBED Equation.3  ���.



4.	Έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���

			         � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���

         � EMBED Equation.3  ���  ή  (� EMBED Equation.3  ���,   με   � EMBED Equation.3  ���)

        � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���,

όπου � EMBED Equation.3  ���, αφού   � EMBED Equation.3  ���.

	Θέτουμε, τώρα, καθεμιά από τις ρίζες αυτές στην εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� και ελέγχουμε αν την επαληθεύουν ή όχι. Έτσι:

Για � EMBED Equation.3  ��� είναι:

	� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο μιγαδικός i είναι ρίζα και της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ���. Επειδή η εξίσωση αύτή έχει πραγματικούς συντελεστές, ο συζυγής του i, δηλαδή ο � EMBED Equation.3  ��� θα είναι και αυτός ρίζα της. Άρα, οι αριθμοί i και � EMBED Equation.3  ��� είναι κοινές ρίζες των εξισώσεων.

Για � EMBED Equation.3  ���, επειδή � EMBED Equation.3  ���, είναι:

		      � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

	Άρα, η ω δεν είναι κοινή ρίζα των εξισώσεων, οπότε και η συζυγής της δεν μπορεί να είναι κοινή ρίζα αυτών.

	Τελικά, οι δύο εξισώσεις έχουν δύο ρίζες κοινές, τους μιγαδικούς � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.

5.	α΄  τρόπος: 	Η εξίσωση:  � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύναμα 

			� EMBED Equation.3  ���.		           (1)

	Επομένως:

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα η (1) γράφεται:

� EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���.

	β΄  τρόπος:	Έστω   � EMBED Equation.3  ��� η τριγωνομετρική μορφή του � EMBED Equation.3  ���. Τότε η εξίσωση γράφεται

      � EMBED Equation.3  ���

						         � EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���

						          � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, οι ρίζες είναι

� EMBED Equation.3  ���,       � EMBED Equation.3  ���,

� EMBED Equation.3  ���    και     � EMBED Equation.3  ���.



6.	Έστω ξ  μία πραγματική ρίζα της εξίσωσης. Τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε

	� EMBED Equation.3  ���.   Άρα   � EMBED Equation.3  ���.



7.	α)	Είναι:

� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα,

	� EMBED Equation.3  ���     και     � EMBED Equation.3  ���

	β)	Αφού η εξίσωση  � EMBED Equation.3  ���  έχει ρίζες τις � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� θα ισχύει:

	� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���.



8.	α)	Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� είναι β΄ βαθμού ως προς z και έχει διακρίνουσα:

         � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���.

	β)	Οι εικόνες των λύσεων, καθώς το θ μεταβάλλεται στο � EMBED Equation.3  ���, είναι τα σημεία με συνισταμένες � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, θα έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���,   οπότε   � EMBED Equation.3  ���   και  άρα   � EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως   � EMBED Equation.3  ���.   Άρα, οι εικόνες των λύσεων της εξίσωσης κινούνται στην υπερβολή

� EMBED Equation.3  ���.



9.	Έχουμε

	  � EMBED Equation.3  ���

			       � EMBED Equation.3  ���     (1)   ή   � EMBED Equation.3  ���     (2)

	Όμως:      � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ��� ή  � EMBED Equation.3  ���

	και	        � EMBED Equation.3  ���

			        � EMBED Equation.3  ���.





ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ





Γ΄  ΟΜΑΔΑΣ



1.	α)	Έχουμε

� EMBED Equation.3  ���

				 � EMBED Equation.3  ���.

	β)	Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι:

  � EMBED Equation.3  ���,

Άρα, τα σημεία � EMBED Equation.3  ��� βρίσκονται στην έλλειψη � EMBED Equation.3  ���.



2.	Αν	� EMBED Equation.3  ���,  τότε η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� γράφεται διαδοχικά

					 � EMBED Equation.3  ���

				� EMBED Equation.3  ���

			              � EMBED Equation.3  ���

	Επομένως	� EMBED Equation.3  ���   και με πολλαπλασιασμό κατά μέλη έχουμε � EMBED Equation.3  ��� που είναι εξίσωση ισοσκελούς υπερβολής.



3.	α)	Αν � EMBED Equation.3  ���,  τότε θα έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του  z είναι η ευθεία  � EMBED Equation.3  ���.

	β)	Έχουμε:

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, αν � EMBED Equation.3  ���, τότε θα ισχύει:

� EMBED Equation.3  ���� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος των εικόνων του � EMBED Equation.3  ��� είναι η ευθεία � EMBED Equation.3  ���.

	(γ)	Το πλησιέστερο σημείο της ευθείας ε : � EMBED Equation.3  ��� από το σημείο � EMBED Equation.3  ��� είναι το ίχνος της κάθετης η προς την ε από το � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���. Άρα, η ευθεία η έχει εξίσωση � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, το ζητούμενο σημείο θα είναι το σημείο τομής των ε και η. Επιλύοντας το σύστημα � EMBED Equation.3  ��� βρίσκουμε ότι οι συντεταγμένες του σημείου αυτού είναι � EMBED Equation.3  ���. Άρα, το πλησιέστερο σημείο της ε προς το Ο θα είναι το � EMBED Equation.3  ���.

4.	α)  Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε

� EMBED Equation.3  ���

		 � EMBED Equation.3  ���

		 � EMBED Equation.3  ���

� EMBED Word.Picture.6  ���

		 � EMBED Equation.3  ���

		 � EMBED Equation.3  ���

		 � EMBED Equation.3  ���.

� EMBED Word.Picture.6  ���

	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών z που ικανοποιούν την ανίσωση είναι τα εσωτερικά σημεία του κυκλικού δίσκου με κέντρο � EMBED Equation.3  ��� και ακτίνα � EMBED Equation.3  ���.



	β)	Αν  � EMBED Equation.3  ���, τότε έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���   � EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���   � EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, οι εικόνες των μιγαδικών που ικανοποιούν την εξίσωση είναι τα σημεία της παραβολής � EMBED Equation.3  ���.



5.	Αν   � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���,   τότε

	� EMBED Equation.3  ���

	Επομένως, αν υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, τότε θα έχουμε

			� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���	           (1)

� EMBED Word.Picture.6  ���

	Εφόσον, όμως, οι εικόνες των μιγαδικών � EMBED Equation.3  ��� βρίσκονται στο ίδιο ημιεπίπεδο της ευθείας � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και δεν ανήκουν σ’αυτήν, θα ισχύει

(� EMBED Equation.3  ��� για κάθε ν)

ή 	(� EMBED Equation.3  ��� για κάθε ν),

οπότε θα έχουμε

	� EMBED Equation.3  ���   ή 

	� EMBED Equation.3  ���.

	Έτσι, λόγω της (1), θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.

� EMBED Word.Picture.6  ���



6.	Από την ισότητα, � EMBED Equation.3  ���, αν � EMBED Equation.3  ���, έχουμε:

	  � EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���

			� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα, κάθε λύση της εξίσωσης ανήκει στην ευθεία � EMBED Equation.3  ���.



7.	α)	Αφού το τριώνυμο � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει πραγματικές ρίζες, ως γνωστόν, οι τιμές του για κάθε � EMBED Equation.3  ��� θα είναι ομόσημες του α. Έτσι οι � EMBED Equation.3  ��� θα είναι ομόσημοι του α, άρα και μεταξύ τους, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.

	β)	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε:

      � EMBED Equation.3  ���

					         � EMBED Equation.3  ���

					          � EMBED Equation.3  ���,

	αφού ο � EMBED Equation.3  ��� δεν είναι ρίζα του � EMBED Equation.3  ���.

8.	Οι ρίζες της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ��� είναι οι:

� EMBED Equation.3  ���.

	Επομένως η σχέση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται

� EMBED Equation.3  ���.

	Άρα 	

	� EMBED Equation.3  ���

	και		          � EMBED Equation.3  ���.
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