	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, το κλάσμα � EMBED Equation.3  ��� είναι ανάγωγο για όλες τις τιμές του � EMBED Equation.3  ���.





4.	Έστω � EMBED Equation.3  ���. Επειδή � EMBED Equation.3  ��� θα ισχύει


				           � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���			           (1)


	και επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει


				           � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���			           (2)


	Έτσι, από τις σχέσεις (1) και (2), έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Αντιστρόφως, αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.





5.	Είναι


� EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���      και      � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, από τη δεύτερη σχέση έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ���, ενώ από την τρίτη ότι � EMBED Equation.3  ���. Έτσι, θα πρέπει � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.





6.	Είναι


		� EMBED Equation.3  ���


			  � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι, σύμφωνα με το πόρισμα 1, οι ακέραιοι κ, λ είναι πρώτοι μεταξύ τους.





7.	(i) Έστω � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Τότε 


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή	� EMBED Equation.3  ��� 		          (1).


	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα υπάρχουν � EMBED Equation.3  ��� τέτοιοι, ώστε � EMBED Equation.3  ���, οπότε


					� EMBED Equation.3  ���.			           (2)


	Έτσι, έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα, λόγω της (2), � EMBED Equation.3  ���. Συνεπώς � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή	 � EMBED Equation.3  ���.				           (3)


	Από (1) και (3) προκύπτει ότι � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���.


Είναι:


� EMBED Equation.3  ���.





8.	Είναι:


� EMBED Equation.3  ���


					    � EMBED Equation.3  ���.








4.5   ΠΡΩΤΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	Είναι � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, για να είναι ο 101 πρώτος αρκεί να μην έχει θετικό πρώτο διαιρέτη μικρότερο του 11. Επειδή κανένας από τους πρώτους 2, 3, 5, 7, που είναι μικρότεροι του 11, δεν διαιρεί τον 101, ο αριθμός 101 είναι πρώτος. Αν εργαστούμε με τον ίδιο τρόπο, διαπιστώνουμε ότι οι αριθμοί 103, 107 και 113 είναι πρώτοι, ενώ οι 111 και 121 είναι σύνθετοι.





2.	Από το κόσκινο του Ερατοσθένη βρίσκουμε ότι


	(i) � EMBED Equation.3  ��� αφού οι αριθμοί 8, 9, 10 είναι τρεις πρώτοι στη σειρά διαδοχικοί σύνθετοι αριθμοί.


	(ii) � EMBED Equation.3  ���, αφού οι αριθμοί 24, 25, 26, 27 είναι τέσσερις πρώτοι στη σειρά διαδοχικοί σύνθετοι αριθμοί.





3.	(i) Επειδή � EMBED Equation.3  ��� έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ���, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���.





4.	Έχουμε


		            � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���


				� EMBED Equation.3  ���       ή   � EMBED Equation.3  ��� αδύνατο


				� EMBED Equation.3  ���.





5.	Έχουμε


	(   � EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���,	αφού   � EMBED Equation.3  ���


		          � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���,	αφού  � EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���


		         � EMBED Equation.3  ���.


6.	Οι α, β είναι της μορφής


� EMBED Equation.3  ���      και      � EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως


� EMBED Equation.3  ���


				     � EMBED Equation.3  ���,


	που είναι σύνθετος, αφού είναι της μορφής 2μ, όπου � EMBED Equation.3  ���.





7.	Αν � EMBED Equation.3  ���, τότε � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���.





8.	α΄ τρόπος:	Έστω ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε θα υπάρχει θετικός πρώτος διαιρέτης p του � EMBED Equation.3  ���. Άρα θα ισχύει


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Συνεπώς � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ��� και άρα� EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.


	β΄  τρόπος:	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, οι κανονικές μορφές των α και β δεν έχουν κοινό παράγοντα. Άρα και οι κανονικές μορφές των � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���δεν θα έχουν κοινό παράγοντα, οπότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���.





9.	Εργαζόμαστε όπως και στο Γυμνάσιο:
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	Έτσι, έχουμε


� EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���,      � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, σύμφωνα με το συμπέρασμα της σελίδας 167, είναι


� EMBED Equation.3  ���      και      � EMBED Equation.3  ���.





10.	Αν οι εκθέτες είναι όλοι άρτιοι, τότε θα είναι της μορφής


� EMBED Equation.3  ���,    όπου    � EMBED Equation.3  ���


	οπότε θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���,    όπου   � EMBED Equation.3  ���.


	Αντιστρόφως, έστω � EMBED Equation.3  ���, όπου � EMBED Equation.3  ���. Τότε κάθε θετικός πρώτος διαιρέτης του β θα είναι και διαιρέτης του α. Επομένως, ο β θα έχει ως κανονική μορφή την


� EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι η ισότητα � EMBED Equation.3  ��� γράφεται


� EMBED Equation.3  ���


	οπότε έχουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���…,  � EMBED Equation.3  ���. Άρα όλοι οι εκθέτες της κανονικής μορφής του α θα είναι άρτιοι.








Β΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	(i) Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���


	και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.


	(ii) Ας υποθέσουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει


		  � EMBED Equation.3  ���,    οπότε    � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα    � EMBED Equation.3  ���    ή   � EMBED Equation.3  ���    οπότε    � EMBED Equation.3  ���    ή    � EMBED Equation.3  ���.


	Επομένως, και στις δύο περιπτώσεις θα έχουμε � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.





2.	(  Υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και θα δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Έστω ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.


	Ομοίως αποδεικνύεται ότι � EMBED Equation.3  ���.


	(  Υποθέτουμε ότι � EMBED Equation.3  ��� και θα δείξουμε ότι � EMBED Equation.3  ���. Έστω ότι � EMBED Equation.3  ���. Τότε ο � EMBED Equation.3  ��� θα έχει έναν, τουλάχιστον, θετικό πρώτο διαιρέτη, έστω τον p. Επομένως, θα ισχύει


	� EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���. Άρα � EMBED Equation.3  ��� ή � EMBED Equation.3  ���, δηλαδή � EMBED Equation.3  ���, που είναι άτοπο.





3.	Επειδή � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� οι ακέραιοι  α, β  θα είναι της μορφής:


		         � EMBED Equation.3  ���  με   � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���   με   � EMBED Equation.3  ���		           (1)


	Έτσι, θα έχουμε


	(   � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���


	(   � EMBED Equation.3  ���, αφού � EMBED Equation.3  ���





4.	Έχουμε


	(   � EMBED Equation.3  ���


						         � EMBED Equation.3  ���


	Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος, αφού � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���.


	(   � EMBED Equation.3  ���


	Άρα	� EMBED Equation.3  ���.


	Όμως � EMBED Equation.3  ���. Άρα ο � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος.


5.	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, έχουμε � EMBED Equation.3  ���	(1).


	Επομένως, � EMBED Equation.3  ��� και επειδή � EMBED Equation.3  ���, θα ισχύει � EMBED Equation.3  ���. Άρα, υπάρχει � EMBED Equation.3  ���, τέτοιος ώστε � EMBED Equation.3  ���, οπότε, λόγω της (1), θα είναι � EMBED Equation.3  ���. Έχουμε λοιπόν


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,    � EMBED Equation.3  ���,


	οπότε


� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα,ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος.





6.	Έστω p είναι θετικός πρώτος αριθμός. Τότε ο p θα είναι της μορφής:


� EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���   ή   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, επειδή ο p είναι πρώτος, θα είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε θα έχουμε � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ���. Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι και οι τρεις αριθμοί � EMBED Equation.3  ��� είναι πρώτοι.


	(   Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, τότε θα είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί � EMBED Equation.3  ���και � EMBED Equation.3  ��� πρώτοι.


	(  Αν � EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, τότε θα είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε ο αριθμός � EMBED Equation.3  ��� είναι σύνθετος. Άρα, δεν είναι και οι τρεις αριθμοί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� πρώτοι. Άρα, ο μοναδικός θετικός πρώτος p, για τον οποίο οι αριθμοί � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� είναι και οι τρεις πρώτοι, είναι ο � EMBED Equation.3  ���.





7.	(i) α΄ τρόπος:	  � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���  και  � EMBED Equation.3  ���,  αφού � EMBED Equation.3  ���


					� EMBED Equation.3  ���


	β΄ τρόπος:	Πιθανές θετικές ακέραιες λύσεις της εξίσωσης είναι οι θετικοί διαιρέτες του 3, δηλαδή οι αριθμοί 1 και 3. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι μόνο η � EMBED Equation.3  ��� είναι λύση της εξίσωσης.


Είναι 	  � EMBED Equation.3  ���.


	Όμως,  ο αριθμός  � EMBED Equation.3  ���  είναι  άρτιος.  Άρα,  ο  αριθμός  p  θα είναι άρτιος,


οπότε θα είναι � EMBED Equation.3  ���. Έτσι η εξίσωση γράφεται


� EMBED Equation.3  ���


					     � EMBED Equation.3  ���  ή  � EMBED Equation.3  ���


	Επομένως, η θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���.





8.	Αν � EMBED Equation.3  ��� οι κοινοί και μη κοινοί θετικοί πρώτοι παράγοντες των α και β, τότε θα ισχύει


			    � EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���		           (1)


	όπου � EMBED Equation.3  ��� φυσικοί αριθμοί. Επομένως, θα είναι


			� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���	           (2)


	Επειδή � EMBED Equation.3  ���, λόγω της (2), θα ισχύει


� EMBED Equation.3  ���, � EMBED Equation.3  ���, …,  � EMBED Equation.3  ���


	οπότε, θα έχουμε


� EMBED Equation.3  ���,  � EMBED Equation.3  ���, …,  � EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, λόγω της (1), έχουμε ότι � EMBED Equation.3  ���.








4.6  Η  ΓΡΑΜΜΙΚΗ  ΔΙΟΦΑΝΤΙΚΗ  ΕΞΙΣΩΣΗ








Α΄ ΟΜΑΔΑΣ





1.	(i)  Είναι (4,6)=2, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει ακέραιες λύσεις.


	(ii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραιες λύσεις.


	(iii) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραιες λύσεις.


	(iv) Είναι � EMBED Equation.3  ���, οπότε � EMBED Equation.3  ���. Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� έχει ακέραιες λύσεις.


	(v) Για όλες τις ακέραιες τιμές των � EMBED Equation.3  ��� το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι άρτιος αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος περιττός. Άρα η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει ακέραιες λύσεις.





2.	(i) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� γράφεται ισοδύναμα


� EMBED Equation.3  ���


	και έχει μια προφανή λύση την � EMBED Equation.3  ���. Άρα οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	(iv) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���. Άρα, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.





3.	(i) Έχουμε


� EMBED Equation.3  ���


					  � EMBED Equation.3  ���		           (1)


	Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της εξίσωσης (1) δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η μοναδική θετική ακέραια λύση της εξίσωσης είναι η � EMBED Equation.3  ���.


	(ii) Μια προφανής ακέραια λύση της εξίσωσης � EMBED Equation.3  ��� είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι ακέραιες λύσεις � EMBED Equation.3  ��� της εξίσωσης (1) δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	Επειδή αναζητούμε τις θετικές ακέραιες λύσεις, έχουμε


	� EMBED Equation.3  ���.


	Άρα, η εξίσωση έχει άπειρες θετικές ακέραιες λύσεις � EMBED Equation.3  ���. Αυτές δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.





4.	(i) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους του θετικούς ακέραιους � EMBED Equation.3  ��� το πρώτο μέλος της εξίσωσης είναι θετικός αριθμός, ενώ το δεύτερο μέλος αρνητικός αριθμός. 


	(ii) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους τους θετικούς ακέραιους � EMBED Equation.3  ��� ισχύει:


	� EMBED Equation.3  ���.


	(iii) Η εξίσωση � EMBED Equation.3  ��� δεν έχει θετικές ακέραιες λύσεις, αφού για όλους τους θετικούς ακέραιους � EMBED Equation.3  ��� ισχύει:


� EMBED Equation.3  ���.





5.	Έστω ότι αλλάζουμε το νόμισμα 10.000 δρχ. με x χιλιάρικα και y πεντακοσάρικα. Τότε θα ισχύει � EMBED Equation.3  ��� ή, ισοδύναμα,


			� EMBED Equation.3  ���	    (1)  ,  	    όπου � EMBED Equation.3  ���.


	Αναζητούμε, επομένως, τις μη αρνητικές λύσεις της (1). Μια προφανής ακέραια λύση της (1) είναι η � EMBED Equation.3  ���. Επομένως, οι ακέραιες λύσεις, � EMBED Equation.3  ���, της (1) δίνονται από τις σχέσεις


� EMBED Equation.3  ���   και   � EMBED Equation.3  ���,   � EMBED Equation.3  ���.


	Έτσι έχουμε
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