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55ÊÅÖÁËÁÉÏ

Ðáñáëëçëüãñáììá  - ÔñáðÝæéá

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôá ôåôñÜðëåõñá ðïõ Ý÷ïõí ðáñÜëëçëåò
ðëåõñÝò, èá ôá ôáîéíïìÞóïõìå êáé èá åîåôÜóïõìå ôéò ÷áñáêôçñéóôéêÝò éäéü-
ôçôÝò ôïõò. Ùò åöáñìïãÝò èá áðïäåé÷èïýí êÜðïéåò âáóéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôá
ôñßãùíá, ôá ôåôñÜðëåõñá êáé ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò.

kefal05.qxd  23/01/2001 10:00 AM  Page 95



96

ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Josef Alberts (Ãåñìáíüò, 1888-1976). 
«ÁöéÝñùìá óôï ôåôñÜãùíï: ïðôáóßá», ëÜäé óå óáíßäá, 1959.
ÓõëëïãÞ Ìïõóåßïõ Solomon R. Guggenheim, ÍÝá Õüñêç.
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5.1 ÅéóáãùãÞ

¼ðùò åßäáìå óôçí §2.20, ôï åõèýãñáììï ó÷Þìá ðïõ Ý÷åé ôÝó-
óåñéò ðëåõñÝò ëÝãåôáé ôåôñÜðëåõñï. ÊÜèå êõñôü ôåôñÜðëåõñï
ÁÂÃÄ (ó÷.1) Ý÷åé äýï äéáãùíßïõò ÁÃ êáé ÂÄ, ïé ïðïßåò ôÝìíï-
íôáé óå åóùôåñéêü óçìåßï ôïõò.  
Óôá åðüìåíá, üôáí ëÝìå ôåôñÜðëåõñï, èá åííïïýìå êõñôü ôå-
ôñÜðëåõñï.
Ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé äýï ìüíïí ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ëÝ-
ãåôáé ôñáðÝæéï (ó÷.2), åíþ ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé ôéò áðÝ-
íáíôé ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò ëÝãåôáé ðáñáëëçëüãñáììï (ó÷.3).

5.2 Ðáñáëëçëüãñáììá

Ðáñáëëçëüãñáììï

Ïñéóìüò 

Ðáñáëëçëüãñáììï ëÝãåôáé ôï ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé
ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ ðáñÜëëçëåò. 

ÄçëáäÞ ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, üôáí
ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ.

� Éäéüôçôåò ðáñáëëçëïãñÜììùí
Óå êÜèå ðáñáëëçëüãñáììï éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

Áðüäåéîç ôùí i), ii) 
Óõãêñßíïõìå ôá ôñßãùíá ÁÂÄ, ÂÃÄ (ó÷. 5). ¸÷ïõìå: 
B
^

1 = Ä
^

1 = ù (åíôüò åíáëëÜî).

ÂÄ êïéíÞ ðëåõñÜ.
B
^

2 = Ä
^

2 = ö (åíôüò åíáëëÜî).

¢ñá ôá ôñßãùíá ÁÂÄ, ÂÃÄ åßíáé ßóá, ïðüôå ÁÂ = ÃÄ êáé 
ÁÄ = ÂÃ. Åðßóçò Ý÷ïõìå Á

^
= Ã

^
êáé Â

^
= Ä

^
= ö + ù.  

Áðüäåéîç ôçò éäéüôçôáò iii)
Óõãêñßíïõìå ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÃÄ. ¸÷ïõìå: 

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò.
(ii) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) Ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
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ÁÂ = ÃÄ
B
^

1 = Ä
^

1 = ù (åíôüò åíáëëÜî).

Á
^

1 = Ã
^

1 = ö (åíôüò åíáëëÜî).

¢ñá, ôá ôñßãùíá ÏÁÂ, ÏÃÄ åßíáé ßóá, ïðüôå ÏÁ = ÏÃ êáé 
ÏÂ =ÏÄ.

Ãéá ôï ëüãï áõôü ëÝãåôáé êÝíôñï ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

Áí ôá ôìÞìáôá (ó÷.8) åßíáé êÜèåôá óôéò ðáñÜëëçëåò, ôï êïéíü
ìÞêïò ôïõò ëÝãåôáé áðüóôáóç ôùí ðáñáëëÞëùí. ÊÜèå åõèý-
ãñáììï ôìÞìá ðïõ Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ óôéò åõèåßåò ôùí áðÝíá-
íôé ðëåõñþí ðáñáëëçëïãñÜììïõ êáé åßíáé êÜèåôï óå áõôÝò
ëÝãåôáé ýøïò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, åíþ ïé áðÝíáíôé
ðëåõñÝò ôïõ ëÝãïíôáé âÜóåéò ùò ðñïò áõôü ôï ýøïò (ó÷.9).

� ÊñéôÞñéá ãéá ðáñáëëçëüãñáììá
Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá áðïäåßîïõìå ðñïôÜóåéò (êñéôÞñéá) ïé
ïðïßåò åîáóöáëßæïõí üôé Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï:
¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï áí éó÷ýåé ìéá áðü
ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôá êñéôÞ-
ñéá, èá ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü íá áðïäåßîïõìå üôé óå
êÜèå ðåñßðôùóç, ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ ôåôñáðëåýñïõ åßíáé
ðáñÜëëçëåò.
(i) ¸óôù ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÄ = ÂÃ (ó÷.10). Áí öÝñïõìå ôç äéáãþíéï
ÂÄ, ôüôå ó÷çìáôßæïíôáé ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÂÃÄ ðïõ åßíáé ßóá,
ãéáôß ÁÂ = ÃÄ, ÁÄ = ÂÃ êáé ÂÄ êïéíÞ ðëåõñÜ. ¢ñá B

^
1 = Ä

^
1 = ù

êáé B
^

2 = Ä
^

2 = ö , ïðüôå ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ, äçëáäÞ ôï ÁÂÃÄ
åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò áíÜ äýï åßíáé ßóåò.
(ii) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò êáé ðáñÜëëçëåò.

(iii) Ïé áðÝíáíôé ãùíßåò áíÜ äýï åßíáé ßóåò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

Ó÷Þìá 10

ÐÏÑIÓÌÁ É

Ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ðáñáëëçëïãñÜììïõ åß-
íáé êÝíôñï óõììåôñßáò ôïõ.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

ÐáñÜëëçëá ôìÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí ôá Üêñá ôïõò óå äýï
ðáñÜëëçëåò åõèåßåò åßíáé ßóá (ó÷.7).
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(ii) ¸óôù ÁÂ// = ÃÄ (ó÷.10). Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÂÃÄ åßíáé
ßóá, ãéáôß ÁÂ = ÃÄ, B

^
1 = Ä

^
1 = ù êáé ç ÂÄ åßíáé êïéíÞ ðëåõñÜ.

ÅðïìÝíùò, üìïéá ìå ôï (i), ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëü-
ãñáììï. 
(iii) Áí Á

^
= Ã

^
= ù êáé B

^
= Ä

^
= ö (ó÷.11) ç ó÷Ýóç Á

^
+B

^
+Ã

^
+Ä

^
= 4z

ãñÜöåôáé 2ù + 2ö = 4z Þ ö + ù = 2z. ÅðïìÝíùò, Ý÷ïõìå üôé 
Á
^

+ Ä
^

= 2z, ïðüôå ÁÂ // ÃÄ êáé Á
^

+ B
^

= 2z, ïðüôå ÁÄ // ÂÃ,
äçëáäÞ ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
(iv) ¸óôù ÁÏ = ÏÃ êáé ÏÂ = ÏÄ (ó÷.12). Ôá ôñßãùíá ÁÏÂ
êáé ÃÏÄ, êáèþò êáé ôá ôñßãùíá ÁÏÄ êáé ÂÏÃ åßíáé ßóá.
ÅðïìÝíùò, üìïéá ìå ôï (i), èá åßíáé ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ//ÂÃ, äç-
ëáäÞ ôï ÁÂÃÄ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
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Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá åßíáé ðáñáë-
ëçëüãñáììá, ðïéá ü÷é êáé ãéáôß;

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï;
3. Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.

4. Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ù êáé ö ôïõ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÄÅÆÇ.

5. ¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï áí:

i) Äýï áðÝíáíôé ãùíßåò åßíáé ßóåò.

ii) Ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ôïõ åßíáé 
ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

iii) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé 
ßóåò.

iv) Äýï áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé 
ðáñÜëëçëåò.

(Óçìåéþóôå x óå êÜèå óùóôÞ ðñüôáóç).

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ç äé÷ïôüìïò ôçò

Á^ ôÝìíåé ôç ÄÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÂÃ.
2. ¸óôù Ï ôï êÝíôñï ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ. Áí Å
êáé Æ óçìåßá ôùí ÏÁ êáé ÏÃ áíôßóôïé÷á, þóôå 
ÏÅ = ÏÆ, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôåôñÜðëåõñï ÂÅÄÆ åß-
íáé ðáñáëëçëüãñáììï.
3. ¸óôù Å êáé Æ, ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÃÄ áíôß-
óôïé÷á, ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÅÃÆ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
ii) ïé ÁÃ, ÂÄ êáé ÅÆ óõíôñÝ÷ïõí.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Ç ðá-
ñÜëëçëç áðü ôï Ä ðñïò ôçí ÁÂ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Å. Áí
ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Å ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï
Æ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÅ = ÂÆ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé óç-
ìåßï Ì ôçò âÜóçò ôïõ ÂÃ. ÖÝñïõìå ÌÅ//ÁÂ (Å óçìåßï
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Åßäç ðáñáëëçëïãñÜììùí

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá ìåëåôÞóïõìå ôá åßäç ôùí ðáñáëëç-
ëïãñÜììùí, äçëáäÞ ôá ðáñáëëçëüãñáììá ðïõ Ý÷ïõí êáé
êÜðïéåò åðéðëÝïí éäéüôçôåò. Äéáêñßíïõìå ôñßá åßäç ðáñáë-
ëçëïãñÜììùí: ôï ïñèïãþíéï, ôï ñüìâï êáé ôï ôåôñÜãùíï.

5.3 Ïñèïãþíéï

Ïñéóìüò

Ïñèïãþíéï ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ Ý÷åé
ìßá ãùíßá ïñèÞ.

ÅðåéäÞ óôï ðáñáëëçëüãñáììï ïé áðÝíáíôé ãùíßåò ôïõ åßíáé
ßóåò, åíþ äýï äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ôïõ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò
(ùò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç), ðñïêýðôåé üôé üëåò ïé ãùíßåò
ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ïñèÝò. 

� Éäéüôçôåò ïñèïãùíßïõ

Ïé äéáãþíéïé ôïõ ïñèïãùíßïõ åßíáé ßóåò.
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ôïõ ÁÃ) êáé ÌÄ//ÁÃ (Ä óçìåßï ôïõ ÁÂ). Íá áðïäåßîåôå
üôé ÌÄ + ÌÅ = ÁÂ.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé Å óçìåßï ôçò
ÁÃ. ÖÝñïõìå ÄÆ//ÂÅ (Æ óçìåßï ôïõ ÁÃ). Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ//ÂÆ.
3. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôç
ÄÃ êáôÜ ôìÞìá ÃÅ = ÄÃ êáé ôç ÄÁ êáôÜ ôìÞìá ÁÆ = ÄÁ.
Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Æ, Â êáé Å åßíáé óõíåõèåéá-
êÜ. 
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äéáìÝ-
óùí ÂÄ êáé ÃÅ ðáßñíïõìå óçìåßá Ç êáé Æ áíôßóôïé÷á
ôÝôïéá, þóôå ÄÇ = ÂÄ êáé ÆÅ = ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÇ = ÁÆ,
ii) ôá óçìåßá Æ, Á êáé Ç åßíáé óõíåõèåéáêÜ.
5. Áðü óçìåßï Á íá öÝñåôå ôÝìíïõóá äýï ðáñÜëëçëùí
åõèåéþí ìå ôñüðï, þóôå ôï ìåôáîý ôùí ðáñáëëÞëùí
ôìÞìá ôçò íá åßíáé ßóï ìå äïóìÝíï ôìÞìá ë.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá óçìåßá Å, Æ,
Ç êáé Ê ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÁÄ áíôßóôïé-

÷á, þóôå ÁÅ = ÃÇ êáé ÂÆ = ÄÊ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ôï ôåôñÜðëåõñï ÅÆÇÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï,
ii) ïé ÁÃ, ÂÄ, ÅÇ êáé ÊÆ óõíôñÝ÷ïõí.
2. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÂ ðáñáëëçëïãñÜììïõ
ÁÂÃÄ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÃ êáé åðß ôçò çìéåõèåßáò ÄÁ
èåùñïýìå óçìåßï Æ, þóôå ÄÆ = ÄÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÆÃ^Å = 90°.
3. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå
ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÃ êáé ôçí ÁÄ êáôÜ ôìÞìá
ÄÆ = ÄÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óçìåßá Æ, Ã êáé Å åßíáé
óõíåõèåéáêÜ.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé óç-
ìåßï Ä ôçò ÁÃ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá 
ÂÅ = ÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÂÃ äé÷ïôïìåß ôç ÄÅ.
5. ¸íá ðïôáìüò, ôïõ ïðïßïõ ïé ü÷èåò åßíáé åõèýãñáì-
ìåò, äéÝñ÷åôáé ìåôáîý äýï ÷ùñéþí ðïõ áðÝ÷ïõí Üíéóåò
áðïóôÜóåéò áðü ôéò ü÷èåò ôïõ. Óå ðïéá èÝóç ðñÝðåé íá
êáôáóêåõáóèåß ìéá ãÝöõñá êÜèåôç ðñïò ôïí ðïôáìü,
þóôå ôá äýï ÷ùñéÜ íá âñßóêïíôáé óå ßóåò áðïóôÜóåéò
áðü ôéò áíôßóôïé÷åò åéóüäïõò ôçò ãÝöõñáò;

Ó÷Þìá 13
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Áðüäåéîç
¸óôù ÁÂÃÄ ïñèïãþíéï. Èá áðïäåßîïõìå üôé ïé äéáãþíéïé ÁÃ
êáé ÂÄ åßíáé ßóåò (ó÷.14).
Ôá ôñßãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá (Á

^
= Ä

^
= 90°, ÁÄ êïéíÞ,

ÁÂ = ÄÃ), ïðüôå ÁÃ = ÂÄ.

� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ïñèïãþíéï
¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ïñèïãþíéï, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðá-
ñáêÜôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
(i) Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
ii) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï ìå ÁÃ = ÂÄ. Ôüôå ôá ôñß-
ãùíá ÁÂÄ êáé ÁÄÃ åßíáé ßóá (ÁÂ = ÄÃ, ÁÃ = ÂÄ, ÁÄ êïéíÞ),
ïðüôå Á

^
= Ä

^
. ÁëëÜ Á

^
+ Ä

^
= 2z, ïðüôå Á

^
= Ä

^
= 1z. ÅðïìÝíùò,

ôï ÁÂÃÄ åßíáé ïñèïãþíéï.
(iii) Áí Ý÷åé ôñåéò ïñèÝò ãùíßåò èá åßíáé êáé ç Üëëç ïñèÞ, áöïý
ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êÜèå ôåôñáðëåýñïõ åßíáé 4z.
(iv) Áí üëåò ïé ãùíßåò åßíáé ßóåò, ðñïöáíþò üëåò åßíáé ïñèÝò. 

5.4 Ñüìâïò

Ïñéóìüò

Ñüìâïò ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ Ý÷åé äýï
äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ßóåò.

ÅðåéäÞ óôï ðáñáëëçëüãñáììï ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé
ßóåò ðñïêýðôåé üôé üëåò ïé ðëåõñÝò ôïõ ñüìâïõ åßíáé ßóåò. 

� Éäéüôçôåò ôïõ ñüìâïõ

Áðüäåéîç 
¸óôù ÁÂÃÄ ñüìâïò. ÅðåéäÞ ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò,
ç äéÜìåóïò ôïõ ÁÏ åßíáé ýøïò ôïõ êáé äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
Á
^
. ÅðïìÝíùò ÁÃ^ÂÄ êáé ç ÁÃ äé÷ïôïìåß ôçí Á

^
. ¼ìïéá ç ÁÃ

äé÷ïôïìåß ôç Ã
^

êáé ç ÂÄ ôéò B
^

êáé Ä
^

.

(i) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ ôÝìíïíôáé êÜèåôá.
ii) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ äé÷ïôïìïýí ôéò ãùíßåò ôïõ.

(i) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé Ý÷åé ìßá ïñèÞ ãùíßá.
(ii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé

ßóåò.
(iii) ¸÷åé ôñåéò ãùíßåò ïñèÝò.
(iv) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ åßíáé ßóåò.
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� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ñüìâïò

¸íá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ñüìâïò, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðáñáêÜ-
ôù ðñïôÜóåéò:

Áðüäåéîç
(i) êáé (ii) Ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ñüìâïõ.
(iii) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï ìå ÁÃ^ÂÄ.
Óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ç ÁÏ åßíáé äéÜìåóïò, áöïý ïé äéáãþíéïé ôïõ
ðáñáëëçëïãñÜììïõ äé÷ïôïìïýíôáé. Eðßóçò, ç ÁÏ åßíáé êáé
ýøïò, åðåéäÞ ÁÃ^ÂÄ. ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò,
ïðüôå ÁÂ = ÁÄ. ÅðïìÝíùò ôï ÁÂÃÄ åßíáé ñüìâïò.
(iv) ¸óôù ÁÂÃÄ ðáñáëëçëüãñáììï êáé ÁÃ äé÷ïôüìïò ôçò Á̂.
Ôüôå ðÜëé ôï ôñßãùíï ÁÂÄ åßíáé éóïóêåëÝò (áöïý ÁÏ äé÷ï-
ôüìïò êáé äéÜìåóïò), ïðüôå ôï ÁÂÃÄ åßíáé ñüìâïò.

5.5 ÔåôñÜãùíï

Ïñéóìüò

ÔåôñÜãùíï ëÝãåôáé ôï ðáñáëëçëüãñáììï ðïõ åßíáé
ïñèïãþíéï êáé ñüìâïò.

� Éäéüôçôåò ôåôñáãþíïõ

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé ôï ôåôñÜãùíï Ý÷åé üëåò ôéò
éäéüôçôåò ôïõ ïñèïãùíßïõ êáé üëåò ôéò éäéüôçôåò ôïõ ñüìâïõ.
ÅðïìÝíùò, óå êÜèå ôåôñÜãùíï:

� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôåôñÜðëåõñï ôåôñÜãùíï

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé ôåôñÜãùíï,
áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé ïñèïãþíéï êáé ñüìâïò.

(i) Ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò.
(ii) ¼ëåò ïé ðëåõñÝò ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ åßíáé ïñèÝò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò, ôÝìíïíôáé êÜèåôá,

äé÷ïôïìïýíôáé êáé äé÷ïôïìïýí ôéò ãùíßåò ôïõ.

(i) ¸÷åé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ ßóåò.
(ii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò

ôïõ åßíáé ßóåò.
(iii) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ ôÝìío-

íôáé êÜèåôá.
(iv) Åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï êáé ìßá äéáãþíéüò ôïõ äé÷ï-

ôïìåß ìßá ãùíßá ôïõ.
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Áðïäåéêíýåôáé üôé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé ôåôñÜãùíï, áí
éó÷ýåé ìßá áðü ôéò ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò:
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(i) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò
ôïõ åßíáé ßóåò.

(ii) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé ìßá äéáãþíéüò ôïõ äé÷ï-
ôïìåß ìßá ãùíßá ôïõ.

(iii) Ìßá ãùíßá ôïõ åßíáé ïñèÞ êáé ïé äéáãþíéïß ôïõ êÜèåôåò.
(iv) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé äýï äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò

ôïõ åßíáé ßóåò.
(v) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé ç ìßá äé÷ïôïìåß ìßá

ãùíßá ôïõ.
(vi) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò êáé êÜèåôåò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá åßíáé 
i) ïñèïãþíéá, ii) ñüìâïé, iii) ôåôñÜãùíá,
ðïéá ü÷é êáé ãéáôß;
i)

ii) 

iii)

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé:
i) Ïñèïãþíéï ii) Ñüìâïò
3. Óå ôé åßäïõò ôñßãùíá ÷ùñßæïíôáé ôá ðáñáêÜôù ó÷Þ-
ìáôá áðü ôéò äéáãùíßïõò ôïõò;
i) Ïñèïãþíéï ii) Ñüìâïò iii) ÔåôñÜãùíï
4. Íá áíáöÝñåôå äýï ïìïéüôçôåò êáé äýï äéáöïñÝò ðïõ
áöïñïýí ðëåõñÝò, ãùíßåò Þ äéáãùíßïõò ìåôáîý ôùí
æåõãþí ôùí ó÷çìÜôùí:
i) ÔåôñÜãùíï � Ñüìâïò ii) ÔåôñÜãùíï � Ïñèïãþíéï
iii) Ïñèïãþíéï � Ñüìâïò

5. Óçìåéþóôå x óå êÜèå óùóôÞ ðñüôáóç:

i) Ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ 
äåí åßíáé ßóåò.

ii) ¼ëåò ïé ãùíßåò ôïõ ñüìâïõ 
åßíáé ßóåò.

iii) ¸íáò ñüìâïò ìå ìßá ïñèÞ 
ãùíßá åßíáé ôåôñÜãùíï.

iv) ÊÜèå ôåôñÜãùíï åßíáé ñüìâïò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ öÝñïõìå AE^ÄÃ êáé
ÃÆ^AB.Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÆÃÅ åßíáé ïñèïãþíéï.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå êÝíôñï Ï êáé
BÄ = 2AÃ. Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÏÂ êáé ÏÄ áíôß-
óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÅÃÆ åßíáé ïñèïãþíéï.
3. Íá áðïäåßîåôå üôé áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ðá-
ñáëëçëïãñÜììïõ äå óõíôñÝ÷ïõí, ôüôå ó÷çìáôßæïõí
ïñèïãþíéï.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé ñüì-
âïò, áí êáé ìüíï áí ïé áðïóôÜóåéò ôùí áðÝíáíôé ðëåõ-
ñþí ôïõ åßíáé ßóåò.
5. Äßíåôáé ñüìâïò ÁÂÃÄ ìå êÝíôñï Ï. Ðáßñíïõìå äýï
óçìåßá Å êáé Æ ôçò ÁÃ, þóôå ÏÅ = ÏÆ = ÏÂ = ÏÄ. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÂÆ åßíáé ôåôñÜãùíï.
6. Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ÁÂÃÄ. Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ
êáé ÄÁ ðáßñíïõìå óçìåßá Ê, Ë, Ì êáé Í áíôßóôïé÷á
ôÝôïéá, þóôå ÁÊ = ÂË = ÃÌ = ÄÍ. Íá áðïäåßîåôå üôé
ôï ÊËÌÍ åßíáé ôåôñÜãùíï.
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ÅöáñìïãÝò ôùí ðáñáëëçëïãñÜììùí

5.6 ÅöáñìïãÝò óôá ôñßãùíá

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá ìÝóá Ä, Å ôùí ÁÂ, ÁÃ

áíôßóôïé÷á (ó÷.20). Èá áðïäåßîïõìå üôé ÄÅ // = }
Â

2

Ã
}.

Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÅ êáôÜ ôìÞìá EZ = ÄÅ. Ôï ôåôñÜðëåõñï
ÁÄÃÆ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, áöïý ïé äéáãþíéïß ôïõ äé÷ïôï-
ìïýíôáé. ¢ñá ÁÄ = // ÃÆ, ïðüôå ÄÂ = // ÃÆ, áöïý ÁÄ = ÄÂ.
¸ôóé ôï ôåôñÜðëåõñï ÄÆÃÂ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï, ïðüôå:
(i) ÄÆ // ÂÃ Üñá ÄÅ // ÂÃ êáé 

(ii) ÄÆ = ÂÃ Þ 2ÄÅ = ÂÃ Þ ÄÅ = }
Â

2

Ã
} .
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ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ êáé Ì ôï
ìÝóï ôçò ÂÄ. Áðü ôï Ä öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ,
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å. Áí ç ÅÌ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Æ
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÂÆ åßíáé ñüìâïò.

2. Óôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÂÃ, ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ ðáßñíïõ-
ìå óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÅ = ÂÆ. Íá áðï-
äåßîåôå üôé
i) ÁÆ = ÄÅ, ii) ÁÆ^ÄÅ.
3. Óå ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ, Å êáé Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÄ
êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áí Ç åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÁÆ
êáé ÂÅ êáé È ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ÄÆ êáé ÃÅ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ôï ÅÈÆÇ åßíáé ñüìâïò.
4. Íá áðïäåßîåôå üôé áí äýï êÜèåôá ôìÞìáôá Ý÷ïõí ôá
Üêñá ôïõò óôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôåôñáãþíïõ, ôüôå åß-
íáé ßóá.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå Â

^
= 45°. Áðü ôï

ìÝóï Ì ôçò ÃÄ öÝñïõìå êÜèåôï ðÜíù óôç ÃÄ êáé Ýóôù
Å êáé Æ ôá óçìåßá óôá ïðïßá áõôÞ ôÝìíåé ôéò ÁÄ êáé ÂÃ
áíôßóôïé÷á (Þ ôéò ðñïåêôÜóåéò ôïõò). Íá áðïäåßîåôå üôé
ôï ÄÅÃÆ åßíáé ôåôñÜãùíï.

2. Óå ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ öÝñïõìå ÂÅ^ÁÃ. Áí ç äé÷ï-

ôüìïò ôçò ãùíßáò ÄÂ
^
Å ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï Æ, íá áðïäåß-

îåôå üôé ÂÃ = ÃÆ.

3. Íá áðïäåßîåôå üôé: i) ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí
ôõ÷áßïõ óçìåßïõ ôçò âÜóçò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ áðü
ôéò ßóåò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé óôáèåñü (êáé ßóï ìå Ýíá áðü
ôá ýøç ôïõ), ii) ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí ôõ÷áßïõ
óçìåßïõ, ðïõ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü éóïðëåýñïõ
ôñéãþíïõ, áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé óôáèåñü (êáé ßóï
ìå ôï ýøïò ôïõ).

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí äýï
ðëåõñþí ôñéãþíïõ åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ôçí ôñßôç
ðëåõñÜ êáé ßóï ìå ôï ìéóü ôçò.

Èåþñçìá I

Áí áðü ôï ìÝóï ìéáò ðëåõñÜò åíüò ôñéãþíïõ öÝñïõìå
åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ìéá Üëëç ðëåõñÜ ôïõ, ôüôå ç
åõèåßá áõôÞ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ôñßôçò ðëåõ-
ñÜò ôïõ.

Èåþñçìá IÉ

Ó÷Þìá 20
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Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ êáé áò öÝñïõìå áðü ôï
ìÝóï Ä ôçò ÁÂ ôçí ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ
óôï Å (ó÷.21). Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï Å åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÁÃ.
¸óôù üôé ôï Å äåí åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ. Áí Z åßíáé ôï ìÝóï ôçò
ÁÃ, ôï ôìÞìá ÄÆ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ,
ïðüôå óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá ÄÆ // ÂÃ. ¸ôóé,
üìùò, Ý÷ïõìå áðü ôï Ä äýï ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÂÃ, ðïõ åßíáé
Üôïðï. ¢ñá ôï Å åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1, å2, å3 ïé ïðïßåò ôÝìíïõí

ôçí ä1 óôá óçìåßá Á, Â, Ã êáé ïñßæïõí óå áõôÞ ôá ßóá åõèý-

ãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ (ó÷.22). Áí ìéá Üëëç åõèåßá ä2 ôÝì-

íåé ôéò å1, å2, å3 óôá óçìåßá Ä, Å, Æ áíôßóôïé÷á, èá áðïäåßîïõ-

ìå üôé ÄÅ = ÅÆ.
ÖÝñïõìå ÁÊ // ÄÆ. Ôüôå ôá ôåôñÜðëåõñá ÁÄÅÇ êáé ÅÆÊÇ
åßíáé ðáñáëëçëüãñáììá, ïðüôå ÁÇ = ÄÅ (1) êáé ÇÊ = ÅÆ (2).
Óôï ôñßãùíï ÁÊÃ ôï Â åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÁÃ êáé ÂÇ // ÃÊ.
¢ñá ôï Ç åßíáé ìÝóï ôçò ÁÊ, äçëáäÞ ÁÇ = ÇÊ (3). Áðü ôéò
(1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé ÄÅ = ÅÆ.

� Ç ìåóïðáñÜëëçëïò äýï ðáñáëëÞëùí

Èåùñïýìå äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 êáé Ýíá ôìÞìá

ÁÂ = õ êÜèåôï ðñïò áõôÝò, ôï ïðïßï Ý÷åé ôá Üêñá ôïõ óôéò å1 êáé å2.

Áí áðü ôï ìÝóï Ê ôçò ÁÂ öÝñïõìå ôçí åõèåßá å ðáñÜëëçëç
ðñïò ôéò å1 êáé å2, ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå óçìåßï Ì ôçò å

éóáðÝ÷åé áðü ôéò å1 êáé å2 , áöïý MÃ = ÌÄ = }
2

õ
} .

Áíôßóôñïöá, áí Ýíá óçìåßï Ì éóáðÝ÷åé áðü ôéò å1 êáé å2, 

ôï Ì ôüôå åßíáé óçìåßï ìåôáîý ôùí ðáñáëëÞëùí êáé éó÷ýåé

ÌÃ+ÌÄ = ÃÄ = õ, ïðüôå MÃ = ÌÄ = }
2

õ
} .

¸ôóé ôá ôåôñÜðëåõñá ÌÃÁÊ êáé ÌÄÂÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáì-
ìá (ÌÃ// = ÁÊ, ÌÄ // = ÊÂ), ïðüôå ÌÊ // å1, å2. ÅðïìÝíùò, ôï

Ì áíÞêåé óôçí åõèåßá å.
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Áí ôñåéò (ôïõëÜ÷éóôïí) ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ïñßæïõí
óå ìßá åõèåßá ßóá ôìÞìáôá, èá ïñßæïõí ßóá ôìÞìáôá
êáé óå êÜèå Üëëç åõèåßá ðïõ ôéò ôÝìíåé.

Èåþñçìá IÉÉ

Ó÷Þìá 21

Ó÷Þìá 22

Ó÷Þìá 23
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ÊáôáëÞãïõìå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé:
Ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ éóáðÝ-
÷ïõí áðü äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ìßá åõèåßá å

ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò å1 êáé å2, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá

ôùí ôìçìÜôùí ðïõ Ý÷ïõí ôá Üêñá ôïõò óôéò äýï ðáñÜëëçëåò.
Ç åõèåßá å ëÝãåôáé ìåóïðáñÜëëçëïò ôùí å1 êáé å2.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 1ç

Íá áðïäåé÷èåß üôé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí åíüò ôåôñáðëåýñïõ
åßíáé êïñõöÝò ðáñáëëçëïãñÜììïõ.
Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé ôá ìÝóá Å, Æ, Ç, È ôùí ÁÂ,
ÂÃ, ÃÄ, ÄÁ áíôßóôïé÷á. Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ÅÆÇÈ åßíáé ðá-
ñáëëçëüãñáììï.
ÖÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÂÄ (ó÷.24á). Ðáñáôçñïýìå üôé ôá Å êáé È åß-

íáé ôá ìÝóá äýï ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÄ, ïðüôå ÅÈ = // }
Â

2

Ä
} (1).

¼ìïéá áðü ôï ôñßãùíï ÂÃÄ ðñïêýðôåé üôé ÆÇ = // }
Â

2

Ä
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) Ý÷ïõìå üôé ÅÈ = // ÆÇ, ïðüôå ôï ÅÆÇÈ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï. 

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Íá äéáéñåèåß Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ óå ôñßá ßóá åõèý-
ãñáììá ôìÞìáôá (ó÷.25).
Ëýóç
ÖÝñïõìå ìéá çìéåõèåßá Áx êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ ôá ßóá äéáäï-
÷éêÜ åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÃ, ÃÄ, ÄÅ. ÖÝñïõìå ôç ÂÅ êáé áðü
ôá Ä, Ã êáé Á ðáñÜëëçëåò ðñïò áõôÞ, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôçí ÁÂ
óôá óçìåßá Æ êáé Ç. Ôüôå óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ÉÉÉ, óåë. 105,
èá åßíáé ÁÇ = ÇÆ = ÆÂ.

Ó÷Þìá 24á

ÓÇÌÅÉÙÓÇ
ÁíÜëïãï óõìðÝñáóìá éó÷ýåé êáé óå ìç êõñôü
ôåôñÜðëåõñï (ó÷.24â).

Ó÷Þìá 24â

Ó÷Þìá 25
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5.7 Âáñýêåíôñï ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. ÖÝñïõìå ôéò äýï äéáìÝóïõò ÂÅ êáé ÃÆ.
ÅðåéäÞ Â

^
1 + Ã

^
1 < Â

^
+ Ã

^
< 2z, ïé äýï äéÜìåóïé ôÝìíïíôáé óå

Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï È ôïõ ôñéãþíïõ. Áí ç ÁÈ ôÝìíåé ôç ÂÃ
óôï Ä, èá áðïäåßîïõìå üôé i) ç ÁÄ åßíáé ç ôñßôç äéÜìåóïò ôïõ

ôñéãþíïõ, äçëáäÞ ÂÄ = ÄÃ êáé ii) ÁÈ = }
2

3
} ÁÄ.

i) Óôçí çìéåõèåßá ÈÄ ðáßñíïõìå ôìÞìá ÈÊ = ÁÈ. Ðáñáôç-
ñïýìå üôé ôá óçìåßá Å êáé È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÊÃ, ïðüôå EÈ = // }
Ã

2

Ê
} (1). 

¼ìïéá áðü ôï ôñßãùíï ÁÂÊ Ý÷ïõìå ÆÈ = // }
Â

2

Ê
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé ÂÅ //ÃÊ êáé ÃÆ // ÂÊ, äçëá-
äÞ ôï ÂÈÃÊ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï (3). ¢ñá ïé äéáãþíéïß
ôïõ äé÷ïôïìïýíôáé, ïðüôå ÂÄ = ÄÃ.
Ôï óçìåßï È, óôï ïðïßï ôÝìíïíôáé ïé äéÜìåóïé ôïõ ÁÂÃ, ëÝãå-
ôáé âáñýêåíôñï (Þ êÝíôñï âÜñïõò) ôïõ ôñéãþíïõ.
ii) Áðü ôï ðáñáëëçëüãñáììï ÂÈÃÊ Ý÷ïõìå áêüìç 

ÈÄ = ÄÊ = }
È

2

Ê
},  Üñá   ÈÄ = }

Á

2

È
} Þ   ÁÈ = 2ÈÄ.

Áðü ôéò (1) êáé (3)  ðñïêýðôåé üôé  

ÅÈ = }
Ã

2

Ê
} = }

Â

2

È
} Þ     ÂÈ = 2ÈÅ.

¼ìïéá áðü ôéò (2) êáé (3) Ý÷ïõìå ÃÈ = 2ÈÆ. Ðáñáôçñïýìå,
ëïéðüí, üôé ôï âáñýêåíôñï Ý÷åé ôçí éäéüôçôá íá ÷ùñßæåé êÜèå
äéÜìåóï óå äýï ôìÞìáôá ðïõ ôï Ýíá åßíáé äéðëÜóéï ôïõ Üëëïõ.
Åðßóçò Ý÷ïõìå üôé ÁÄ = ÁÈ + ÈÄ = 2ÈÄ + ÈÄ = 3ÈÄ. ¢ñá  

ÈÄ = }
1

3
} ÁÄ,  ïðüôå    ÁÈ = }

2

3
} ÁÄ.

¼ìïéá ðñïêýðôåé üôé  ÂÈ = }
2

3
} ÂÅ   êáé   ÃÈ = }

2

3
} ÃÆ.
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Ïé äéÜìåóïé åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï
óçìåßï ôïõ ïðïßïõ ç áðüóôáóç áðü êÜèå êïñõöÞ

åßíáé ôá }
2

3
} ôïõ ìÞêïõò ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 26

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Óôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç èåù-
ñÞóáìå ôï óçìåßï ôïìÞò È ôùí
äýï äéáìÝóùí ÂÅ êáé ÃÆ êáé
áðïäåßîáìå üôé ç ÁÈ áí ðñïåê-
ôáèåß åßíáé ç ôñßôç äéÜìåóïò ÁÄ.
Áõôüò ï ôñüðïò áðïôåëåß ìéá âá-
óéêÞ ìÝèïäï ãéá íá áðïäåéêíý-
ïõìå üôé ôñåéò åõèåßåò óõíôñÝ-
÷ïõí óå êÜðïéï óçìåßï.

kefal05.qxd  23/01/2001 10:00 AM  Page 107



Áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé:

Ç áðüóôáóç ôïõ âáñõêÝíôñïõ È åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃáðü êÜèå êï-

ñõöÞ ôïõ éóïýôáé ìå ôá }
2

3
} ôïõ ìÞêïõò ôçò áíôßóôïé÷çò äéáìÝóïõ.

5.8 Ôï ïñèüêåíôñï ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
Áðü ôéò êïñõöÝò Á, Â, Ã ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò
ðñïò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ, ïé ïðïßåò ïñßæïõí Ýíá íÝï ôñßãù-
íï ÊËÌ (ó÷.27).
Ëüãù ôùí ó÷çìáôéæüìåíùí ðáñáëëçëïãñÜììùí ÊÁÃÂ, ËÁÂÃ
êáé ÌÂÁÃ Ý÷ïõìå: ÊÁ = ÂÃ = ÁË, ËÃ = ÁÂ = ÃÌ êáé ÊÂ =
ÁÃ = ÂÌ.
ÅðïìÝíùò ôá óçìåßá Á, Â, Ã åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ
ôñéãþíïõ ÊËÌ.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá ýøç ôïõ ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ. Áðü ôéò êï-
ñõöÝò ôïõ Á, Â, Ã öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò
(ó÷.28). Óýìöùíá ìå ôï ËÞììá, óôï ôñßãùíï ÊËÌ ôá óçìåßá Á, Â,
Ã åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ. Åðßóçò, ðáñáôçñïýìå üôé ïé
åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé êÜèåôåò óôéò ÊË, ÊÌ êáé ÌË áíôß-
óôïé÷á (áöïý åßíáé êÜèåôåò óôéò ÂÃ, ÁÃ êáé ÁÂ) êáé ìÜëéóôá åßíáé
êÜèåôåò óôá ìÝóá ôïõò. ÄçëáäÞ ïé åõèåßåò ÁÄ, ÂÅ êáé ÃÆ åßíáé ïé
ìåóïêÜèåôïé ôùí ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÊËÌ, ïðüôå èá äéÝñ÷ï-
íôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï Ç.
Ôï óçìåßï Ç ëÝãåôáé ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ.

ËÞììá
Ïé ðáñÜëëçëåò, ðïõ Üãïíôáé áðü ôéò êïñõöÝò åíüò ôñéãþíïõ ðñïò
ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ, ó÷çìáôßæïõí ôñßãùíï, ôï ïðïßï Ý÷åé ùò
ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ ôéò êïñõöÝò ôïõ áñ÷éêïý ôñéãþíïõ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ó÷Þìá 27

Ó÷Þìá 28

Ïé öïñåßò ôùí õøþí åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï
ßäéï óçìåßï.

Èåþñçìá

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
¼ôáí ôï ôñßãùíï åßíáé ïñèïãþ-
íéï, ôï ïñèüêåíôñï åßíáé ç êïñõ-
öÞ ôçò ïñèÞò ãùíßáò, åíþ óå áì-
âëõãþíéï ôñßãùíï ôï ïñèüêåíôñï
âñßóêåôáé åêôüò ôïõ ôñéãþíïõ.

ÐÏÑÉÓÌÁ

Ïé êïñõöÝò Á, Â, Ã, ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôï ïñèüêåíôñü ôïõ
Ç áðïôåëïýí ïñèïêåíôñéêÞ ôåôñÜäá, äçëáäÞ êÜèå Ýíá
áðü áõôÜ ôá óçìåßá åßíáé ôï ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ,
ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá Üëëá ôñßá óçìåßá.
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ÐñÜãìáôé ïé êïñõöÝò ð.÷. Â,Ã êáé ôï ïñèüêåíôñï Ç ôïõ ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ ïñßæïõí ôï ôñßãùíï ÂÇÃ.
Ôá ýøç ÇÄ,ÂÆ êáé ÃÅ ôïõ ôñéãþíïõ ÂÇÃ ôÝìíïíôáé óôï Á,
ïðüôå ôï Á åßíáé ôï ïñèüêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ ÂÇÃ.

5.9 Ìéá éäéüôçôá ôïõ ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé ôç äéÜìåóü

ôïõ ÁÌ (ó÷.30). Èá áðïäåßîïõìå üôé ÁÌ = }
Â

2

Ã
}.

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÌÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÌÃ. Ôï ÌÄ óõíäÝåé ôá
ìÝóá äýï ðëåõñþí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, ïðüôå ÌÄ // ÁÂ. ÁëëÜ
ÁÂ^ÁÃ, åðïìÝíùò êáé ÌÄ^ÁÃ. ¢ñá, ôï ÌÄ åßíáé ýøïò êáé äéÜ-

ìåóïò óôï ôñßãùíï ÁÌÃ, ïðüôå ÁÌ = ÌÃ, äçëáäÞ ÁÌ = }
Â

2

Ã
} .

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá éó÷ýåé êáé áíôßóôñïöá, äçëáäÞ:

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ (ó÷.31). Áí 

ÁÌ = }
Â

2

Ã
}, èá áðïäåßîïõìå üôé ç ãùíßá Á

^
åßíáé ïñèÞ.

ÅðåéäÞ ÁÌ = }
Â

2

Ã
} Ý÷ïõìå ÁÌ = ÌÃ, ïðüôå Á

^
1 = Ã

^
(1) êáé

ÁÌ = ÌÂ, ïðüôå Á
^

2 = Â
^

(2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé Á
^

1 + Á
^

2 = Â
^

+ Ã
^

, äçëáäÞ 

Á
^

= Â
^

+ Ã
^

. ÁëëÜ Á
^

+ Â
^

+ Ã
^

= 2zz, ïðüôå 2Á
^

= 2zz Þ Á
^

= 1zz.
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Ç äéÜìåóïò ïèñïãþíéïõ ôñéãþíïõ ðïõ öÝñïõìå áðü
ôçí êïñõöÞ ôçò ïñèÞò ãùíßáò åßíáé ßóç ìå ôï ìéóü
ôçò õðïôåßíïõóáò.

Èåþñçìá É

Ó÷Þìá 29

Ó÷Þìá 30

Ó÷Þìá 31

Áí ç äéÜìåóïò åíüò ôñéãþíïõ éóïýôáé ìå ôï ìéóü ôçò
ðëåõñÜò óôçí ïðïßá áíôéóôïé÷åß, ôüôå ôï ôñßãùíï åßíáé
ïñèïãþíéï ìå õðïôåßíïõóá ôçí ðëåõñÜ áõôÞ.

Èåþñçìá ÉÉ
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Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) ìå Â

^
= 30° (ó÷.32).

Èá áðïäåßîïõìå üôé ÁÃ = }
Â

2

Ã
} .

ÅðåéäÞ Â
^

= 30°, åßíáé Ã
^

= 90° � 30° = 60°. ÖÝñïõìå ôç äéÜìå-

óï ÁÌ êáé åßíáé ÁÌ = }
Â

2

Ã
} = ÌÃ. ¸ôóé Á

^
2 = Ã = 60°, ïðüôå

ôï ôñßãùíï ÁÌÃ åßíáé éóüðëåõñï. ÅðïìÝíùò ÁÃ = ÌÃ = }
Â

2

Ã
}.

Áíôßóôñïöï, áí óôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ÁÃ = }
Â

2

Ã
}

(ó÷.33), èá áðïäåßîïõìå üôé Â
^

= 30°.
Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ, ïðüôå ÁÌ = }
Â

2

Ã
} = ÌÃ = ÁÃ (áöïý

ÁÃ = }
Â

2

Ã
}). ¢ñá ôï ôñßãùíï ÁÌÃ åßíáé éóüðëåõñï, ïðüôå 

Ã
^

= 60°. ÅðïìÝíùò Â
^

= 90° � 60° = 30°.
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ÐÏÑÉÓÌÁ

Áí óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìéá ãùíßá ôïõ éóïýôáé ìå 30ï, ôüôå ç áðÝ-
íáíôé ðëåõñÜ ôïõ åßíáé ôï ìéóü ôçò õðïôåßíïõóáò êáé áíôßóôñïöá.

Ó÷Þìá 32

Ó÷Þìá 33

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá õðïëïãßóåôå ôá x êáé y.

2. Óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò öêáé ù.

3. ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï óôï ïðïßï ôï ïñèüêåíôñï êáé ôï
âáñýêåíôñï ôáõôßæïíôáé;
4. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí éóüôç-
ôá ÁÌ = ÄÅ.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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5. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ï êýêëïò
äéáìÝôñïõ ÂÃ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á; 

Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ
ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé Æ ôõ÷áßï óçìåßï ôçò ÂÃ, íá áðïäåß-
îåôå üôé ç ÄÅ äé÷ïôïìåß ôçí ÁÆ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÄ. Áí Å,
Æ êáé Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÂÄ, ÁÄ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÆÇ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôá ýøç ÂÄ êáé ÃÅ. Áí Ì
åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé MÄ = ÌÅ.

4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå 

Â
^

= 30°. Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÅÆ=ÁÃ.
5. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé ìâ = ìã ,íá áðïäåßîåôå üôé â = ã.

6. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°). Ðñïå-
êôåßíïõìå ôç ÃÁ êáôÜ ôõ÷áßï ôìÞìá ÁÄ. Áðü ôï Ä öÝ-
ñïõìå ÄÇ^ÂÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Å. Íá áðï-
äåßîåôå üôé ÃÅ^ÄÂ.

7. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå Â
^

= 30°
êáé Ä, Å ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Ðñïåêôåß-
íïõìå ôçí ÅÄ êáôÜ ôìÞìá ÄÆ = ÅÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï
ÁÃÅÆ åßíáé ñüìâïò.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé ôï

ýøïò ôïõ ÁÄ.
i) Áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ, íá áðïäåßîåôå

üôé ÅÄ
^
Æ = Á

^
= 90°.

ii) Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÅÆ, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÌ = }
Â

4

Ã
}. 

2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôá ìÝóá Å êáé
Æ ôùí ÂÃ êáé ÃÄ áíôßóôïé÷á. Áí ç ÅÆ ôÝìíåé ôç äéáãþ-

íéï ÁÃ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÇ = }
Á

4

Ã
}.

3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ìå Â
^

> Ã
^

öÝñïõìå ôç äéÜìåóü ôïõ ÁÌ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÄ. Íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÁ
^
Ä = Â

^
�Ã

^
.

4. Áí Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ, ÃÄ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ïé ÄÅ êáé
ÂÆ ôñé÷ïôïìïýí ôç äéáãþíéï ÁÃ.
5. Áí Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÂÃ, ÃÄ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ïé ÁÅ êáé
ÁÆ ôñé÷ïôïìïýí ôç äéáãþíéï ÂÄ.
6. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ, Ä åßíáé ôï ìÝóï ôçò äéáìÝóïõ ÁÌ.

Áí ç ÂÄ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÃ óôï Å, íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÅ = }
Å

2

Ã
} .

7. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ
êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÁÂ. Áí ç ÄÅ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ç êáé
ôç ÂÃ óôï Æ, íá áðïäåßîåôå üôé

i) ÂÆ = ÆÃ, ii) ÃÇ = }
Á

2

Ç
} .

8. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^

= 30° ç êÜèåôïò
óôï ìÝóï Ì ôçò õðïôåßíïõóáò ÂÃ ôÝìíåé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ
óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) ÌÄ = ÁÄ, ii) ÌÄ = }
Á

3

Â
} .

9. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ êáé Å, Æ ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé
ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áí Ç, Ê ïé ðñïâïëÝò ôùí êïñõöþí Á êáé
Ã óôç äéáãþíéï ÂÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ÅÇ^ÊÆ.
10. Ôñßá ÷ùñéÜ ðïõ äå âñßóêïíôáé óôçí ßäéá åõèåßá
áíÞêïõí óôïí ßäéï äÞìï. Ï äÞìïò áðïöáóßæåé íá êáôá-
óêåõÜóåé äñüìï (åõèåßá), ï ïðïßïò íá éóáðÝ÷åé áðü ôá
ôñßá ÷ùñéÜ. Ðþò èá ãßíåé ç ÷Üñáîç ôïõ äñüìïõ; Ðüóïé
ôÝôïéïé äñüìïé õðÜñ÷ïõí;

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â

^
> Ã

^
öÝñïõìå ôï ýøïò ôïõ ÁÄ.

Áí Å êáé Æ ôá ìÝóá ôùí ÁÃ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé ÄE
^
Z = Â

^
� Ã

^
.

2. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) öÝñïõìå ôï ýøïò

ôïõ ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé áí Â
^

= 15°, ôüôå ÁÄ = }
Â

4

Ã
} êáé

áíôßóôñïöá. (Õðüäåéîç: ÖÝñïõìå ôç äéÜìåóï ÁÌ).
3. Óå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ èåùñïýìå ôï âáñý-
êåíôñï Ê ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé ôá ìÝóá Å, Æ êáé Ç
ôùí ÁÂ, ÃÄ êáé ÊÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
ÅÇ//ÊÆ.

4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â
^

= 2Ã
^

< 90° êáé ôï ýøïò
ôïõ ÁÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ÁÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÅ = ÂÄ.
Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÄÅ äé÷ïôïìåß ôçí ðëåõñÜ ÁÃ.
5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ. Áí Å åßíáé ç ðñïâïëÞ ôïõ Â
óôç äé÷ïôüìï ÁÄ, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÅÌ//ÁÃ ,

ii) ÅÌ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
} ,

iii) ÄÅ
^
Ì = }

Á

2

^

} .

6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ôï ýøïò ôïõ ÂÄ êáé Ì ôï ìÝóï
ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå ôç ÄÂ êáôÜ ôìÞìá
ÂÅ=ÄÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç êÜèåôç áðü ôï Ì óôçí
ÁÂ, ç êÜèåôç áðü ôï Á óôçí ÅÃ êáé ç ÂÄ óõíôñÝ÷ïõí.
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ÔñáðÝæéá

5.10 ÔñáðÝæéï

Ïñéóìüò

ÔñáðÝæéï ëÝãåôáé ôï êõñôü ôåôñÜðëåõñï ðïõ Ý÷åé ìü-
íï äýï ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò.

Ïé ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÃÄ (ó÷.34) ôïõ ôñáðåæßïõ
ÁÂÃÄ ëÝãïíôáé âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ.
ÊÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá êÜèåôï óôéò âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ ìå ôá
Üêñá ôïõ óôïõò öïñåßò ôùí âÜóåùí ëÝãåôáé ýøïò ôïõ ôñáðåæßïõ.
Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÅÆ ðïõ åíþíåé ôá ìÝóá ôùí ìç ðáñÜë-
ëçëùí ðëåõñþí ôïõ ëÝãåôáé äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ.

ÄçëáäÞ, áí ÅÆ äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ, ôüôå: 

i) ÅÆ // ÁÂ, ÃÄ êáé ii) ÅÆ = }
ÁÂ

2

+ ÃÄ
} .

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ // ÃÄ) (ó÷.35), ôç äéáãþíéï ôïõ
ÂÄ êáé Å ôï ìÝóï ôçò ÁÄ. Áðü ôï Å öÝñïõìå åõèåßá å ðáñÜë-
ëçëç ôùí ÁÂ êáé ÃÄ ðïõ ôÝìíåé ôéò ÂÄ êáé ÂÃ óôá Ê êáé Æ
áíôßóôïé÷á. Ôüôå: 
Óôï ôñßãùíï ÁÂÄ ôï Å åßíáé ìÝóï ôçò ÁÄ êáé ÅÊ//ÁÂ, ïðüôå

ôï Ê åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÄ êáé ÅÊ = }
Á

2

Â
} (1).

Åðßóçò óôï ôñßãùíï ÂÄÃ ôï Ê åßíáé ìÝóï ôçò ÂÄ êáé ÊÆ//ÃÄ,

ïðüôå ôï Æ åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ êáé ÊÆ = }
Ã

2

Ä
} (2).

ÅðïìÝíùò ç ÅÆ åßíáé äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ êáé
i) ÅÆ // ÁÂ, ÃÄ (áðü êáôáóêåõÞ).

112

ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Ó÷Þìá 34

Ó÷Þìá 35

Ç äéÜìåóïò ôïõ ôñáðåæßïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôéò
âÜóåéò ôïõ êáé ßóç ìå ôï çìéÜèñïéóìÜ ôïõò.

Èåþñçìá É

7. Áí Ê êáé Ë åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôçò êïñõöÞò Á ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ óôçí åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôçò

ãùíßáò Â
^

áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Ôï ÁÊÂË åßíáé ïñèïãþíéï.
ii) Ç åõèåßá ÊË äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ÁÃ.

8. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á
^

= 90°) ôï ýøïò

ôïõ ÁÄ êáé ç äéÜìåóüò ôïõ ÁÌ. Áí Å, Æ ïé ðñïâïëÝò
ôïõ Ä óôéò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÄ = ÅÆ,
ii) ÁÌ^ÅÆ,
iii) Ç äéÜìåóïò ÁÌ ôï ôìÞìá ÄÆ êáé ç ðáñÜëëçëç ðñïò
ôçí ÅÆ áðü ôï Â óõíôñÝ÷ïõí.
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ii) Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé

ÅÊ + ÊÆ = }
Á

2

Â
} + }

Ã

2

Ä
} Þ   ÅÆ = }

ÁÂ

2

+ ÃÄ
} .

Áðüäåéîç
Áðïäåßîáìå ðáñáðÜíù üôé ôï Ê åßíáé ìÝóï ôçò ÂÄ (ó÷.35).
¼ìïéá, áí öÝñïõìå ôçí ÁÃ (ó÷.36), óôï ôñßãùíï ÁÄÃ ôï Å
åßíáé ìÝóï ôçò ÁÄ êáé ÅË // ÃÄ, ïðüôå ôï Ë åßíáé ìÝóï ôçò ÁÃ

êáé ÅË = }
Ã

2

Ä
} (3).

ÅðïìÝíùò, ç äéÜìåóïò ÅÆ ôïõ ôñáðåæßïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝ-
óá Ê, Ë ôùí äéáãùíßùí ôïõ êáé ðñïöáíþò ÊË // ÁÂ, ÃÄ.
Åðßóçò áðü ôéò (1) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé:

ÅË � ÅÊ = }
Ã

2

Ä
} � }

Á

2

Â
} Þ   ÊË = }

ÃÄ �

2

ÁÂ
} (ìå ÃÄ > ÁÂ).

5.11 ÉóïóêåëÝò ôñáðÝæéï

Ïñéóìüò

ÉóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ëÝãåôáé ôï ôñáðÝæéï ôïõ ïðïßïõ
ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò åßíáé ßóåò. 

� Éäéüôçôåò éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ

Áðüäåéîç
(i) ¸óôù ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï (ÁÂ//ÃÄ êáé ÁÄ=ÂÃ).
ÖÝñïõìå ôá ýøç ÁÇ êáé ÂÊ. Ôá ôñßãùíá ÁÄÇ êáé ÂÊÃ åßíáé
ßóá (Ç

^
= Ê

^
= 90°, ÁÄ = ÂÃ êáé ÁÇ = ÂÊ = õ), ïðüôå Ã

^
= Ä

^
.

ÅðåéäÞ Á
^

+ Ä
^

= 180° êáé Â
^

+ Ã
^

= 180° (ùò åíôüò êáé åðß ôá áõ-
ôÜ ìÝñç), Ý÷ïõìå êáé Á

^
= Â

^
.

(ii) Ôá ôñßãùíá ÁÄÃ êáé ÂÄÃ (ó÷. 39) åßíáé ßóá (ÁÄ = ÂÃ, ÃÄ
êïéíÞ êáé ÁÄ

^
Ã = ÂÃ

^
Ä), ïðüôå ÁÃ = ÂÄ.

Áí Ýíá ôñáðÝæéï åßíáé éóïóêåëÝò, ôüôå:
(i) Ïé ãùíßåò ðïõ ðñüóêåéíôáé óå ìéá âÜóç åßíáé ßóåò.
(ii) Oé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò.
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ÐÏÑÉÓÌÁ

Ç äéÜìåóïò ÅÆ ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá
Ê êáé Ë ôùí äéáãùíßùí ôïõ êáé ôï ôìÞìá ÊË åßíáé ðá-
ñÜëëçëï ìå ôéò âÜóåéò ôïõ êáé ßóï ìå ôçí çìéäéáöïñÜ
ôùí âÜóåþí ôïõ.

Ó÷Þìá 36

Ó÷Þìá 37

Ó÷Þìá 38

Ó÷Þìá 39
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� ÊñéôÞñéá ãéá íá åßíáé Ýíá ôñáðÝæéï éóïóêåëÝò
¸íá ôñáðÝæéï åßíáé éóïóêåëÝò, áí éó÷ýåé ìéá áðü ôéò ðáñáêÜ-
íù ðñïôÜóåéò.

(i) Ïé ãùíßåò ðïõ ðñüóêåéíôáé óå ìéá âÜóç ôïõ åßíáé ßóåò.
(ii) Ïé äéáãþíéïß ôïõ åßíáé ßóåò.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 

Íá áðïäåé÷èåß üôé óå êÜèå éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï:
(i) áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ ó÷çìáôßæï-
íôáé äýï éóïóêåëÞ ôñßãùíá,
(ii) ç åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá ìÝóá ôùí âÜóåùí åßíáé ìåóï-
êÜèåôïò ôçò êÜèå âÜóçò.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï (ÁÂ//ÃÄ) êáé Ï ôï óçìåßï ôïìÞò
ôùí ÁÄ êáé ÂÃ. Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÄÃ åßíáé éóïóêåëÞ, áöïý 
Á
^

1 = Â
^

1 êáé Ä
^

= Ã
^

(ÁÂÃÄ éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï).
(ii) Ç ìåóïêÜèåôïò å ôçò âÜóçò ÁÂ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï, åðåéäÞ ôï
ôñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò. Ç å åßíáé êÜèåôïò êáé óôç ÃÄ åðåéäÞ
ÃÄ//ÁÂ. Áöïý ç å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï, åßíáé êáé ýøïò ôïõ éóïóêå-
ëïýò ôñéãþíïõ ÏÃÄ, Üñá ìåóïêÜèåôïò êáé óôç ÃÄ.

Ó÷Þìá 40

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Áðü ôá ðáñáêÜôù ôñáðÝæéá íá âñåßôå ôá x, y, ù êáé è.

2. Ìå ðïéïõò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå üôé
Ýíá ôåôñÜðëåõñï åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï;
3. Ôé ïíïìÜæåôáé äéÜìåóïò ôñáðåæßïõ; Ðïéåò éäéüôçôåò
Ý÷åé;
4. Óôï éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ åßíáé: AÂ = 5x, 

ÄÃ = 3x êáé A
^

= 60°. Ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñáðåæßïõ åßíáé:

i) 10x ii) 11x iii) 12x
iv)13x v)14x
ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) êáé ç äéÜìåóüò ôïõ
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ÅÆ. Áí ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ôïõ ÁÄ, ÂÃ ôÝìíï-
íôáé óôï Ê êáé Ç, È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÊÁ êáé ÊÂ áíôß-
óôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôá Å, Æ, Ç, È åßíáé êïñõöÝò
ôñáðåæßïõ.
2. Áí Ä êáé Å åßíáé ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ÁÂ êáé ÁÃ
áíôßóôïé÷á éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ (AB = AÃ), íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ÄÅÃÂ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
3. Ïé äéáãþíéïé éóïóêåëïýò ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ)
ôÝìíïíôáé óôï Ï. Áí Å, Æ, Ç, È åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÏÁ,
ÏÂ, ÏÃ ,ÏÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÅÆÇÈ
åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé ôï ýøïò ôïõ
ÁÅ. Áí Ê, Ë åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÄ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÊËÃÅ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
5. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÁÂ < ÃÄ
êáé ôá ýøç ôïõ ÁÅ êáé ÂÆ. Íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÅ = ÃÆ = }
ÃÄ �

2

ÁÂ
} .

6. Áðü ôçí êïñõöÞ Á ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá å
ðïõ äåí ôÝìíåé ôï ôñßãùíï êáé áò åßíáé ÂÂ¢ êáé ÃÃ ¢ ïé
áðïóôÜóåéò ôùí Â êáé Ã áðü ôçí åõèåßá å. Áí Ì åßíáé
ôï ìÝóï ôçò Â¢Ã ¢ êáé Ê ôï ìÝóï ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ íá

áðïäåßîåôå üôé ÌÊ = }
Á

2

Ä
}.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ(ÁÂ//ÃÄ) ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò
ôïõ Â ôÝìíåé ôç äéÜìåóï ôïõ ÅÆ óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå

üôé ÂÇ
^
Ã = 90°.

2. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) Ì åßíáé ôï
ìÝóï ôçò ÁÂ. Áí ç ìåóïêÜèåôïò ôçò ÁÂ ôÝìíåé ôçí ÁÃ
óôï Æ êáé ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Æ ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôçí
ÁÂ óôï Ç, íá áðïäåßîåôå üôé ÃÇ = ÁÆ.

3. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå Á
^

= Ä
^

= 90° êáé Â
^

= 120°.
Áí ÁÂ = 2á êáé ÂÃ = á íá õðïëïãßóåôå ôç äéÜìåóï ÅÆ,
ùò óõíÜñôçóç ôïõ á.
4. Óå Ýíá ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ, ç ìßá áðü ôéò ìç ðáñÜëëçëåò
ðëåõñÝò ôïõ ÁÄ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí âÜóåùí. Áí

Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé ÁÌ
^
Ä = 90°.

5. Áðü ôï ìÝóï Å ôçò ðëåõñÜò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñáðåæß-
ïõ ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÄ
ðïõ ôÝìíåé ôç ÄÃ óôï Ì. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÌ^ÄÃ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÇ. Áí Ä, Å,
Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé ôï ÄÅÆÇ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï.
7. Áí óå ôñáðÝæéï ç ìßá âÜóç åßíáé äéðëÜóéá ôçò Üëëçò,
íá áðïäåßîåôå üôé ïé äéáãþíéïé ÷ùñßæïõí ôç äéÜìåóï óå
ôñßá ßóá ôìÞìáôá.
8. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÃÄ = 3AB êáé Ê,
Ë ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ôïõ ÄÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÊËÂ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
Ðüôå áõôü åßíáé ïñèïãþíéï;

9. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÃÄ = }
3

2
} ÁÂ. Áí

Å, Æ, Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÂÃ êáé ÄÅ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôï ÁÂÆÇ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
Áí ç ðñïÝêôáóç ôçò ÁÇ ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï È, ôüôå 
ÈÄ = ÄÃ � ÁÂ.
10. Áí Á¢, Â¢, Ã¢, Ä¢, Ê¢ åßíáé ïé ðñïâïëÝò ôùí êïñõ-
öþí êáé ôïõ êÝíôñïõ Ê ðáñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ áíôß-
óôïé÷á óå åõèåßá å ðïõ áöÞíåé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ
ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò, íá áðïäåßîåôå üôé
ÁÁ¢ + ÂÂ¢ + ÃÃ¢ + ÄÄ¢ = 4ÊÊ¢.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) Ý÷ïõìå ÁÄ = ÁÂ + ÃÄ.

Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Á
^

êáé Ä
^

ôÝ-
ìíïíôáé óôç ÂÃ.

2. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå Á
^

= Ä
^

= 90° êáé 
ÂÃ = 2ÃÄ. Áí Ì åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÂÃ, íá áðïäåßîåôå

üôé ÁÌ
^
Ã = 3ÌÁ

^
Â.

3. Ìéá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôçí êïñõöÞ Ä åíüò ðá-
ñáëëçëïãñÜììïõ ÁÂÃÄ êáé Ý÷åé åêáôÝñùèåí áõôÞò ôéò
êïñõöÝò Â êáé Ã. Áí Á´, Â´ êáé Ã´ ïé ðñïâïëÝò ôùí Á,
Â êáé Ã áíôßóôïé÷á óôçí åõèåßá å, íá áðïäåßîåôå üôé
ÁÁ¢ � ÃÃ ¢ = ÂÂ¢ (ìå ÁÁ¢ > ÃÃ ¢).
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ÁÂÃ (Á

^
= 90°) êáé Ä, Å ôá ìÝóá

ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á. Áðü ôï ìÝóï Æ ôïõ ÁÄ öÝ-
ñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÁÃ ðïõ ôÝìíåé ôç ÂÃ óôï Ç.

Áí ÆÇ = }
3

8
} ÂÃ ,íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Â

^
.

5. Óå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÂ//ÃÄ) ìå ÁÂ < ÃÄ, Ýóôù Ì ôï
ìÝóï ôçò ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) áí ÄÌ = ÄÃ êáé ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôç ÂÃ
ôÝìíåé ôç ÄÌ óôï Å, ôüôå ÁÌ = ÂÅ,

ii) áí Å åßíáé ôï ìÝóï ôçò ÄÌ, ôüôå ÁÅ = }
3

4
} ÂÃ.
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5.12 Áîéïóçìåßùôåò åõèåßåò êáé êýêëïé
ôñéãþíïõ 

Åßäáìå ðñïçãïýìåíá (§4.5 êáé §5.7 - §5.8) üôé óå Ýíá ôñßãùíï
ïé ìåóïêÜèåôïé ôùí ðëåõñþí ôïõ, ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí
ôïõ, ïé äéÜìåóïé êáé ôá ýøç ôïõ áðïôåëïýí ôñéÜäåò óõíôñå÷ïõ-
óþí åõèåéþí.
Áíáêåöáëáéþíïíôáò, óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ áðïäåßîáìå üôé äé-
Ýñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï:
� Ïé ìåóïêÜèåôïé ôùí ôñéþí ðëåõñþí ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï Ï ëÝ-
ãåôáé ðåñßêåíôñï ôïõ ÁÂÃ êáé ï êýêëïò (Ï,ÏÁ) ëÝãåôáé ðåñé-
ãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.
� Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ôñéþí ãùíéþí ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï É ëÝãåôáé
Ýãêåíôñï ôïõ ÁÂÃ êáé ï êýêëïò ìå êÝíôñï ôï É êáé áêôßíá ôçí
êïéíÞ áðüóôáóç ôïõ É áðü ôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ, ëÝãåôáé åããå-
ãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.
� Ïé ôñåéò äéÜìåóïß ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï ôïõò È ëÝãåôáé âáñý-
êåíôñï ôïõ ÁÂÃ.
� Ôá ôñßá ýøç ôïõ. Ôï êïéíü óçìåßï ôïõò Ç ëÝãåôáé ïñèüêåíôñï
ôïõ ÁÂÃ.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÃENIKEÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ (â Þ ã) ìå Á
^

= 60°, ôá ýøç
ôïõ ÂÄ, ÃÅ êáé ôá ìÝóá Ì, Í ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á.
Íá áðïäåßîåôå üôé ÌÅ = ÍÄ.
2. Äßíïíôáé äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò å1 , å2 êáé óçìåßï

Á ôçò å1. ÖÝñïõìå ÁÊ^å2. Áí Â óçìåßï ôçò å2 êáé ìéá

åõèåßá, ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Â, ôÝìíåé ôéò ÁÊ êáé å1

óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÄÅ = 2ÁÂ, íá áðïäåßîå-

ôå üôé ÁÂ
^
Ê = 3ÅÂ

^
Ê.

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ, Ä ôï ìÝóï ôçò ÁÂ

êáé óçìåßï Å ôçò çìéåõèåßáò ÄÂ, þóôå ÄÅ = }
Á

2

Ã
}. Áðü

ôá Â êáé Å öÝñïõìå êÜèåôåò óôç äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò

Á
^
, ïé ïðïßåò ôÝìíïõí ôçí ÁÃ óôá Â¢ êáé Å¢ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) Â¢Å¢ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
} .

ii) Ç åõèåßá ÅÅ¢ äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôçò ÂÃ.
4. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ÁÂ=2ÂÃ, 

Â
^

> 60° êáé ôï ýøïò ôïõ ÁÅ ðñïò ôç ÂÃ (AE ^BÃ). Áí

Æ, Ç åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÃÄ êáé ÁÂ áíôßóôïé÷á, íá áðï-
äåßîåôå üôé:
i) ôï ÇÂÃÆ åßíáé ñüìâïò,

ii) ç ÆÅ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò HE
^
Ã,

iii) ôï ÇÅÃÆ åßíáé éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï,

iv) ÄÆ
^
Å = 3ÆÅ

^
Ã.

5. Åõèåßá å áöÞíåé ôéò êïñõöÝò ôñéãþíïõ ÁÂÃ ðñïò ôï
ßäéï ìÝñïò ôçò. Áí Á¢, Â¢, Ã ¢, Ê¢ ïé ðñïâïëÝò ôùí Á,Â,Ã
êáé ôïõ âáñõêÝíôñïõ Ê áíôßóôïé÷á óôçí å, íá áðï-
äåßîåôå üôé ÁÁ¢ + ÂÂ¢ + ÃÃ ¢ = 3ÊÊ¢.
6. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé Ä ôï
ìÝóï ôçò ÂÃ. ÖÝñïõìå ÄÅ^ÁÃ. Áí Æ ôï ìÝóï ôïõ ÅÃ ,
íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÄÆ//ÂÅ,
ii) AH^BE, üðïõ Ç ôï ìÝóï ôïõ ÄÅ.
7. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ì ôï ìÝóï ôçò ÂÃ.
ÊáôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ ôïõ ôñéãþíïõ ôá ôåôñÜ-
ãùíá ÁÂÄÅ êáé ÁÃÆÇ. Áí Ê êáé Ë åßíáé ôá êÝíôñá ôùí
ÁÂÄÅ êáé ÁÃÆÇ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñß-
ãùíï ÊÌË åßíáé éóïóêåëÝò êáé ïñèïãþíéï.

Ó×ÏËÉÏ
Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ÷ïõí
êÜðïéá áðü ôá áîéïóçìåßùôá óç-
ìåßá ôñéãþíïõ (âáñýêåíôñï, ïñ-
èüêåíôñï êôë.)  êáèþò êáé ôéò
âáóéêÝò ôïõò éäéüôçôåò ÷ñçóéìï-
ðïéÞóáìå ôç èåùñßá ôùí ðáñáë-
ëçëïãñÜììùí ðïõ óôçñßæåôáé óôï
áßôçìá ðáñáëëçëßáò (§ 4.2).
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8. Äßíåôáé ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á êáé êÝíôñïõ Ï. Óôç

äéáãþíéï ÁÃ ðáßñíïõìå óçìåßï Ì, þóôå ÃÌ = }
Á

4

Ã
}.

ÖÝñïõìå ôç ÂÌ ðïõ ôÝìíåé ôç ÃÄ óôï Å êáé ÏÇ êÜèåôç
óôç ÂÃ, ç ïðïßa ôÝìíåé ôç ÂÅ óôï Æ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) OZ = }
a

3
} ,

ii) ôï ÏÆÃÅ åßíáé ðáñáëëçëüãñáììï.
9. Ïé ìç ðáñÜëëçëåò ðëåõñÝò ÁÄ êáé ÂÃ ôñáðåæßïõ
ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé êÜèåôá óôï Ï. Áí Ê, Ë ôá ìÝóá ôùí

âÜóåùí ÁÂ êáé ÄÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ôá óçìåßá Ï, Ê, Ë åßíáé óõíåõèåéáêÜ,

ii) ÊË = }
ÄÃ �

2

ÁÂ
} (ìå ÄÃ > ÁÂ).

iii) áí Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí äéáãùíßùí ÁÃ  êáé ÂÄ
áíôßóôïé÷á, ôüôå ôï ÊÅËÆ åßíáé ïñèïãþíéï.
10. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ïé äé÷ïôüìïé ôïõ ÂÄ êáé ÃÅ
êáé ôï ìÝóï Ì ôïõ ÅÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç áðüóôáóç
ôïõ Ì áðü ôç ÂÃ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïéóìá ôùí áðï-
óôÜóåþí ôïõ áðü ôéò ÁÂ, ÁÃ.

Äñáóôçñéüôçôåò

1. Äýï áäÝëöéá êëçñïíüìçóáí Ýíá ïéêüðåäï ó÷Þìáôïò ðáñáëëçëïãñÜììïõ,
ôï ïðïßï Ý÷åé ôçí ðëåõñÜ ÁÂ ðáñÜëëçëç ðñïò äçìüóéï äñüìï ðïõ äéÝñ÷åôáé
ìðñïóôÜ áðü ôï ïéêüðåäï. Ðþò èá ìïéñáóèåß äßêáéá ôï ïéêüðåäï ìåôáîý
ôùí äýï áäåëöþí;

2. ¸÷ïõìå 4 ßóá ïñèïãþíéá ôñßãùíá. Ôïðïèåôþíôáò êáôÜëëçëá ôï Ýíá ôñßãùíï äßðëá óôï Üëëï, ôé åßäïõò ôåôñÜ-
ðëåõñá êáôáóêåõÜæïõìå; Íá ãßíïõí ôá ó÷Þìáôá.
3. Íá åîåôÜóåôå ðïéá áðü ôá ðáñáêÜôù ôåôñÜðëåõñá Ý÷ïõí êÝíôñï óõììåôñßáò, ðïéá Ý÷ïõí Üîïíåò óõììåôñßáò
êáé ðüóïõò. Íá ãßíïõí ôá ó÷Þìáôá êáé íá âñåèåß ôï óõììåôñéêü ôùí êïñõöþí ôïõò êáé ôùí ðëåõñþí ôïõò.
i) ðáñáëëçëüãñáììï iv) ôåôñÜãùíï
ii) ïñèïãþíéï v) ôñáðÝæéï
iii) ñüìâïò vi) éóïóêåëÝò ôñáðÝæéï
4. Èåùñïýìå åõèåßá å êáé åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ. Íá õðïëïãßóåôå ôçí áðüóôáóç ôïõ ìÝóïõ Ì ôïõ ôìÞìáôïò,
ùò óõíÜñôçóç ôùí áðïóôÜóåùí ôùí Üêñùí ôïõ Á êáé Â áðü ôçí åõèåßá å (Õðüäåéîç: Íá äéáêñßíåôå ðåñéðôþ-
óåéò ãéá ôéò äéÜöïñåò èÝóåéò ôùí Á êáé Â ùò ðñïò ôçí åõèåßá å).

Åñãáóßá

Óå ìéá ðåäéÜäá õðÜñ÷åé ëüöïò Ë, ôïí ïðïßï ðñüêåéôáé íá äéáó÷ßóåé åõèåßá óéäçñïäñïìéêÞ ãñáììÞ ÁÂÃÄ. Ðþò
ï ìç÷áíéêüò èá ÷áñÜîåé ôçí ðñïÝêôáóç ÃÄ áõôÞò ðßóù áðü ôï ëüöï, ðñéí íá ãßíåé ç äéÜíïéîç ôçò óÞñáããáò;
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Ç Ýííïéá ôïõ ôåôñáðëåýñïõ
Ç ðñþôç õðïäéáßñåóç ôùí ôåôñáðëåýñùí óÞìå-
ñá åßíáé óå åðßðåäá êáé óôñåâëÜ, áíÜëïãá ìå ôï
áí ïé êïñõöÝò ôïõò âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï
Þ ü÷é. Ôá åðßðåäá ôåôñÜðëåõñá, ìå ôç óåéñÜ
ôïõò, õðïäéáéñïýíôáé óå êõñôÜ êáé ìç êõñôÜ,
áíÜëïãá ìå ôï áí ç êÜèå ðëåõñÜ ôïõò áöÞíåé ôï

ó÷Þìá åî ïëïêëÞñïõ óôï Ýíá áðü ôá äýï çìéåðß-
ðåäá ðïõ ïñßæåé ç ðëåõñÜ áõôÞ Þ ü÷é. Ìßá åéäéêÞ
ðåñßðôùóç åðéðÝäïõ êõñôïý ôåôñáðëåýñïõ åßíáé
ôï ðáñáëëçëüãñáììï, ïé áðÝíáíôé ðëåõñÝò ôïõ
ïðïßïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò.
ÔÝëïò, äéáêñßíïõìå ôñßá åßäç ðáñáëëçëïãñÜì-
ìùí (ÄéÜãñáììá 1):

ÔÅÔÑÁÐËÅÕÑÏ

åðßðåäï
      (Ý÷åé ôéò ðëåõñÝò ôïõ óôï ßäéï åðßðåäï)

ðáñáëëçëüãñáììï
(Ý÷åé ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò)

ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò)

ñüìâïò
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò)

ôåôñÜãùíï
(Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò
êáé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò)

êõñôü
(ãéá êÜèå ðëåõñÜ ôï ôåôñÜðëåõñï áíÞêåé óôï

Ýíá áðü ôá äýï çìéåðßðåäá ðïõ ïñßæåé
ç ðëåõñÜ)

    

óôñåâëü

ìç êõñôü

ôåôñÜðëåõñï

ôåôñÜãùíï
(éóüðëåõñï êáé ïñèïãþíéï)

ñïìâïåéäÝò
(Ý÷åé ßóåò ôéò áðÝíáíôé ðëåõñÝò êáé ãùíßåò)

ñüìâïò
(éóüðëåõñï êáé ü÷é ïñèïãþíéï)

åôåñïìÞêåò
(ïñèïãþíéï êáé ü÷é éóüðëåõñï)

ôñáðÝæéï

(á) ôï ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï, ðïõ Ý÷åé
ôÝóóåñéò ãùíßåò ïñèÝò,

(â) ï ñüìâïò ðïõ Ý÷åé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò, 
(ã) ôï ôåôñÜãùíï, ðïõ Ý÷åé ôÝóóåñéò ãùíßåò

ïñèÝò êáé ôÝóóåñéò ðëåõñÝò ßóåò.

¼ìùò ç ôáîéíüìçóç áõôÞ äå äéáìïñöþèçêå åî
áñ÷Þò óôçí éóôïñßá ôçò Ãåùìåôñßáò. Ï Åõêëåß-
äçò ð.÷. óôá «Óôïé÷åßá» ôïõ ðñïôåßíåé ìéá Üëëç
ôáîéíüìçóç (ÄéÜãñáììá 2).

ÄéÜãñáììá 1: Ç óýã÷ñïíç ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí

ÄéÜãñáììá 2: Ç Åõêëåßäåéá ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí
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ÐÁÑÁËËÇËÏÃÑÁÌÌÁ � ÔÑÁÐÅÆÉÁ

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

Ç ôáîéíüìçóç áõôÞ äå ÷ñçóéìïðïéåß ùò êñéôÞñéï
ôçí Ýííïéá ôçò ðáñáëëçëßáò, ç ïðïßá óôá «Óôïé-
÷åßá» åéóÜãåôáé áñãüôåñá. Åðßóçò äå öáßíåôáé íá
óôçñßæåôáé óå êÜðïéá åíéáßá áñ÷Þ. Óôéò ôñåéò ðñþ-
ôåò ðåñéðôþóåéò öáßíåôáé üôé ëáìâÜíåé ùò âÜóç
ôá êáôçãïñÞìáôá «Ý÷åé ßóåò ðëåõñÝò» êáé «Ý÷åé
ïñèÝò ãùíßåò» êáé ôéò áñíÞóåéò ôïõò: ïñèïãþíéï
êáé éóüðëåõñï åßíáé ôï ôåôñÜãùíï, ïñèïãþíéï êáé
ü÷é éóüðëåõñï ôï åôåñïìÞêåò (äçëáäÞ ôï
ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììï), éóüðëåõñï êáé
ü÷é ïñèïãþíéï ï ñüìâïò. ¼ìùò, ç Ýííïéá ôïõ
ñïìâïåéäïýò (äçëáäÞ ôïõ ðëÜãéïõ ðáñáëëçëï-
ãñÜììïõ) óôçñßæåôáé óôçí Ýííïéá ôçò éóüôçôáò
ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí êáé ôùí ãùíéþí êáé ü÷é
óôçí ðáñáëëçëßá ôùí áðÝíáíôé ðëåõñþí.
ÔñáðÝæéï ïíïìÜæåé ü÷é ü,ôé óÞìåñá åííïïýìå ìå
ôïí üñï áõôü, äçëáäÞ ôåôñÜðëåõñï ìå äýï ìüíï
ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò, áëëÜ ïðïéïäÞðïôå ôåôñÜ-
ðëåõñï. Ï üñïò ôñáðÝæéï, ìå ôç óýã÷ñïíç Ýííïéá,
áðáíôÜôáé áñãüôåñá óôïí Áñ÷éìÞäç.

Ç ôáîéíüìçóç üìùò áõôÞ áðïäåéêíýåôáé ìç ëåé-
ôïõñãéêÞ êáé ìÜëëïí Üâïëç. Ï ßäéïò ï Åõêëåß-
äçò ìÜëéóôá äå ÷ñçóéìïðïéåß ðïôÝ óôá «Óôïé-
÷åßá» ôïõ ôéò Ýííïéåò ôïõ åôåñïìÞêïõò, ôïõ ñüì-
âïõ êáé ôïõ ñïìâïåéäïýò. Ðáñüëá áõôÜ, ç ôáîé-
íüìçóç áõôÞ áðáíôÜôáé êáé óå ìåôáãåíÝóôåñïõò
ìáèçìáôéêïýò, áêüìá êáé ôïõ Áñáâéêïý
êüóìïõ, üðùò ð.÷. óôç äéáðñáãìÜôåõóç ôçò
Ãåùìåôñßáò ôïõ áë-×ïõáñßæìé. ¼ìùò õðÞñ÷áí
êáé ìáèçìáôéêïß ðïõ ðñïóðÜèçóáí íá ôñïðï-
ðïéÞóïõí ôçí ôáîéíüìçóç ôïõ Åõêëåßäç. Ï Ðñü-
êëïò áðïäßäåé óôïí Ðïóåéäþíéï ìéá ðéï ïëïêëç-
ñùìÝíç ôáîéíüìçóç, ç ïðïßá áðáíôÜôáé åðßóçò
óôïí ¹ñùíá (ÄéÜãñáììá 3).
Ìéá Üëëç ðñïóðÜèåéá äéüñèùóçò ôçò Åõêëåßäåéáò
ôáîéíüìçóçò áðáíôÜôáé ôï 16ï áé. óôç «Ãåùìå-
ôñßá» (1569) ôïõ ÐÝôñïõ ÑÜìïõ (Petrus Ramus Þ
Pierre de la Ramée) (ÄéÜãñáììá 4). Ç ôáîéíüìçóç
ôïõ ÑÜìïõ öáßíåôáé íá óôçñßæåôáé óôç äé÷ïôïìéêÞ
äéáßñåóç ôïõ ðëÜôïõò ôùí åííïéþí.

ôåôñÜðëåõñá

ïñèïãþíéï

ôåôñÜãùíï åôåñïìÞêåò ñüìâïò ñïìâïåéäÝò éóïóê. ôñáðÝæéï óêáëçíü ôñáðÝæéï

ìç ïñèïãþíéï

ìç ðáñáëëçëüãñáììá ðáñáëëçëüãñáììá

ôñáðÝæéï ôñáðåæïåéäÝò

ÄéÜãñáììá 3: Ç ôáîéíüìçóç ôùí ôåôñáðëåýñùí êáôÜ ôïí Ðïóåéäþíéï êáé ôïí ¹ñùíá

ÄéÜãñáììá 4: Ç ôáîéíüìçóç ôïõ ÑÜìïõ

ôåôñÜðëåõñá

ðáñáëëçëüãñáììá ôñáðÝæéá

ïñèïãþíéï ðáñáëëçëüãñáììïðëÜãéï ðáñáëëçëüãñáììï

ñüìâïò ñïìâïåéäÝò ôåôñÜãùíï åôåñïìÞêåò
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ
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