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1010ÊÅÖÁËÁÉÏ

ÅìâáäÜ
Åßíáé áðïäåêôü üôé ç Ýííïéá ôïõ åìâáäïý åíüò åõèýãñáììïõ ó÷Þìáôïò ðñï-
Ýêõøå áðü ôçí áíÜãêç áíôéìåôþðéóçò ðñïâëçìÜôùí ôçò êáèçìåñéíÞò æùÞò,
áñêåôÜ ÷ñüíéá ðñéí. ÐñÜãìáôé åßíáé éóôïñéêÜ åðéâåâáéùìÝíï üôé ç Ãåù-
ìåôñßá åìöáíßóôçêå, ôïõëÜ÷éóôïí ôñåéò ÷éëéåôßåò ð.×., ùò ôÝ÷íç õðïëïãéóìïý
ìçêþí, åìâáäþí êáé üãêùí óôïõò ëáïýò ðïõ êáôïéêïýóáí êïíôÜ óôïõò ðï-
ôáìïýò Íåßëï, Ôßãñç êáé ÅõöñÜôç. Óôçí Áßãõðôï ìÜëéóôá Þôáí ôÝ÷íç ãéá
ìÝôñçóç ãçò. Áñãüôåñá ç Ýííïéá ôïõ åìâáäïý èåìåëéþèçêå áõóôçñÜ êáé
ãåíéêåýèçêå óå óýíïëá ðéï ðïëýðëïêá áðü ôá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá.
Óôï êåöÜëáéï áõôü áó÷ïëïýìáóôå ìå ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý åíüò
åõèýãñáììïõ ó÷Þìáôïò. Áñ÷éêÜ åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ åìâáäïý åíüò ðï-
ëõãùíéêïý ÷ùñßïõ Þ ìéáò ðïëõãùíéêÞò åðéöÜíåéáò. Êáôüðéí, äßíïõìå ôýðïõò
õðïëïãéóìïý ôïõ åìâáäïý ôïõ ôåôñáãþíïõ, ôïõ ïñèïãùíßïõ, ôïõ ðáñáë-
ëçëïãñÜììïõ, ôïõ ôñéãþíïõ êáé ôïõ ôñáðåæßïõ. Óôç óõíÝ÷åéá, äßíïõìå ôç
ó÷Ýóç ôùí åìâáäþí äýï üìïéùí åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí êáé ôÝëïò áíôéìå-
ôùðßæïõìå ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý åíüò ðïëõãþíïõ.
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Piet Mondrian (Ïëëáíäüò, 1872 - 1944), Ðßíáêáò ÉÉ, ëÜäé óå êáìâÜ, 1921 - 1925
ÓõëëïãÞ Max Bill, Æõñß÷ç.
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ÐïëõãùíéêÜ ÷ùñßá � ÐïëõãùíéêÝò
åðéöÜíåéåò

10.1 ÐïëõãùíéêÜ ÷ùñßá

Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ðïëýãùíï, ãéá ðáñÜäåéãìá Ýíá ðåíôÜ-
ãùíï ÁÂÃÄÅ (ó÷. 1). Ôï ðïëýãùíï ìáæß ìå ôá åóùôåñéêÜ ôïõ
óçìåßá áðïôåëïýí Ýíá ÷ùñßï, ðïõ ëÝãåôáé ðïëõãùíéêü ÷ùñßï
ðïõ ïñßæåôáé áðü ôï ÁÂÃÄÅ.
¸íá ðïëõãùíéêü ÷ùñßï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôñßãùíï, ôåôñÜðëåõ-
ñï, ... , í-ãùíï ëÝãåôáé áíôßóôïé÷á ôñéãùíéêü, ôåôñáðëåõñéêü,
... , í-ãùíéêü. 
Åðßóçò, äýï ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá ëÝãïíôáé ßóá üôáí ôá
áíôßóôïé÷á ðïëýãùíá åßíáé ßóá (ó÷.2).

ÔÝëïò Ýíá ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò
ðïëõãùíéêþí ÷ùñßùí, ðïõ áíÜ äýï äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ
óçìåßá, ëÝãåôáé ðïëõãùíéêÞ åðéöÜíåéá. 

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ó÷Þìá ÁÂÃÄÅÆ (ó÷.3) åßíáé ìéá ðïëõãù-
íéêÞ åðéöÜíåéá..

10.2 Åìâáäüí åõèýãñáììïõ ó÷Þìáôïò -
Éóïäýíáìá åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

Óôï 7ï êåöÜëáéï áíáöåñèÞêáìå óôç ìÝôñçóç ôùí åõèýãñáì-
ìùí ôìçìÜôùí. Åäþ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôç ìÝôñçóç ðïëõãù-
íéêþí ÷ùñßùí êáé åðéöáíåéþí.
¸óôù, ëïéðüí Ýíá ðïëõãùíéêü ÷ùñßï S (ó÷.4). ¼ðùò êáé óôá
åõèýãñáììá ôìÞìáôá, ìÝôñçóç ôïõ ÷ùñßïõ S ëÝìå ôç óýãêñé-
óÞ ôïõ ìå Ýíá Üëëï åðßðåäï ÷ùñßï ó, ôï ïðïßï åðéëÝãïõìå ùò
ìïíÜäá. Ç óýãêñéóç áõôÞ ïäçãåß óå ìéá ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò: 
S = ë ? ó, üðïõ ë èåôéêüò áñéèìüò. (Óôçí ðåñßðôùóç ôïõ ó÷. 4
åßíáé ë = 7,5). Ï èåôéêüò áñéèìüò ë ëÝãåôáé åìâáäüí ôïõ ðï-
ëõãùíéêïý ÷ùñßïõ S êáé óõìâïëßæåôáé ìå (S). ÐïëëÝò öïñÝò
ôï åìâáäüí åíüò ðïëõãùíéêïý ÷ùñßïõ Þ ìéáò ðïëõãùíéêÞò
åðéöÜíåéáò èá ôï óõìâïëßæïõìå áðëÜ ìå ôï ãñÜììá Å. Åðßóçò,
óôá åðüìåíá, èá ëÝìå åìâáäüí ôñéãþíïõ, ôåôñáðëåýñïõ êáé
ãåíéêÜ ðïëõãþíïõ êáé èá åííïïýìå ôï åìâáäüí ôïõ áíôßóôïé-
÷ïõ ðïëõãùíéêïý ÷ùñßïõ.
Ãéá ôï åìâáäüí äå÷üìáóôå üôé éó÷ýïõí ïé åðüìåíåò éäéüôçôåò
(áîéþìáôá):
� ºóá ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 2
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� Áí Ýíá ðïëõãùíéêü ÷ùñßï (Þ ìéá ðïëõãùíéêÞ åðéöÜíåéá)
÷ùñßæåôáé óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá,
ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ôüôå ôï åìâáäüí
ôïõ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí åðéìÝñïõò
ðïëõãùíéêþí ÷ùñßùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá ôï åìâáäüí ôïõ
ðïëõãùíéêïý ÷ùñßïõ ÁÂÃÄÅÆ ôïõ (ó÷. 5) Ý÷ïõìå: 

(ABÃÄÅÆ) = (ÁÂÃ) + (ÁÃÄÆ) + (ÆÄÅ)
Åðßóçò äå÷üìáóôå üôé:
� Ôï åìâáäüí åíüò ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò 1 åßíáé 1.

Áðü ôá ðáñáðÜíù áîéþìáôá ðñïêýðôåé üôé:
� Aí Ýíá ðïëýãùíï Ñ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü åíüò Üëëïõ

ðïëõãþíïõ Ð (ó÷.6á), ôüôå ôï åìâáäüí ôïõ Ñ åßíáé ìéêñüôåñï
ôïõ åìâáäïý ôïõ Ð.

Åßäáìå ðáñáðÜíù üôé áí äýï ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá åßíáé ßóá, ôü-
ôå Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ. Ôï áíôßóôñïöï åßíáé öáíåñü (ó÷. 6â) üôé
äåí éó÷ýåé.
Äýï ó÷Þìáôá ðïõ Ý÷ïõí ôï ßäéï åìâáäüí ëÝãïíôáé éóïäýíáìá
Þ éóåìâáäéêÜ.
¸ôóé ó÷Þìáôá ðïõ äåí åßíáé ßóá ìðïñïýí íá óõãêñßíïíôáé ùò
ðñïò ôï åìâáäüí ôïõò.
Ìå ôç âïÞèåéá ôùí ðáñáðÜíù éäéïôÞôùí ôïõ åìâáäïý ìðïñåß
íá áðïäåé÷èåß ôï åðüìåíï èåþñçìá.

10.3 Åìâáäüí âáóéêþí åõèõãñÜììùí 
ó÷çìÜôùí

Ìå âÜóç ôï åìâáäüí ôïõ ôåôñáãþíïõ èá áðïäåßîïõìå ôï åðü-
ìåíï èåþñçìá.

Ôï åìâáäüí Å åíüò ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé á2,
äçëáäÞ:

Å = á22..

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6
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ÄçëáäÞ áí á, â, ïé ðëåõñÝò êáé Å ôï åìâáäüí åßíáé: 

Áðüäåéîç
¸óôù Ýíá ïñèïãþíéï ÁÂÃÄ, ìå ÁÂ = á êáé ÁÄ = â (ó÷.7).
Ðñïåêôåßíïõìå ôçí ðëåõñÜ ÁÄ êáôÜ ôìÞìá ÄÅ=á, ôçí ÁÂ êá-
ôÜ ÂÉ=â êáé ó÷çìáôßæïõìå ôï ôåôñÜãùíï ÁÉÇÅ, ôï ïðïßï åßíáé
öáíåñü üôé Ý÷åé ðëåõñÜ á+â êáé åðïìÝíùò åßíáé: 

(ÁÉÇÅ) = (á + â)2 (1).

Ðñïåêôåßíïíôáò ôéò ÄÃ êáé ÂÃ ó÷çìáôßæïíôáé ôá ôåôñÜãùíá
ÄÃÆÅ, ÂÉÈÃ ìå ðëåõñÝò á, â áíôßóôïé÷á êáé ôï ïñèïãþíéï
ÃÈÇÆ ðïõ åßíáé ßóï ìå ôï ÁÂÃÄ. ¸ôóé Ý÷ïõìå 

(ÄÃÆÅ)=á2, (ÂÉÈÃ) = â2 êáé (ÃÈÇÆ) = (ÁÂÃÄ)      (2) 

Åßíáé öáíåñü üìùò üôé

(ÁÉÇÅ) = (ÁÂÃÄ) + (ÃÈÇÆ) + (ÂÉÈÃ) + (ÄÃÆÅ),

áðü ôçí ïðïßá ìå ôç âïÞèåéá ôùí (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé:

(á + â)2 = 2(ÁÂÃÄ) + á2 + â2.

Áðü áõôÞ ìåôÜ ôéò ðñÜîåéò êáôáëÞãïõìå óôçó÷Ýóç (ABÃÄ) = á?â.

ÄçëáäÞ ,

üðïõ á, â ïé ðëåõñÝò êáé õá, õâ ôá áíôßóôïé÷á ýøç.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ (ó÷.8) êáé áò
öÝñïõìå ôï ýøïò ÁÆ ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ÂÃ. Èá áðïäåßîïõìå
üôé (ÁÂÃÄ)=ÂÃ ? ÁÆ.
Áðü ôï Ä öÝñïõìå ÄÇ êÜèåôç óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÂÃ. Ôüôå
ôá ôñßãùíá ÆÂÁ êáé ÇÃÄ åßíáé ßóá (Æ

^
= Ç

^
= 90°, ÁÂ = ÄÃ êáé

Å = áõá = âõâ

Ôï åìâáäüí åíüò ïñèïãùíßïõ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï
ôùí ðëåõñþí ôïõ.

Èåþñçìá I

Ôï åìâáäüí Å åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ éóïýôáé ìå ôï
ãéíüìåíï ìéáò ðëåõñÜò ôïõ åðß ôï ýøïò ðïõ áíôé-
óôïé÷åß óå áõôÞ.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 7

Ó÷Þìá 8

Å = á ? â
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Â
^

1 = Ã
^

1), ïðüôå:  (ÆÂÁ) = (ÇÃÄ)      (1).

Áðü ôï ó÷Þìá üìùò Ý÷ïõìå üôé (ÁÂÃÄ) = (ABZ) + (AÆÃÄ),
ïðüôå óýìöùíá ìå ôçí (1) ðñïêýðôåé üôé 

(ÁÂÃÄ) = (ÁÆÃÄ) + (ÄÃÇ) = (ÁÆÇÄ). 

ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá É Ý÷ïõìå

(ÁÂÃÄ)=(ÁÆÇÄ)=ÁÄ×ÁÆ= ÂÃ×ÁÆ, 

ðïõ åßíáé ôï æçôïýìåíï.
Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ åìâáäïý ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ èá õðï-
ëïãßóïõìå ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý ôñéãþíïõ.

ÄçëáäÞ .

Áðüäåéîç
Ìå ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÂÃ (ó÷.9) ó÷çìáôßæïõìå ôï ðáñáëëçëü-
ãñáììï ÁÂÃÄ, ôï åìâáäüí ôïõ ïðïßïõ åßíáé

(ÁÂÃÄ) = á×õá (1).

¼ìùò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÄÁÃ åßíáé ßóá, ïðüôå:
(ÁÂÃ) = (ÁÄÃ)      (2).

Áðü ôï ó÷Þìá Ý÷ïõìå üôé (ÁÂÃÄ) = (ÁÂÃ)+ (ÁÃÄ) ç ïðïßá,
óýìöùíá ìå ôéò (1) êáé (2), ìåôáôñÝðåôáé óôçí

á×õá = 2(ÁÂÃ) Þ (ABÃ) = }
1

2
} á ?õá.

ÔÝëïò, ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý ôñéãþíïõ èá ôïí áîéïðïéÞóïõìå
ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï åìâáäüí ôïõ ôñáðåæßïõ.

ÄçëáäÞ ,

üðïõ Â, â ïé âÜóåéò ôïõ ôñáðåæßïõ êáé õ ôï ýøïò ôïõ.

Å = }}
(Â

2

+ â)
}} ??  õ

Å = }}
1

2
}} á ?? õá = }}

1

2
}} â ?? õâ = }}

1

2
}} ã ?? õã

Ôï åìâáäüí Å åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ßóï ìå ôï çìéãéíü-
ìåíï ìéáò ðëåõñÜò åðß ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò.

Èåþñçìá III

Ôï åìâáäüí ôñáðåæßïõ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôïõ çìé-
áèñïßóìáôïò ôùí âÜóåþí ôïõ åðß ôï ýøïò ôïõ.

Èåþñçìá IV

Ó÷Þìá 9
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Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (BÃ//ÁÄ) (ó÷.10), ìå âÜóåéò 
ÂÃ = Â, ÁÄ = â êáé ýøïò õ. ÖÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÁÃ. Ôüôå
Ý÷ïõìå 

Å = (ÁÂÃÄ) = (ÁÂÃ) + (ÁÃÄ)      (1).

ÁëëÜ ôá äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÃÄ Ý÷ïõí ôï ßäéï ýøïò õ êáé
âÜóåéò Â, â áíôßóôïé÷á êáé åðïìÝíùò: 

(ÁÂÃ) = }
1

2
} Â ? õ   êáé   (ÁÂÄ) = }

1

2
} â ? õ      (2).

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ó÷Ýóåùí (2) óôçí (1) ðñïêýðôåé üôé

Å= }
Â

2

+ â
} ? õ, äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Ôï åìâáäüí Å åíüò éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé ßóï ìå 

E = }
á2ÏÏ

4

3w
}.

Áðüäåéîç

ÖÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ (ó÷. 11) ôï ïðïßï åßíáé êáé äéÜìåóïò. Áðü ôï
ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÁÃ, óýìöùíá ìå ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá, Ý÷ïõìå

õ2 = ÁÄ2 = á2 � ÄÃ2 = á2 � 1}
á

2
}2

2
= }

3

4

á2

},

äçëáäÞ õ = }
áÏ

2

3w
}, ïðüôå Å = }

1

2
} áõ = }

1

2
} á }

áÏ
2

3w
} = }

á2Ï
4

3w
}.

ÐÏÑIÓÌÁ

Ôï åìâáäüí ôñáðåæßïõ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôçò äéáìÝ-
óïõ åðß ôï ýøïò ôïõ.

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 10

Äñáóôçñéüôçôá

Xùñßæïíôáò ôï ôñáðÝæéï óå äýï ïñèïãþíéá ôñßãùíá êáé Ýíá ïñèïãþíéï (âë.
ôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá), íá áðïäåßîåôå ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý ôïõ ôñáðåæßïõ.
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ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç

Ôï åìâáäüí ñüìâïõ éóïýôáé ìå ôï çìéãéíüìåíï ôùí äéáãùíßùí ôïõ.
Áðüäåéîç
Åßíáé öáíåñü (ó÷.12) üôé

(ÁÂÃÄ) = (ÁÂÄ) + (ÂÃÄ)   (1).
ÅðåéäÞ ïé äéáãþíéïé ôïõ ñüìâïõ åßíáé êÜèåôåò êáé äé÷ïôïìïýíôáé
Ý÷ïõìå:

(ÁÂÄ) = }
1

2
} ÂÄ ? ÁÏ = }

1

2
} ä2?}

ä

2
1} = }

1

4
} ä1?ä2 êáé  (ÂÃÄ) = }

1

4
} ä1?ä2 (2).

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí (2) óôçí (1) ðñïêýðôåé üôé Å = }
1

2
} ä1?ä2 (3).

ÅÖÁÑÌÏÃH 3ç

¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ. 
i) Áí ÁÌ äéÜìåóïò ôïõ ôñéãþíïõ íá áðïäåßîåôå üôé 

(ÁÂÌ) = (ÁÌÃ). 
ii) Áðü ôçí êïñõöÞ Á íá öÝñåôå ôñåéò åõèåßåò ðïõ íá ÷ùñß-
æïõí ôï ôñßãùíï óå ôÝóóåñá éóïäýíáìá ôñßãùíá.
Ëýóç
i) ÖÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ó÷. 15). Ôï ÁÄ
åßíáé êáé ýøïò óôá ôñßãùíá ÁÂÌ êáé ÁÌÃ, ïðüôå Ý÷ïõìå

(ÁÂÌ) = }
1

2
} ÂÌ ? ÁÄ = }

1

2
} ÌÃ ? ÁÄ = (ÁÌÃ)

áöïý ôï Ì åßíáé ìÝóï ôïõ ÂÃ.
ii) Áðü ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá ðñïêýðôåé üôé ïé æçôïýìåíåò åõèåßåò åßíáé ïé öïñåßò ôùí
äéáìÝóùí ÁÌ, ÁÊ êáé ÁË ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ, ÁÂÌ êáé ÁÌÃ áíôßóôïé÷á. 

Ó÷Þìá 12

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ï ðñïçãïýìåíïò ôýðïò (3) éó÷ýåé êáé óôçí ðåñßðôùóç ïðïéïõäÞðïôå êõñôïý Þ
ìç êõñôïý, ôåôñáðëåýñïõ ìå êÜèåôåò äéáãùíßïõò.
ÐñÜãìáôé (ó÷. 13, 14)

(ÁÂÃÄ) = (ÁÂÄ) + (ÂÃÄ) = 

= }
1

2
} ÂÄ ? ÁÏ + }

1

2
} ÂÄ ? ÏÃ = }

1

2
} ÂÄ (ÁÏ + ÏÃ) = }

1

2
} ÂÄ ? ÁÃ.

Ìéá ãåíßêåõóç ôïõ ôýðïõ (3), ãéá ôçí ðåñßðôùóç ôïõ ôåôñáðëåýñïõ áðïôåëåß ç
Üóêçóç 7 ôùí áðïäåéêôéêþí áóêÞóåùí.

Ó÷Þìá 13

Ó÷Þìá 14

Ó÷Þìá 15
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá ãñÜøåôå ôïõò ôýðïõò õðïëïãéóìïý ôïõ åìâáäïý: 
i) ôåôñáãþíïõ
ii) ïñèïãùíßïõ
iii) ðáñáëëçëïãñÜììïõ
iv) ôñéãþíïõ
v) ôñáðåæßïõ

2. ¸íá ôåôñÜãùíï Ý÷åé ðåñßìåôñï 16. Ðüóï åßíáé ôï
åìâáäüí ôïõ;
3. ¸íá ïñèïãþíéï Ý÷åé äéáóôÜóåéò á=9, â=4 êáé åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò x. Íá âñåèåß ôï x.
4. Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé á < â. Ìå ðïéá áíéóïôéêÞ
ó÷Ýóç óõíäÝïíôáé ôá õá êáé õâ ;

5. Áí Ýíáò ñüìâïò Ý÷åé ìÞêç äéáãùíßùí 4 êáé 5 áíôß-
óôïé÷á, ìå ôé éóïýôáé ôï ãéíüìåíï ìéáò ðëåõñÜò ôïõ åðß
ôï áíôßóôïé÷ï ýøïò;
6. ¸íáò ÷ùñéêüò áíôÜëëáîå Ýíáí áãñü, ðïõ åß÷å ó÷Þìá
ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò 60 m, ìå Ýíáí Üëëï áãñü (ìå ôçí
ßäéá ðïéüôçôá ÷þìáôïò) ðïõ åß÷å ó÷Þìá ïñèïãùíßïõ ìå
ðëÜôïò 40 m êáé ðåñßìåôñï ßóç ìå ôçí ðåñßìåôñï ôïõ
ðñþôïõ. ¸÷áóå Þ êÝñäéóå ï ÷ùñéêüò áðü ôçí áíôáëëá-

ãÞ áõôÞ; ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óôï åóùôåñéêü ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ ðëåõñÜò á = 4 êá-
ôáóêåõÜæïõìå ôï éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÄÆ. Íá õðïëïãé-
óèåß ôï åìâáäüí ôùí ÁÂÃÄ, ÁÄÆ, ÁÂÆ êáé ÂÆÃ.
2. Áí Ì ôõ÷áßï óçìåßï ôçò ðëåõñÜò ÁÄ = 10 ôåôñáãþ-
íïõ ÁÂÃÄ, ôüôå ôï Üèñïéóìá (ÁÌÂ) + (ÄÌÃ) åßíáé :
Á:25     Â:40     Ã:50     Ä:75     Å:100
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 6, ÁÃ = 8 êáé Á^=60°.
Íá âñåèïýí: i) ôï ýøïò õâ , ii) ôï åìâáäüí (ÁÂÃ), 

iii) ôï ýøïò õá .

4. ¸íá ïñèïãþíéï Ý÷åé ðåñßìåôñï 14 êáé äéáãþíéï 5.
Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ.
5. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå ÂÃ = 10 êáé
áíôßóôïé÷ï ðñïò áõôÞí ýøïò õ = 5. ÐÜíù óôéò ðëåõñÝò
ÁÄ êáé ÂÃ ðáßñíïõìå ôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á,
þóôå ÁÅ = ÆÃ.
i) Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ÁÂÃÄ.
ii) Áöïý ðñþôá óõãêñßíåôå ôá åìâáäÜ ôùí ôñáðåæßùí
ÁÅÆÂ êáé ÅÆÃÄ íá âñåßôå ôï åìâáäüí êáèåíüò áðü
áõôÜ.
6. ¸íá ïéêüðåäï Ý÷åé ó÷Þìá ôñáðåæßïõ ÁÂÃÄ (ÁÄ//ÂÃ)

ìå Á^ = Â^ = 1z , ÁÄ = 15m, BÃ = 20m êáé ÁÂ = 12m.
¸íáò êáéíïýñãéïò äñüìïò ðåñíÜåé ðáñÜëëçëá ðñïò ôç
ÄÃ êáé áðïêüðôåé ìéá ëùñßäá ðëÜôïõò 3m. Ðüóá
ôåôñáãùíéêÜ ìÝôñá åßíáé ôï ïéêüðåäï ðïõ áðïìÝíåé;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Áí Ó åßíáé óçìåßï ìéáò ðëåõñÜò ðáñáëëçëïãñÜììïõ
ÁÂÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé 

(ÓÁÃ) + (ÓÂÄ) = (ÁÂÃ).
2. Áí ïé äéÜìåóïé ÁÄ êáé ÂÅ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôÝìíïíôáé
óôï È íá áðïäåßîåôå üôé:
i) (ÁÂÅ) = (ÂÅÃ),   ii) (ÁÈÂ) = (ÄÃÅÈ)
êáé iii) (ÂÈÄ) = (ÁÈÅ).
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôï âáñýêåíôñü ôïõ È. Áðü
óçìåßï Ó ôçò äéáìÝóïõ ÁÄ öÝñïõìå ôéò êÜèåôåò ÓÅ, ÓÆ
óôéò ÁÃ, ÁÂ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) (ÁÂÓ) = (ÁÃÓ),
ii) ÁÂ·ÓÆ=ÁÃ·ÓÅ  êáé

iii) (AÂÈ) = (ÂÈÃ) = }
1

3
} (ÁÂÃ).

4. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (BÃ//ÁÄ). Áí Ì ôï ìÝóo ôçò
ðëåõñÜò ôïõ ÁÂ, íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÂÃÄ) = 2(ÌÃÄ).
5.Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí åíüò ôñáðåæßïõ åßíáé
ßóï ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ìßáò áðü ôéò ìç ðáñÜëëçëåò

Äñáóôçñéüôçôá

Íá ÷ùñßóåôå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ óå ôñßá éóïäýíáìá ôñßãùíá ìå åõèåßåò áðü
ôçí êïñõöÞ Á.
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10.4  ¢ëëïé ôýðïé ãéá ôï åìâáäüí ôñéãþíïõ

Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ âáóéêïý ôýðïõ ãéá ôï åìâáäüí åíüò ôñéãþ-
íïõ ÁÂÃ, ìå ìÞêç ðëåõñþí á, â, ã, ðñïêýðôïõí êáé ïé åðüìå-
íïé ôýðïé:

(i) (ôýðïò ôïõ ¹ñùíá),

üðïõ ô ç çìéðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþíïõ.

(ii) , üðïõ ñ ç áêôßíá ôïõ åããåãñáììÝíïõ
êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ. 

(iii) , üðïõ R ç áêôßíá ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ 

êýêëïõ ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç
(i) Óôçí § 9.4 (EöáñìïãÞ 2) áðïäåßîáìå üôé 

õá = }
á

2
} Ïô(wôw�w áw)(wôw�w âw)w(ôw �w ãw)w, ïðüôå Ý÷ïõìå: 

Å = }}
á

4

â

R

ã
}}

Å 55 ôñ

Å 55 ÏÏô(wwôww22ww áww)(wwôww22ww âww)(wwôww22ww ãww)ww

ðëåõñÝò ôïõ åðß ôçí áðüóôáóç ôïõ ìÝóïõ ôçò Üëëçò áðü
áõôÞ.
6. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 1, ÁÃ = 2 êáé

Á^=120°. Ìå ðëåõñÝò ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáôáóêåõÜæïõìå
åîùôåñéêÜ ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ôá ôåôñÜãùíá ÁÂÄÃ êáé
ÁÃÆÈ áíôßóôïé÷á. Ôüôå:
i) íá õðïëïãßóåôå ôï ôìÞìá ÅÈ,
ii) íá áðïäåßîåôå üôé ôá Ä, Å, È åßíáé óõíåõèåéáêÜ êáé
iii) íá áðïäåßîåôå üôé ôï åìâáäüí ôçò ðïëõãùíéêÞò åðé-
öÜíåéáò ÂÃÆÈÅÄ åßíáé 5 + Ï3w.
7. Áí ù åßíáé ç ãùíßá ôùí äéáãùíßùí ÁÃ êáé ÂÄ êõñ-
ôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ, íá áðïäåßîåôå üôé 

(ÁÂÃÄ) = }
1

2
} ÁÃ ? ÂÄ ? çìù.

8. Ï éäéïêôÞôçò åíüò ïéêïðÝäïõ ó÷Þìáôïò ïñèïãùíßïõ,
ôïõ ïðïßïõ ôï ìÞêïò åßíáé êáôÜ 18 m ìåãáëýôåñï ôïõ
ðëÜôïõò, èÝëåé íá ó÷çìáôßóåé ãýñù áðü ôï ïéêüðåäï êáé
åîùôåñéêÜ áõôïý ìéá äåíäñïóôïé÷ßá ðëÜôïõò 2,5 m.
¸ôóé áíáãêÜæåôáé íá áãïñÜóåé áðü ôïõò ãåßôïíÝò ôïõ

695 m2. Ná âñåèïýí ïé äéáóôÜóåéò ôïõ ïéêïðÝäïõ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Èåùñïýìå êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ. Óôéò ðñï-
åêôÜóåéò ôùí çìéåõèåéþí ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÁ ðáßñíïõìå
áíôßóôïé÷á ôá óçìåßá Æ, Ç, È êáé É, þóôå ÂÆ =ÁÂ,

ÃÇ=ÂÃ, ÄÈ=ÃÄ êáé ÁÉ=ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) (ÉÈÁ) = (ÁÈÄ) = (ÁÃÄ),
ii) (ÉÈÄ) + (ÆÇÂ) = 2(ÁÂÃÄ) êáé
iii) (ÉÆÇÈ) = 5(ÁÂÃÄ).
2. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ðáßñíïõìå ôï ìÝóï Ì ôçò äéáìÝóïõ
ÁÄ, ôï ìÝóï Í ôïõ ÃÌ êáé ôï ìÝóï Ñ ôïõ ÂÍ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé (ÌÍÑ) = }
1

8
} (ÁÂÃ). 

3. Óôéò ðëåõñÝò ÂÃ êáé ÃÄ ôåôñáãþíïõ ÁÂÃÄ ðëåõñÜò
á ðáßñíïõìå ôá óçìåßá Æ êáé Ç áíôßóôïé÷á, þóôå 

ÆÃ = ÇÄ = }
á

4
}.

i) Íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôìÞìáôá ÁÆ êáé ÂÇ ôÝìíïíôáé
êÜèåôá óå óçìåßï Ê.
ii) Íá õðïëïãéóèïýí ôá ìÞêç ôùí ôìçìÜôùí: ÁÊ, ÁÇ
êáé ÊÇ.
iii) Íá õðïëïãéóèåß ôï åìâáäüí ôïõ ôåôñáðëåýñïõ
ÁÊÇÄ.
4. Èåùñïýìå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Ï
óôï åóùôåñéêü ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) (ÏÁÂ) + (ÏÃÄ) = (ÁÂÃ) êáé
ii) (ÏÁÃ) + (ÏÂÃ) = (ÏÃÄ).
5. Áí ÁÂÃÄ êáé ÊËÌÍ åßíáé  ñüìâïò ðëåõñÜò á êáé
ôåôñÜãùíï ðëåõñÜò á áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé
(ÁÂÃÄ) # (ÊËÌÍ).
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Å 5 }
1

2
} áõá 5 }

1

2
} á }

á

2
} Ïô(wôw2w áw)(wôw2w âw)(wôw2w ãw)w 5

5 Ïô(wôw2w áw)(wôw2w âw)(wôw2w ãw)w   .

(ii) ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ (ó÷. 16) êáé ï åããåãñáììÝíïò êýêëïò
ôïõ (É, ñ). ÖÝñïõìå ôá ôìÞìáôá ÉÁ, ÉÂ êáé ÉÃ êáé Ýôóé ôï ôñß-
ãùíï ÷ùñßæåôáé óôá ôñßãùíá ÉÂÃ, ÉÃÁ êáé ÉÁÂ ðïõ Ý÷ïõí ôï
ßäéï ýøïò ñ êáé äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ïðüôå
Ý÷ïõìå:

Å 5 (ÁÂÃ) 5 (ÉÂÃ) 1 (ÉÃÁ) 1 (ÉÁÂ)

= }
1

2
} áñ + }

1

2
} âñ + }

1

2
} ãñ = }

1

2
} (á + â + ã)ñ = }

1

2
} 2ôñ = ôñ.

(iii) Åßíáé ãíùóôü üôé âã = 2Rõá (ÅöáñìïãÞ 5 §8.2), ïðüôå Ý-

÷ïõìå üôé õá = }
2

â

R

ã
} êáé ìå áíôéêáôÜóôáóç óôïí ôýðï E = }

1

2
} áõá

ðñïêýðôåé ôï æçôïýìåíï.
ÔÝëïò, ôï åìâáäüí Å åíüò ôñéãþíïõ ÁÂÃ äßíåôáé êáé áðü ôïí
(ôñéãùíïìåôñéêü) ôýðï: 

.

Áðüäåéîç
Áí Á^ <1z, áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÂÁ (ó÷.17á) ðñïêýðôåé
üôé õâ=ã×çìÁ. 

Áí Á^ >1z, ðÜëé áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÄÂÁ (ó÷. 17â) ðñï-
êýðôåé üôé:

õâ = ã ? çìÁåî = ã ? çì(180° � Á) = ã ? çìÁ.

¸ôóé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò Ý÷ïõìå  õâ=ã×çìÁ ïðüôå 

.

¼ôáí Á^ = 1z, ôüôå õâ = ã, åðïìÝíùò ðÜëé ï ôýðïò éó÷ýåé.

¼ìïéá áðïäåéêíýïíôáé êáé ïé õðüëïéðïé ôýðïé.

Å = }}
1

2
}} âõâ = }}

1

2
}} âã ?? çìÁ

Å = }}
1

2
}} âãçìÁ = }}

1

2
}} ãáçìÂ = }}

1

2
}} áâçìÃ

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ:
¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé ï ôý-
ðïò (2) éó÷ýåé ãéá ïðïéïäÞðïôå
ðåñéãåãñáììÝíï óå êýêëï  ðïëý-
ãùíï ìå çìéðåñßìåôñï ô.

Ó÷Þìá 16

Ó÷Þìá 17

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç   Íüìïò ôùí çìéôüíùí

Óå êÜèå ôñßãùíï ÁÂÃ íá áðïäåé÷èåß üôé:  }
çì

á

Á
} = }

çì

â

Â
} = }

çì

ã

Ã
} = 2R.

Áðüäåéîç

Áðü ôéò éóüôçôåò Å = }
1

2
} âãçìÁ êáé  Å = }

á

4

â

R

ã
} ðñïêýðôåé üôé }

1

2
}âãçìÁ = }

á

4

â

R

ã
}
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Þ   çìÁ = }
2

á

R
} Þ   }

çì

á

Á
} = 2R.  ¼ìïéá ðñïêýðôåé }

çì

â

Â
} = 2R , }

çì

ã

Ã
} = 2R, áðü ôéò ïðïßåò

óõìðåñáßíïõìå ôï æçôïýìåíï.

ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå á = 13, â = 14 êáé ã = 15 (ó÷.18). Íá
õðïëïãßóåôå:
(i) ôï åìâáäüí ôïõ,
(ii) ôá ýøç ôïõ,
(iii) ôéò áêôßíåò ôïõ åããåãñáììÝíïõ êáé ôïõ ðåñéãåãñáììÝíïõ
êýêëïõ,
(iv) ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ìå êïñõöÝò ôá ìÝóá ôùí ðëåõ-
ñþí ôïõ ÁÂÃ.
Ëýóç

(i) ¸÷ïõìå ô = }
1

2
} (á + â + ã) = 21 ïðüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí äåäïìÝíùí óôïí ôýðï ôïõ 

¹ñùíá ðáßñíïõìå:
Å = Ïô(wôw�w áw)(wôw�w âw)(wôw�w ãw)w = Ï2w1w ?w 8w ?w 7w ?w 6w = 84.

(ii) ¸÷ïõìå Å = }
1

2
} áõá Þ 84 = }

1

2
} 13õá Þ õá = }

1

1

6

3

8
}.  ¼ìïéá âñßóêïõìå üôé 

õâ=12 êáé õã = }
5

5

6
}.

(iii) Áðü ôïõò ôýðïõò E = ô ? ñ êáé Å = }
á

4

â

R

ã
} ðñïêýðôïõí áíôßóôïé÷á üôé ñ = 4 êáé R = }

6

8

5
}.

(iv) ¸÷ïõìå ÌË = }
1

2

3
} , ÌÊ = 7, êáé ÊË = }

1

2

5
}, ïðüôå áðü ôïí ôýðï ôïõ ¹ñùíá ðñïêýðôåé

ðÜëé üôé (ÊËÌ) = 21.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò

1. Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôýðïõ Å = }
1

2
} âã ?çìÁ íá áðïäåß-

îåôå üôé Å # }
1

2
} âã. Ðüôå éó÷ýåé ç éóüôçôá;

2. Óå Ýíá ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé (ÁÂÃ)=9 êáé ñ = 1,5.
Ðïéá åßíáé ç ðåñßìåôñüò ôïõ;
3. Ðïéïé åßíáé ïé ôýðïé õðïëïãéóìïý ôïõ åìâáäïý åíüò

ôñéãþíïõ;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Óå ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ åßíáé ÁÂ = 18,ÂÃ = 20
êáé ÁÃ = 34. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ.
2. Äßíåôáé ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÄ//ÂÃ) ìå ÂÃ = 25, ÁÄ =
11, ÁÂ = 13 êáé ÄÃ = 15. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ
êáé ôï ýøïò ôïõ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = 4, ÁÃ = 7 êáé 

Á^ = 60°. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) ìå 
ÁÂ = 6 êáé ÁÃ = 8. Íá âñåßôå: 
i) ôï åìâáäüí,
ii) ôï ýøïò õá ,
iii) ôçí áêôßíá ñ ôïõ åããåãñáììÝíïõ êýêëïõ. 

Ó÷Þìá 18
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EÌÂÁÄÁ

ÁóêÞóåéò AðïäåéêôéêÝò
1. Áí óå ôñßãùíï ÁÂÃ éó÷ýåé âã = áõá íá áðïäåßîåôå

üôé Á^ = 1z.
2. Áí Å ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ðëåõñÝò á,
â, ã, íá áðïäåßîåôå üôé:
i) Å<ô(ô � á) Û A < 1z,

ii) Å = ô(ô � á) Û A = 1z,

iii) Å>ô(ô � á) Û A > 1z.
3. Áí äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé åããåãñáììÝ-
íá óôïí ßäéï êýêëï íá áðïäåßîåôå üôé

}
(Á

(A

¢Â
B

¢
Ã

Ã

)

¢)
} = }

á

á

¢â
â

¢
ã

ã¢
} .

4. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á^ Þ 1z öÝñïõìå ôá ýøç ÂÆ êáé

ÃÇ. Íá áðïäåßîåôå üôé (ÁÆÇ)=(ÁÂÃ)óõí2Á.
5. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ íá áðïäåßîåôå üôé: 

}
õ

1

á

} + }
õ

1

â

} + }
õ

1

ã

} = }
1

ñ
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. i) Äßíåôáé ãùíßá xO^ y êáé óôáèåñü óçìåßï Ê óôï
åóùôåñéêü áõôÞò. Áðü ôï Ê öÝñïõìå ìåôáâëçôÞ åõèåßá
å ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò Ïx, Ïy óôá óçìåßá Ì, Í áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï Üèñïéóìá

}
(OK

1

M)
} + }

(OK

1

N)
} åßíáé óôáèåñü.

ii) Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ, óçìåßï Ê óôï åóùôåñéêü
ôïõ êáé ôá ôìÞìáôá ÁÁ´, ÂÂ´ êáé ÃÃ´ ðïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï Ê. Áí E1,E2,...,E6 åßíáé áíôßóôïé÷á ôá åìâáäÜ

ôùí ôñéãþíùí ÁÊÃ´, ÂÊÃ´, ÂÁ´Ê, ÃÊÁ´, ÃÊÂ´ êáé
ÁÊÂ´, íá áðïäåßîåôå üôé:

}
Å

1

1

} + }
Å

1

3

} + }
Å

1

5

} = }
Å

1

2

} + }
Å

1

4

} + }
Å

1

6

} .

2. Áí ñá , ñâ , ñã åßíáé ïé áêôßíåò ôùí ðáñåããåãñáììÝ-

íùí êýêëùí ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÂÃ) = (ô � á)ñá = (ô � â)ñâ = (ô � ã)ñã .

3. ¸óôù ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ åããñÜøéìï óå êýêëï. Áí
èÝóïõìå ÁÂ = á, ÂÃ = â, ÃÄ = ã êáé ÄÁ = ä íá áðï-

äåßîåôå üôé }
Â

Á

Ä

Ã
} = }

á

á

ä

â

+

+

â

ãä

ã
} (2ï Èåþñçìá Ðôïëåìáßïõ).

Åìâáäüí êáé ïìïéüôçôá

10.5 Ëüãïò åìâáäþí üìïéùí ôñéãþíùí -
ðïëõãþíùí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå åìâáäÜ Å êáé

Å´ áíôßóôïé÷á. Ôüôå åßíáé Å = }
1

2
}áõá êáé Å¢ = }

1

2
}á¢õá¢, ïðüôå 

}
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
õ

õ
á

á¢
} . Áðü ôçí éóüôçôá áõôÞ ðñïêýðôåé Üìåóá üôé:

d Áí á = á´, ôüôå }
Å

Å

¢
} = }

õ

õ

á

á

¢
} (ó÷.19á).

d Áí õá = õá´, ôüôå }
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
} (ó÷.19â).

ÄçëáäÞ: áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí ßóåò âÜóåéò, ôüôå ï ëüãïò
ôùí åìâáäþí ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí
õøþí, åíþ áí Ý÷ïõí ßóá ýøç, ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí
ôïõò éóïýôáé ìå ôï ëüãï ôùí áíôßóôïé÷ùí âÜóåùí.
Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ åßíáé üìïéá,
éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.
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Áðüäåéîç
¸óôù äýï üìïéá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ (ó÷. 20) ìå 

Á^ = Á^¢ êáé   Â
^

= Â
^ ¢.

Ôüôå }
á

á

¢
} = }

õ

õ

á

á

¢
} = ë   (1), üðïõ ë ï ëüãïò ïìïéüôçôáò. ÁëëÜ,

üðùò êáé ðáñáðÜíù, åßíáé }
Å

Å

¢
} = }

á

á

¢
} ? }

õ

õ

á

á

¢
} (2).

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé }
Å

Å

¢
} = ë2.

Ôï ðáñáðÜíù óõìðÝñáóìá éó÷ýåé ãåíéêüôåñá êáé ãéá üìïéá
ðïëýãùíá, üðùò ìáò âåâáéþíåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Áò èåùñÞóïõìå äõï üìïéá ðïëýãùíá ð.÷. ôá ðåíôÜãùíá
ÁÂÃÄÅ êáé Á´Â´Ã´Ä´Å´ (ó÷. 21) ìå ëüãï ïìïéüôçôáò:

}
A

A

¢
B

B¢
} = }

Â

Â

¢
Ã

Ã¢
} = }

Ã

Ã

¢
Ä

Ä¢
} = }

Ä

Ä

¢
Å

Å¢
} = ë   (1).

ÖÝñïõìå ôéò äéáãùíßïõò ôùí ðïëõãþíùí áðü ôéò êïñõöÝò Á
êáé Á´, ïðüôå áõôÜ ÷ùñßæïíôáé óå éóÜñéèìá ôñßãùíá üìïéá ìå-
ôáîý ôïõò.
Áí Å1, Å2, Å3 êáé Å¢1, Å¢2, Å¢3 åßíáé ôá åìâáäÜ ôùí áíôßóôïé-

÷ùí ôñéãþíùí, óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá êáé ôç
ó÷Ýóç (1), èá Ý÷ïõìå:

}
Å

Å

¢
1

1

} = 1}Á
Á

¢
Â

Â¢
}2

2
= ë2 , }

Å

Å

¢
2

2

} = 1}
Ã

Ã

¢
Ä

Ä¢
}2

2
= ë2 êáé

}
Å

Å

¢
3

3

} = 1}
Ä

Ä

¢
Å

Å¢
}2

2
= ë2,

ïðüôå:

ë2 = }
Å

Å

¢
1

1

} = }
Å

Å

¢
2

2

} = }
Å

Å

¢
3

3

} = = ,

äçëáäÞ ôï æçôïýìåíï.

(ÁÂÃÄÅ)
}}
(Á¢Â¢Ã¢Ä¢Å¢)

Å1 + Å2 + Å3}}
Å¢1 + Å¢2 + Å¢3

222

ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Áí äõï ôñßãùíá åßíáé üìïéá ôüôå ï ëüãïò ôùí åìâáäþí
ôïõò éóïýôáé ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ïìïéüôçôáò.

Èåþñçìá I

Ï ëüãïò ôùí åìâáäþí äýï üìïéùí ðïëõãþíùí åßíáé
ßóïò ìå ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ëüãïõ ïìïéüôçôÜò ôïõò.

Èåþñçìá II

Ó÷Þìá 20
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Ãéá ôï ëüãï ôùí åìâáäþí ôñéãþíùí ìå äýï ãùíßåò ßóåò Þ
ðáñáðëçñùìáôéêÝò éó÷ýåé ôï åðüìåíï èåþñçìá.

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå Á^ = Á^¢ (ó÷.22 á,â)
Þ Á^ + Á^¢ = 180° (ó÷.22 á,ã). Ôüôå êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò èá
éó÷ýåé çìÁ = çìÁ´, ïðüôå áðü ôéò éóüôçôåò

Å = }
1

2
} â ? ãçìÁ êáé Å~ = }

1

2
} â¢ ? ã¢çìÁ¢

ìå äéáßñåóç êáôÜ ìÝëç ðñïêýðôåé üôé  }
Å

Å

¢
} = }

â

â

¢ ?

?

ã

ã

¢
} , ðïõ åßíáé

ôï æçôïýìåíï.

223

EÌÂÁÄÁ

Áí ìßá ãùíßá åíüò ôñéãþíïõ åßíáé ßóç Þ ðáñáðëçñùìá-
ôéêÞ ìå ìéá ãùíßá åíüò Üëëïõ ôñéãþíïõ, ôüôå ï ëüãïò
ôùí åìâáäþí ôùí äýï ôñéãþíùí åßíáé ßóïò ìå ôï ëüãï
ôùí ãéíïìÝíùí ôùí ðëåõñþí ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ôéò ãùíßåò
áõôÝò.

Èåþñçìá III

Ó÷Þìá 22

ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï Á
êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ðëåõñÜ ÂÃ. Áí Ì óçìåßï
ôçò å, íá áðïäåßîåôå üôé (ÌÂÃ) = (ÁÂÃ).
Áðüäåéîç
ÖÝñïõìå ôá ýøç ÁÄ êáé ÌÆ ôùí ôñéãþíùí ÁÂÃ êáé ÌÂÃ
áíôßóôïé÷á. ÅðåéäÞ ç å åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ðñï-
êýðôåé üôé ÁÄ = ÌÆ êáé åðïìÝíùò ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÌÂÃ
åßíáé éóåìâáäéêÜ, åðåéäÞ Ý÷ïõí êïéíÞ âÜóç ÂÃ êáé ßóá ýøç.

ÅÖÁÑÌÏÃH 2ç

Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ ìå âÜóåéò ÂÃ êáé ÁÄ êáé Ýóôù
Ï ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

(i) (ÏÁÂ) = (ÏÃÄ), (ii) }
(

(

A

Ï

O

ÂÃ

Ä

)

)
} = }

Á

ÂÃ

Ä
2

2

} êáé

(iii) }
(

(

Ï

Ï

Á

ÂÃ

Â

)

)
} = }

Á

ÂÃ

Ä
} .

Ó÷Þìá 23
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Áðüäåéîç
(i) Eßíáé (ÏÁÂ) = (ÂÁÄ) � (ÏÁÄ) = (ÁÃÄ) � (ÏÁÄ) = (ÏÃÄ).

(ii) Ôá ôñßãùíá ÏÁÄ êáé ÏÂÃ åßíáé üìïéá (Ï^1 = Ï^2, Ã^1 = Á^1) ìå ëüãï ïìïéüôçôáò }
Á

Â

Ä

Ã
} êáé

åðïìÝíùò }
(

(

Ï

Ï

Á

Â

Ä

Ã)

)
} = }

Á

Â

Ä

Ã2

2

}.

(iii) Ôá ôñßãùíá ÏÁÂ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ Â êáé êïéíü ôï ýøïò áðü áõôÞí, åðï-

ìÝíùò }
(

(

Ï

Ï

Á

Â

Â

Ã)

)
} = }

Ï

Ï

Á

Ã
}. Áðü ôçí ïìïéüôçôá üìùò ôùí ôñéãþíùí ÏÁÄ êáé ÏÂÃ Ý÷ïõìå 

üôé }
Ï

Ï

Á

Ã
} = }

Á

Â

Ä

Ã
}, ïðüôå }

(

(

Ï

Ï

Á

Â

Â

Ã)

)
} = }

Á

Â

Ä

Ã
} .

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí õâ = õâ¢ êáé

}
(Á

(A

¢Â
B

¢
Ã

Ã

)

¢)
} = }

3

2
}. Ôüôå ï ëüãïò }

â

â

¢
} åßíáé

Á: }
2

5
} Â: }

3

4
} Ã: }

3

2
} Ä: }

9

4
} Å: }

4

9
}

Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ôçò óùóôÞò áðÜíôçóçò êáé áéôéï-
ëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

2. Äõï ñüìâïé ÁÂÃÄ êáé Á¢Â¢Ã¢Ä¢ Ý÷ïõí Á^ = Á^¢ êáé 

}
Á

Á

¢Â
Â

¢
} = }

4

5
}. Íá õðïëïãéóèåß ï ëüãïò }

(Á

(Á

¢Â
Â

¢Ã
ÃÄ

¢Ä
)

¢)
}. 

3. ¸íá éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åßíáé éóï-
äýíáìï ìå Ýíá ôñßãùíï Á¢Â¢Ã¢ ðïõ Ý÷åé Á¢Â¢?Á¢Ã ¢ = 36.
Áí åßíáé Á + Á¢ =2z, ðïéï åßíáé ôï ìÞêïò ôùí ßóùí
ðëåõñþí ôïõ éóïóêåëïýò;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äõï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí á = á¢ êáé 

õá = }
3

2
} õá¢. Áí ôï åìâáäüí ôïõ ÁÂÃ åßíáé 30m2, íá âñåß-

ôå ôï åìâáäüí ôïõ Á¢Â¢Ã ¢.
2. Äßíåôáé ðáñáëëçëüãñáììï ÁÂÃÄ ìå åìâáäüí 20m2.
Áí Ì óçìåßï óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ ôÝôïéï þóôå 
ÁÂ = 2ÂÌ, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÌÂÃ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôá óçìåßá Ä êáé Æ ôùí
ðñïåêôÜóåùí ôùí ÂÁ êáé ÃÁ áíôßóôïé÷á, ðñïò ôï Á,

þóôå ÁÄ = }
2

3
} ÁÂ êáé ÁÆ = }

1

2
} ÁÃ. Áí ôï åìâáäüí ôïõ

ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé 30m2, íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ
ÁÄÆ.

4. ¸íá ôñßãùíï ÁÂÃ Ý÷åé åìâáäüí 75m2. ¸óôù Ä óç-
ìåßï ôçò ðëåõñÜò ÂÃ êáé Ì óçìåßï ôïõ ÁÄ ôÝôïéï, þóôå

}
Á

Ì

Ì

Ä
} = }

3

2
}. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ðáñÜëëçëï ðñïò ôçí

ðëåõñÜ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Å êáé Æ áíôß-
óôïé÷á. Íá âñåßôå ôï åìâáäüí ôïõ ôñáðåæßïõ ÂÅÆÃ.

5. Äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á¢Â¢Ã¢ Ý÷ïõí Á^ = Á^¢ êáé 

Â^ + Â^¢ = 2z. Íá áðïäåßîåôå üôé áâ¢ = á¢â. 

AðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åóùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ñ.
Áí ïé ÁÑ, ÂÑ êáé ÃÑ ôÝìíïõí ôéò ÂÃ, ÁÃ êáé ÁÂ óôá Ä,
Å, Æ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé: 

i) }
Ñ

Á

Ä

Ä
} = }

(

(

Â

Á

Ñ

Â

Ã

Ã

)

)
} , ii) }

Ñ

Á

Ä

Ä
} + }

Ñ

Â

Å

Å
} + }

Ñ

ÃÆ

Æ
} = 1 êáé

iii) }
Ñ

Á

Á

Ä
} + }

Ñ

Â

Â

Å
} + }

Ñ

ÃÆ

Ã
} = 2.

2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^, Ã^ < 1z êáé ôï ýøïò ôïõ
ÁÄ. Óôï çìéåðßðåäï (ÂÃ, Á) öÝñïõìå Âx^ÂÃ êáé
Ãy^ÂÃ. ÐÜíù óôéò Âx, Ãy ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá óç-
ìåßá Å êáé Æ, þóôå íá åßíáé ÂÅ = ÃÆ = 2ÁÄ. Áí Ì, Í
åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå
üôé 

(ÅÂÌ)+(ÆÃÍ)=2(ÁÂÃ).

3. Äßíåôáé êýêëïò êÝíôñïõ Ï êáé äõï êÜèåôåò ÷ïñäÝò
ÁÂ êáé ÃÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé (ÂÏÄ) = (ÁÏÃ).
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Ôï ðñüâëçìá ôïõ ôåôñáãùíéóìïý
êõñôïý ðïëõãþíïõ

10.6 Ìåôáó÷çìáôéóìüò ðïëõãþíïõ 
óå éóïäýíáìü ôïõ

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ åìâáäïý åíüò
åõèýãñáììïõ ó÷Þìáôïò åðéäéþêïõìå ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü óå
Ýíá éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï. Ç êáôáóêåõÞ åíüò ôåôñáãþíïõ
éóïäýíáìïõ ìå Ýíá ðïëýãùíï ëÝãåôáé ôåôñáãùíéóìüò áõôïý.
Ç ëýóç ôùí åðüìåíùí äýï ðñïâëçìÜôùí áðïôåëåß ôç ìÝèïäï
êáôáóêåõÞò ôïõ éóïäýíáìïõ ôåôñáãþíïõ.

4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ. Åõèåßá ðáñÜëëçëç ðñïò ôç
ÂÃ, ôÝìíåé ôçí ÁÂ óôï Ä êáé ôçí ÁÃ óôï Å. Íá áðïäåß-

îåôå üôé (ÁÂÄ)2 = (ÁÄÅ)(ÁÂÃ).

5. ÐÜíù óôéò ðëåõñÝò êõñôïý ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ êá-
ôáóêåõÜæïõìå åîùôåñéêÜ áõôïý ôá ôåôñÜãùíá ÁÂÅÆ,
ÂÃÇÈ, ÃÄÉÊ êáé ÁÄËÌ. Íá áðïäåßîåôå üôé

(ÁÌÆ) +(ÃÇÊ) = (ÂÈÅ) + (ÄÉË).

6. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 1z) êáé
ôñßá ðïëýãùíá P1, Ñ2 êáé Ñ3 üìïéá ìåôáîý ôïõò, ðïõ

Ý÷ïõí ùò ïìüëïãåò ðëåõñÝò ôéò ÂÃ, ÃÁ êáé ÁÂ áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé (P2)+(P3)=(P1), üðïõ (P1),

(P2) êáé (P3) ôá åìâáäÜ ôïõò.

Óýíèåôá èÝìáôá

1. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé Ýóôù Ï ôï óçìåßï
ôïìÞò ôùí äéáãùíßùí ôïõ. Áí Å1, Å2, Å3 êáé Å4 åßíáé

ôá åìâáäÜ ôùí ôñéãþíùí ÁÏÂ, ÂÏÃ, ÃÏÄ êáé ÄÏÁ
áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé Å1 ? Å3 = Å2 ? Å4 . Áí

õðïèÝóïõìå üôé ç ÁÄ åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôç ÂÃ, ôüôå
íá áðïäåßîåôå üôé

i) Å1 = Å3 ,   (ii) Å1
2 = Å2 ? Å4 ,

iii) Å1 # }
1

4
} Å , üðïõ Å = (ÁÂÃÄ).

2. Áðü åóùôåñéêü óçìåßï Ó ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå
ðáñÜëëçëåò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ. Áí Å1, Å2, Å3 åßíáé

ôá åìâáäÜ ôùí ôñéþí ôñéãþíùí ðïõ ó÷çìáôßæïíôáé íá
áðïäåßîåôå üôé 
i) êáèÝíá áðü ôá ôñßãùíá åìâáäþí Å1, Å2, Å3 åßíáé

üìïéï ìå ôï ÁÂÃ,

ii) ÏÅw1w + ÏÅw2w + ÏÅw3w + = ÏÅw, üðïõ Å = (ÁÂÃ).

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò ÁÄ, ÂÅ êáé
ÃÆ. Íá áðïäåßîåôå üôé

i) (ÄÅÆ) = , 

ii) (ÄÅÆ) # }
1

4
}(ÁÂÃ).

4. Äßíåôáé ôï ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßá Ê,Ë ôùí ðëåõñþí
ÁÂ,ÁÃ áíôßóôïé÷á. Áðü ôá Ê,Ë íá öÝñåôå äýï åõèåßåò
ðïõ íá ÷ùñßæïõí ôï ôñßãùíï óå ôñßá éóïäýíáìá ìÝñç.

2áâã
}}}
(á + â)(â + ã) (ã + á) (ÁÂÃ)
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Ó×ÏËÉÏ
Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé êÜèå êõñôü ðïëýãùíï ôåôñáãùíßæåôáé, áöïý ìå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò åðáíá-
ëÞøåéò ôçò äéáäéêáóßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò 1 êáé ôÝëïò ôçò äéáäéêáóßáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò 2 êáôáóêåõÜæåôáé ôåôñÜ-
ãùíï éóïäýíáìï ðñïò ôï áñ÷éêü ðïëýãùíï. Éó÷ýåé ôï ßäéï óõìðÝñáóìá ãéá ìç åõèýãñáììá åðßðåäá ó÷Þìáôá; 
Ç áðÜíôçóç èá äïèåß óôï åðüìåíï êåöÜëáéï (§11.8).

ÐÑÏÂËÇÌÁ 1

Íá ìåôáó÷çìáôéóèåß ðïëýãùíï óå Üëëï éóïäýíáìü ôïõ ìå ìéá ðëåõñÜ ëéãüôåñç.
Ëýóç
Áò èåùñÞóïõìå Ýíá ðïëýãùíï, ð.÷. Ýíá ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ
(ó÷. 25) Áðü ôçí êïñõöÞ Á öÝñïõìå ôç äéáãþíéï ÁÃ, ðïõ
áöÞíåé ðñïò ôï Ýíá ìÝñïò ôçò ìüíï ìéá êïñõöÞ, ôç Â. Áðü ôï
Â öÝñïõìå ôçí ðáñÜëëçëï ðñïò ôçí ÁÃ, ç ïðïßá ôÝìíåé ôçí
åõèåßá ÄÃ óôï Æ. Ôá ôñßãùíá ÁÂÃ êáé ÁÆÃ Ý÷ïõí êïéíÞ âÜóç
ÁÃ êáé ôá áíôßóôïé÷á ðñïò áõôÞ ýøç ßóá, áöïý ÂÆ // ÁÃ. 
ÅðïìÝíùò, (ÁÂÃ) = (ÁÆÃ), ïðüôå
(ÁÂÃÄÅ) = (ÁÂÃ) + (ÁÃÄÅ) = (ÁÆÃ) + (ÁÃÄÅ) = (ÁÆÄÅ)

äçëáäÞ ôï ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ôåôñÜðëåõñï ÁÆÄÅ êáé åðïìÝíùò ôï
áñ÷éêü ìáò ðïëýãùíï åßíáé éóïäýíáìï ìå ðïëýãùíï ðïõ Ý÷åé ìéá ðëåõñÜ ëéãüôåñç.
Áí åðáíáëÜâïõìå ôçí ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá óôï ôåôñÜðëåõñï ÁÆÄÅ, èá ìåôáó÷çìáôéóèåß
óå éóïäýíáìï ôñßãùíï. ¸ôóé, ôï áñ÷éêü ìáò ðïëýãùíï ìðïñåß íá ìåôáó÷çìáôéóèåß óå éóï-
äýíáìï ôñßãùíï.

ÐÑÏÂËÇÌÁ 2

Íá ìåôáó÷çìáôéóèåß ôñßãùíï óå éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï.
Ëýóç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé  ôï ýøïò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç ÂÃ.
Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÂÃ ðñïò ôï Ã ðáßñíïõìå ôìÞìá 

ÃÅ = }
õ

2
á} êáé ãñÜöïõìå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÂÅ. ÖÝñïõìå

ôçí êÜèåôï ôçò ÂÃ óôï Ã, ç ïðïßá ôÝìíåé ôï çìéêýêëéï óå
óçìåßï Æ. Áðü ôï ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÆÂÅ Ý÷ïõìå:

ÃÆ2 = ÂÃ ? ÃÅ = á ? }
õ

2
á} = }

1

2
} áõá = (ÁÂÃ),

ïðüôå óõìðåñáßíïõìå üôé ôï ôìÞìá ÃÆ åßíáé ç ðëåõñÜ x ôïõ æçôïýìåíïõ ôåôñáãþíïõ, ðïõ
åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ.

Ó÷Þìá 25

Ó÷Þìá 26
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ôé ëÝãåôáé ôåôñáãùíéóìüò åíüò ðïëõãþíïõ;

2. Ðþò ìåôáó÷çìáôßæåôáé Ýíá ïñèïãþíéï óå éóïäýíá-
ìï ôñßãùíï;
3. Ðþò ìåôáó÷çìáôßæåôáé Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï óå
éóïäýíáìï ôñßãùíï;
4. Ðþò ìåôáó÷çìáôßæåôáé Ýíá ôñáðÝæéï óå éóïäýíáìï
ôåôñÜãùíï;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá êáôáóêåõáóèåß ôåôñÜãùíï éóïäýíáìï ìå
äïóìÝíï ïñèïãþíéï ðëåõñþí á,â. 

2. Íá êáôáóêåõáóèåß ôåôñÜãùíï éóïäýíáìï ìå ôï
Üèñïéóìá äýï ôåôñáãþíùí ðëåõñþí á,â áíôßóôïé÷á.
3. ÄïóìÝíï êõñôü ôåôñÜðëåõñï  íá äéáéñåèåß óå äýï
éóïäýíáìá ìÝñç ìå åõèåßá ðïõ íá äéÝñ÷åôáé áðü ìéá
êïñõöÞ ôïõ.
4. Äßíåôáé êõñôü ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ êáé óçìåßï Ê ôçò
ðëåõñÜò ôïõ ÁÄ.
i) Íá ìåôáó÷çìáôéóèåß ôï ÁÂÃÄ óå éóïäýíáìü ôïõ
ôñßãùíï ôïõ ïðïßïõ ìéá êïñõöÞ íá åßíáé ôï Ê êáé ïé
Üëëåò íá âñßóêïíôáé ðÜíù óôçí åõèåßá ÂÃ.
ii) Íá á÷èåß áðü ôï Ê ìéá åõèåßá ðïõ íá äéáéñåß ôï
ôåôñÜðëåõñï óå äýï éóïäýíáìá ìÝñç.

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å//ÂÃ, ðïõ
ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÁÂ êáé ÁÃ óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á.
Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) (ÂÄÅ) = (ÃÄÅ),   ii) (ÂÁÅ) = (ÃÁÄ),
iii) (ÂÁÅ) + (ÃÁÄ) = (ÁÂÃ), ìå ôçí åðéðëÝïí õðüèåóç
üôé ôá Ä, Å åßíáé ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á.
2. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ôïõ

ÂÃ, þóôå ÂÄ = }
ë2

ë

+ 4
} ÂÃ, ë > 0. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) (ÁÂÄ) = }
ë2

ë

+ 4
} (ÁÂÃ), ii) (ÁÂÄ) # }

1

4
} (ÁÂÃ),

iii) (ÁÃÄ) $ }
3

4
} (ÁÂÃ).

3. ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Ìå ôç

èåùñßá ôïõ åìâáäïý íá áðïäåßîåôå üôé }
Â

ÄÃ

Ä
} = }

Á

Á

Â

Ã
}

(Èåþñçìá äé÷ïôüìïõ).
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå â = 3ã, ÁÄ ìßá äé÷ïôüìïò
ôïõ êáé ÂÅ ìßá äéÜìåóüò ôïõ. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) (ÁÂÄ) = }
1

3
} (ÁÄÃ),

ii) (ÁÂÄ)·(ÄÅÃ) = (ÁÄÃ)·(ÂÅÄ),

iii) (ÄÅÃ) = }
3

8
} (ÁÂÃ).

5. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ = ÁÃ = 6cm

êáé A^ = 120°. 
i) Íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ,

ii) Áí Å åßíáé óçìåßï ôçò ÁÃ ôÝôïéï, þóôå ÁÅ = }
1

3
} ÁÃ

êáé ÁÄ ôï ýøïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ, íá âñåèåß ôï
åìâáäüí ôïõ ôñéãþíïõ ÄÅÃ.
iii) Áí ç ðáñÜëçëç áðü ôï Á ðñïò ôç ÂÃ ôÝìíåé ôçí
ðñïÝêôáóç ôçò ÄÅ óôï Æ, íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ
ôñéãþíïõ ÁÅÆ.
6. Èåùñïýìå ôñáðÝæéï ÁÂÃÄ (ÁÄ||ÂÃ)  êáé ôá ìÝóá Ê,
Ë ôùí ÁÄ, ÂÃ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) (ÁÂËÊ) = (ÊËÃÄ), 
ii) (ÌÁÂ) = (ÌÃÄ), ãéá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï Ì ôïõ ÊË.
7. Èåùñïýìå ïñèïãþíéï êáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ

(A^ = 1z) ìå ÁÂ = ã. Äéáéñïýìå ôçí ðëåõñÜ ÁÂ óå í ßóá
ôìÞìáôá (í öõóéêüò, í $2) êáé áðü ôá óçìåßá äéáß-
ñåóçò öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí ÁÃ.
i) Íá õðïëïãéóèïýí ùò óõíÜñôçóç ôïõ ã ôá åìâáäÜ ôùí
í ó÷çìÜôùí óôá ïðïßá äéáéñÝèçêå ôï ôñßãùíï ÁÂÃ.
ii) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ( i) íá áðïäåßîåôå üôé

1 + 3 + 5 + ... + (2í � 1) = í2.
8. Äýï ôåôñÜãùíá ÁÂÃÄ êáé ÄÅÆÇ Ý÷ïõí êïéíÞ ôçí
êïñõöÞ Ä êáé åìâáäüí 36 ôï êáèÝíá. Áí ïé ðëåõñÝò ÂÃ
êáé ÅÆ Ý÷ïõí êïéíü ìÝóï Ì, íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ
ó÷Þìáôïò ÁÂÌÆÇÄ.
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9. Ôñßá ôåôñÜãùíá ôùí ïðïß-
ùí ôá ìÞêç ôùí ðëåõñþí
åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, Ý÷ïõí
êïéíÞ êïñõöÞ Á êáé åßíáé ôï-
ðïèåôçìÝíá ôï Ýíá ðÜíù óôï
Üëëï, üðùò äåß÷íåé ôï ó÷Þìá.
Áí ÂÃ = ÃÄ êáé ç ãñáììï-
óêéáóìÝíç ðåñéï÷Þ Ý÷åé åìâá-
äüí 17, íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôïõ ìéêñüôåñïõ êáé ôïõ
ìåãáëýôåñïõ ôåôñáãþíïõ.
10. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôñåéò èåôéêïß áñéèìïß
ë,ì,í. Íá öÝñåôå äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò ôç ÂÃ
ðïõ íá ÷ùñßæïõí ôï ôñßãùíï óå ôñßá ìÝñç áíÜëïãá ôùí
áñéèìþí ë,ì,í.

11. i) ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åóùôåñéêü ôïõ óçìåßïõ
Ì. Áí ç ÁÌ ôÝìíåé ôçí ÂÃ óôï Ä, íá áðïäåßîåôå üôé:

á) }
Â

ÄÃ

Ä
} = }

(

(

Á

Á

Ì

Ì

Â

Ã)

)
}, â) }

Ì

ÁÄ

Ä
} = }

(

(

Â

Á

Ì

ÂÃ

Ã

)

)
} ,

ii) ¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åóùôåñéêü ôïõ óçìåßï Ì.
Áí ïé åõèåßåò ÁÌ, ÂÌ êáé ÃÌ ôÝìíïõí ôéò ðëåõñÝò ÂÃ,
ÃÁ êáé ÁÂ óôá Ä, Å êáé Æ áíôßóôïé÷á íá áðïäåßîåôå üôé

}
Á

Å

Å

Ã
} + }

Á

ÆÂ

Æ
} = }

Á

Ì

Ì

Ä
} .

ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ
Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôá «Óôïé÷åßá» ôïõ
Åõêëåßäç áðïäåéêíýåôáé óôçí ðñïôåëåõôáßá
ðñüôáóç (Ðñüôáóç 47) ôïõ Âéâëßïõ É.
¸óôù ïñèïãþíéï ôñßãùíï ABÃ ìå Â ïñèÞ.
Ôï ôåôñÜãùíï ðïõ êáôáóêåõÜæåôáé åðß ôçò
BÃ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ôåôñáãþíùí ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé åðß ôçò
AB êáé AÃ. ÖÝñïõìå ôçí AÆ ðáñÜëëçëç
óôéò BÄ, ÃE êáé ôéò åõèåßåò A Ä êáé ÈÃ.
Áöïý ïé ãùíßåò ÂÂÃ, ÂÂÉ åßíáé ïñèÝò, ðñï-
êýðôåé üôé ôá ôìÞìáôá ÉÁ, ÁÃ âñßóêïíôáé
óôçí ßäéá åõèåßá. Ôï ßäéï êáé ôá ôìÞìáôá
BA, AH. Áöïý ïé ãùíßåò ÄB̂Ã, ÈB̂A åßíáé
ïñèÝò, Ý÷ïõìå üôé ÄB̂Ã = ÈB̂A, ïðüôå: ÄB̂Ã
+ AB̂Ã = ÈB̂A + AB̂Ã Þ ÄB̂Ã = ÈÂ̂Ã.

Áöïý ÄB = BÃ, ÈB = BA êáé ÄB̂A = ÈB̂Ã,
ç âÜóç AÄ éóïýôáé ìå ôç âÜóç ÈÃ êáé ôï
ABÄ éóïýôáé ìå ôï ÈBÃ. Ôþñá ôï ðáñáë-
ëçëüãñáììï BMÆÄ åßíáé äéðëÜóéï áðü ôï
ABÄ, êáé ôï ôåôñÜãùíï ÉABÈ åßíáé äéðëÜ-
óéï áðü ôï ÈBÃ. ÅðïìÝíùò, ôï ðáñáëëç-
ëüãñáììï BMÆÄ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï ôå-
ôñÜãùíï ÉABÈ. ¼ìïéá, áí öÝñïõìå ôçí AE
êáé ôç BK ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ðá-
ñáëëçëüãñáììï ÃMÆE åßíáé éóïäýíáìï ìå
ôï ôåôñÜãùíï HKÃA. ÅðïìÝíùò, ôï ôåôñÜ-
ãùíï BÄEÃ åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí äýï ôåôñáãþíùí ÉABÈ êáé HKÃA.

Ôï Ðõèáãüñåéï èåþñçìá óôï
Âéâëßï É ôùí «Óôïé÷åßùí»
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Áíôéêåßìåíï ôïõ êåöáëáßïõ åßíáé ç Ýííïéá ôïõ åìâáäïý. Ôï åìâáäüí åíüò ðïëõãùíéêïý ÷ùñßïõ åßíáé
Ýíáò èåôéêüò áñéèìüò, ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíáäéáßùí ôåôñáãþíùí (Þ ìåñþí ôïõ) ðïõ áðáéôïý-
íôáé ãéá íá êáëýøïõí ôçí ÝêôáóÞ ôïõ. Äå÷üìáóôå ôçí áëÞèåéá ôùí åîÞò éäéïôÞôùí:

� ºóá ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá Ý÷ïõí ßóá åìâáäÜ.

� Áí Ýíá ðïëõãùíéêü ÷ùñßï (Þ ìéá ðïëõãùíéêÞ åðéöÜíåéá) ÷ùñßæåôáé óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò
ðïëõãùíéêÜ ÷ùñßá, ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ôüôå ôï åìâáäüí ôïõ éóïýôáé ìå ôï
Üèñïéóìá ôùí åìâáäþí ôùí åðéìÝñïõò ðïëõãùíéêþí ÷ùñßùí.

Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá ìå ôï ßäéï åìâáäüí ëÝãïíôáé éóïäýíáìá.

Ìå óêïðü ôçí ðáñáãùãÞ ôùí ôýðùí õðïëïãéóìïý ôïõ åìâáäïý âáóéêþí åõèýãñáììùí ó÷çìÜôùí
äå÷üìáóôå üôé ôï åìâáäüí ôåôñáãþíïõ ðëåõñÜò á åßíáé Å = á2. Óôçñéæüìåíïé ó� áõôü áðïäåéêíýïõìå üôé
ôï åìâáäüí Å ïñèïãùíßïõ ìå ðëåõñÝò á, â åßíáé Å = áâ. Óôç óõíÝ÷åéá ìåôáó÷çìáôßæïíôáò ôï ðáñáë-
ëçëüãñáììï óå ïñèïãþíéï âñßóêïõìå ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý Å åíüò ðáñáëëçëïãñÜììïõ. Èåùñþíôáò
ðëÝïí ôï ôñßãùíï ùò ôï ìéóü êáôÜëëçëïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ âñßóêïõìå ôïí ôýðï ôïõ åìâáäïý åíüò
ôñéãþíïõ. ÔÝëïò ÷ùñßæïíôáò Ýíá ôñáðÝæéï óå äýï ôñßãùíá âñßóêïõìå üôé ôï åìâáäüí Å åíüò ôñáðåæßïõ
äßíåôáé áðü ôïí ôýðï:

Å = }
Â

2

+ â
} õ.

Óôç óõíÝ÷åéá äßíïõìå êáé Üëëïõò ôýðïõò ãéá ôï åìâáäüí ôñéãþíïõ. 

Ùò ðüñéóìá áõôþí êáôáëÞãïõìå óôï Íüìï ôùí çìéôüíùí 

.

Óôç óõíÝ÷åéá åîåôÜæïõìå ôç ó÷Ýóç ôùí åìâáäþí äýï üìïéùí ðïëõãþíùí. 
Åðßóçò, áðïäåéêíýïõìå üôé ãéá äýï ôñßãùíá ÁÂÃ êáé Á´Â´Ã´ ìå 

Þ éó÷ýåé üôé .

ÔÝëïò, áðïäåéêíýïõìå üôé êÜèå êõñôü ðïëýãùíï ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå éóïäýíáìü ôïõ ôåôñÜãùíï, áðï-
äåéêíýïíôáò ðñþôá üôé ôï ðïëýãùíï ìåôáó÷çìáôßæåôáé óå éóïäýíáìü ôïõ ôñßãùíï êáé áõôü óå
éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï.

( )
( )

ABÃ
Á Â Ã

âã
â ã¢ ¢ ¢ = ¢ ¢

$ $A A o+ ¢ = 180$ $A A= ¢

á

çìÁ

â

çìÂ

ã

çìÃ
R= = = 2
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÔÉÊÏ ÄÉÁÃÑÁÌÌÁ

ÅÌÂÁÄÏÍ
Ðïëõãþíùí Ðïëõãùíéêþí Åðéöáíåéþí

Ôåôñáãþíïõ: Å = á2

Ïñèïãùíßïõ: Å=á·â

ÐáñáëëçëïãñÜììïõ: Å = á ? õá = â ? õâ

Ôñéãþíïõ: Å = Ïô(wôw2w áw)(wôw2w âw)(wôw2w ãw)w
Å = ôñ

Å = }
á

4

â

R

ã
}

Ôñáðåæßïõ: Å = }
1

2
} (Â+â) ? õ

Ñüìâïõ (êáé ôåôñáðëåýñïõ ìå êÜèåôåò äéáãùíßïõò):  Å = }
1

2
} ä1·ä2

Åìâáäüí êáé ïìïéüôçôá

, áí õá = õá´

áí á = á´

, áí  Þ   

ë
2
, áí < êáé ë ï ëüãïò ïìïéüôçôáò

, áí < êáé ë ï ëüãïò ïìïéüôçôáò

Ôåôñáãùíéóìüò ðïëõãþíïõ
� Ìåôáó÷çìáôéóìüò ðïëõãþíïõ óå éóïäýíáìï ôñßãùíï
� Ìåôáó÷çìáôéóìüò ôñéãþíïõ óå éóïäýíáìï ôåôñÜãùíï

¢ ¢ ¢ ¢Á Â Ã ÊLÁÂÃ ÊL
( )

( )
AÂÃ Ê

Á Â Ã Ê
ë

L

L¢ ¢ ¢ ¢ = 2

¢ ¢ ¢A Â Ã
Ä

ABÃ
Ä

$ $A A o+ ¢ = 180$ $A A= ¢
âã

â ã¢ ¢

õ

õ
á

á¢( )
( )

AÂÃ
Á Â Ã¢ ¢ ¢ =

á

á ¢

E âãçìÁ ãáçìÂ áâçìÃ= = =
1
2

1
2

1
2

E áõ âõ ãõá â ã= = =
1
2

1
2

1
2

(Ð.Å.)= (Ð )+(Ð )+  +(Ð )1 2 íL
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