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ÐáñÜëëçëåò Åõèåßåò
Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìåëåôÞóïõìå ôéò ðáñÜëëçëåò åõèåßåò. Áñ÷éêÜ, ìå âÜ-
óç ôéò ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí äýï ðáñÜëëçëåò êáé ìßá ôÝìíïõóá èá êáôá-
óêåõÜóïõìå áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò ìßá ðáñÜëëçëç ðñïò áõôÞ.

Óôç óõíÝ÷åéá, èá äå÷èïýìå ùò áîßùìá ôï áßôçìá ðáñáëëçëßáò, ðïõ åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá êáé èá ìåëåôÞóïõìå ôéò óõíÝðåéÝò ôïõ
óôá ôñßãùíá.

44ÊÅÖÁËÁÉÏ
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Lázló Moholy-Nagy , (Ïýãêñïò, 1895-1946), «×ñþìá -äéêôýùìá íï.1» 1922.
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4.1 ÅéóáãùãÞ 

¼ðùò åßäáìå óôçí §2.3, äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ìðïñåß íá Ý-
÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï Þ íá ìçí Ý÷ïõí êáíÝíá êïéíü óçìåßï.

ÅðïìÝíùò, ïé ó÷åôéêÝò èÝóåéò äõï åõèåéþí å1 êáé å2, ïé

ïðïßåò âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, åßíáé ïé ðáñáêÜôù:
i) ôáõôßæïíôáé (ó÷.1á),
ii) ôÝìíïíôáé (ó÷.1â),
iii) äåí ôÝìíïíôáé (ó÷.1ã). 
Óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç ïé åõèåßåò å1 êáé å2 ëÝãïíôáé ðáñÜë-

ëçëåò, þóôå:
Äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï

êáé äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ëÝãïíôáé ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò.
Ãéá íá äçëþóïõìå üôé ïé å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò, ãñÜ-

öïõìå å1//å2.

4.2 ÔÝìíïõóá äýï åõèåéþí - Åõêëåßäåéï
áßôçìá

Áò èåùñÞóïõìå äýï åõèåßåò å1 êáé å2 ôïõ åðéðÝäïõ, ïé ïðïßåò

ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç åõèåßá å3. Ðáñáôçñïýìå üôé ó÷çìáôßæï-

íôáé ïêôþ ãùíßåò.
Ïé ãùíßåò ã, ä, å, æ ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôùí å1, å2 ëÝãïíôáé

�åíôüò�, åíþ ïé ãùíßåò á, â, ç, è ëÝãïíôáé �åêôüò�. Äýï
ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò å3

ëÝãïíôáé �åðß ôá áõôÜ ìÝñç�, åíþ äýï ãùíßåò ðïõ âñßóêïíôáé
åêáôÝñùèåí ôçò å3 ëÝãïíôáé �åíáëëÜî�.

¸ôóé, ìå óõíäõáóìü êáé ôùí äýï ÷áñáêôçñéóìþí, ïé ãùíßåò å
êáé ã ëÝãïíôáé åíôüò åíáëëÜî, ïé ãùíßåò å êáé á ëÝãïíôáé åíôüò
åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç, åíþ ïé ãùíßåò å êáé ä ëÝãïíôáé
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç.
×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò ðáñáðÜíù ãùíßåò, èá áðïäåßîïõìå ôï
åðüìåíï èåþñçìá, ðïõ åîáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç ðáñÜëëçëùí
åõèåéþí.

Ó÷Þìá 1

Ó÷Þìá 2

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò, ôüôå åßíáé ðáñÜëëçëåò.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù üôé ù = ö. Áí ïé åõèåßåò å1,å2 ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ã,

ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ö ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ èá åßíáé ßóç ìå ôçí
áðÝíáíôé åóùôåñéêÞ ãùíßá ù, ðïõ åßíáé Üôïðï. (§ 3.10)

¢ñá å1//å2.

Áðüäåéîç
ÐñÜãìáôé ïé ãùíßåò ù êáé ö (ó÷.4á) åßíáé ïñèÝò, ïðüôå ù = ö.
¢ñá å1//å2.

� Èá åîåôÜóïõìå ôþñá áí áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò ìðïñïý-
ìå íá öÝñïõìå ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ðñïò áõôÞ êáé ðüóåò.
¸óôù ëïéðüí, åõèåßá å êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò (ó÷.4â).
ÖÝñïõìå ôçí AB^å êáé ïíïìÜæïõìå å´ ôçí åõèåßá ðïõ åßíáé
êÜèåôç óôçí ÁÂ óôï óçìåßï Á. Ôüôå å´//å (áöïý êáé ïé äýï åß-
íáé êÜèåôåò óôçí ÁÂ). 
¸ôóé ëïéðüí õðÜñ÷åé åõèåßá å´ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü Ýíá óçìåßï
Á ðïõ äåí áíÞêåé óôçí å êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí åõèåßá
å. Äå÷üìáóôå ùò áîßùìá üôé ç åõèåßá áõôÞ åßíáé ìïíáäéêÞ,
äçëáäÞ:

Áßôçìá ðáñáëëçëßáò
Áðü óçìåßï åêôüò åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï ðáñÜëëçëç
ðñïò áõôÞ.

76

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

ÐÏÑIÓÌÁ É

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí äýï
åíôüò, åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò Þ äýï
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ðáñáðëçñùìáôéêÝò, ôüôå
åßíáé ðáñÜëëçëåò.

ÐÏÑIÓÌÁ ÉÉ

Äýï åõèåßåò êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá, óå äéáöïñåôéêÜ
óçìåßá ôçò, åßíáé ìåôáîý ôïõò ðáñÜëëçëåò.

Ó÷Þìá 3

Ó÷Þìá 4

Ó×ÏËÉÏ
Ôï ðáñáðÜíù áîßùìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï 5ï áßôçìá ôùí "Óôïé÷åßùí"
ôïõ Åõêëåßäç (Åõêëåßäåéï áßôçìá).
Ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá Þ êÜðïéï éóïäýíáìü ôïõ êáèïñßæåé ôç öýóç
ïëüêëçñçò ôçò Ãåùìåôñßáò êáé áðïôåëåß âÜóç ãéá ôá ðåñéóóüôåñá
èåùñÞìáôá ôçò Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò.
(âë. Éóôïñéêü óçìåßùìá, óåë. 90)
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Éäéüôçôåò ðáñÜëëçëùí åõèåéþí

¢ìåóåò óõíÝðåéåò ôïõ áéôÞìáôïò ðáñáëëçëßáò åßíáé ïé ðáñá-
êÜôù ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç É

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç,
ó÷çìáôßæïõí ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé å1//å2 êáé å ìéá ôÝìíïõóá (ó÷. 5). Èá áðïäåßîïõìå ð.÷.

üôé ù = ö. Áí ïé ãùíßåò ù êáé ö äåí åßíáé ßóåò, öÝñïõìå ôçí Áx
þóôå ïé ãùíßåò xA^B êáé ö íá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ôçò å êáé
íá åßíáé ßóåò. Ôüôå Áx//å2 ãéáôß ôåìíüìåíåò áðü ôçí ÁÂ ó÷çìá-

ôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ÊáôÜ óõíÝðåéá
õðÜñ÷ïõí äýï ðáñÜëëçëåò áðü ôï Á ðñïò ôçí å2, ðïõ åßíáé

Üôïðï. ¢ñá ù = ö.

Ðñüôáóç ÉÉ

Áí äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëç-

ëåò ðñïò ìßá ôñßôç åõèåßá å, ôüôå åßíáé êáé ìåôáîý
ôïõò ðáñÜëëçëåò, äçëáäÞ áí å1//å êáé å2//å, ôüôå å1//å2.

Áðüäåéîç
Áí ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáí óå óçìåßï Á, èá åß÷áìå áðü ôï Á

äýï ðáñÜëëçëåò ðñïò ôçí å, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá å1//å2.

Ðñüôáóç ÉÉÉ

Áí äýï åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé ðáñÜëëçëåò êáé ìßá ôñß-

ôç åõèåßá å ôÝìíåé ôç ìßá áðü áõôÝò, ôüôå ç å èá ôÝ-
ìíåé êáé ôçí Üëëç.

Áðüäåéîç 
ÕðïèÝôïõìå üôé ç å ôÝìíåé ôçí å1 óôï Á. Áí ç å äåí Ýôåìíå ôçí

å2, èá Þôáí å//å2 êáé Ýôóé èá åß÷áìå áðü ôï Á äýï ðáñÜëëçëåò

ðñïò ôçí å2, ðñÜãìá áäýíáôï. ¢ñá ç å ôÝìíåé ôçí å2.

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé áðü ôñßôç ó÷çìá-
ôßæïõí

i) ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ßóåò, 

ii) ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëç-
ñùìáôéêÝò.
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Ðñüôáóç ÉV

Áí äýï åõèåßåò ôåìíüìåíåò áðü ôñßôç ó÷çìáôßæïõí ôéò
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìå Üèñïéóìá ìé-
êñüôåñï áðü 2 ïñèÝò, ôüôå ïé åõèåßåò ôÝìíïíôáé ðñïò
ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò.

Áðüäåéîç
¸óôù üôé ç å ôÝìíåé ôéò å1, å2 óôá Á êáé Â (ó÷. 8) áíôßóôïé÷á êáé

üôé ö + ùÞ 2z. Ôüôå ïé å1 êáé å2 äåí åßíáé ðáñÜëëçëåò, áöïý 

ö + ùÞ2z (Ðüñéóìá óåë. 77). ¸óôù üôé ïé å1 êáé å2 ôÝìíïíôáé

óå óçìåßï Ê, ðñïò ôï ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò, ðïõ äåí ðåñéÝ÷åé ôéò
ãùíßåò ùêáé ö. . Ôüôå, üìùò, ç åîùôåñéêÞ ãùíßá ù ôïõ ôñéãþíïõ
ÁÊÂ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá Á^ 1, äçëáäÞ ù >Á^ 1=2z� ö

Þ ù + ö >2z, ðïõ åßíáé Üôïðï. ¢ñá ïé å1,å2 ôÝìíïíôáé ðñïò ôï

ìÝñïò ôçò ôÝìíïõóáò ðïõ âñßóêïíôáé ïé ãùíßåò ù êáé ö. .

4.3 ÊáôáóêåõÞ ðáñÜëëçëçò åõèåßáò

Åßäáìå ðáñáðÜíù üôé õðÜñ÷åé åõèåßá å´, ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé
áðü Ýíá óçìåßï Á êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ãíùóôÞ åõèåßá å.
Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò å´ öÝñïõìå áðü ôï Á Ýíá ðëÜãéï ôìÞìá
ÁÂ ðñïò ôçí å êáé ïíïìÜæïõìå öôçí ïîåßá ãùíßá ðïõ ó÷çìá-
ôßæåé ôï ÁÂ ìå ôçí å. ÌåôáöÝñïõìå ôç ãùíßá ö (§ 2.6) þóôå íá
Ý÷åé êïñõöÞ ôï Á, ç ìéá ðëåõñÜ ôçò íá åßíáé ç ÁÂ êáé ç Üëëç
ðëåõñÜ ôçò ÁÃ íá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï ðïõ äåí áíÞêåé ç
ãùíßá ö. ÅðåéäÞ ÃÁ^Â = ö Ý÷ïõìå ÁÃ//å, áöïý ôåìíüìåíåò áðü
ôçí ÁÂ, ó÷çìáôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò. ¸ôóé
ç åõèåßá ÁÃ åßíáé ç æçôïýìåíç åõèåßá å´.

Ó÷Þìá 8

Ó÷Þìá 9

ÐÏÑIÓÌÁ

Áí ìéá åõèåßá åßíáé êÜèåôç óå ìéá áðü äýï ðáñÜëëçëåò
åõèåßåò, ôüôå åßíáé êÜèåôç êáé óôçí Üëëç.

ÐÏÑIÓÌÁ

Ç êáôáóêåõÞ ôñéãþíïõ ìå äïóìÝíç ìßá ðëåõñÜ êáé ôéò
äýï ðñïóêåßìåíåò óå áõôÞ ãùíßåò Ý÷åé ëýóç, áí êáé ìüíï
áí ôï Üèñïéóìá ôùí äýï ãùíéþí åßíáé ìéêñüôåñï ôùí
äýï ïñèþí. (âëÝðå § 3.18 � Ðñüâëçìá 2)

Ó×ÏËÉÏ
Ç ðñüôáóç ÉV áðïôåëåß âáóéêü
êñéôÞñéï ìå ôï ïðïßï åîåôÜæïõìå
áí äýï åõèåßåò ôÝìíïíôáé.
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4.4 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò xÁ^ y êáé x´Â
^

y´ ìå Áx//Âx´ êáé
Áy//Ây´, äçëáäÞ äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò, ìßá
ðñïò ìßá ðáñÜëëçëåò. Áí ðñïåêôåßíïõìå ôéò Âx´ êáé Ây´ èá
ôÝìíïõí ôéò Áx êáé Áy óôá óçìåßá Ã êáé Ä áíôßóôïé÷á. ¸ôóé
üëåò ïé ãùíßåò ôïõ ó÷Þìáôïò 10 ëüãù ôùí ðáñáëëÞëùí èá
åßíáé ßóåò ìå ù Þ ö.

Ðáñáôçñïýìå üôé:

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ïîåßåò (ó÷.11), åßíáé ßóåò.

� Áí êáé ïé äýï ãùíßåò åßíáé áìâëåßåò (ó÷.12), åßíáé ßóåò.

� Áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá (ó÷.13), åßíáé
ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

Óõìðåñáßíïõìå ëïéðüí üôé:

Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðáñÜëëçëåò, ìßá
ðñïò ìßá, åßíáé ßóåò áí åßíáé êáé ïé äýï ïîåßåò Þ áìâëåßåò,
åíþ åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí ç ìßá ãùíßá åßíáé ïîåßá
êáé ç Üëëç áìâëåßá.

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

ÅÖÁÑÌÏÃH

¸óôù å1 êáé å2 äýï ðáñÜëëçëåò ðïõ ôÝìíïíôáé áðü åõèåßá å. 

Íá áðïäåé÷èåß üôé
(i) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò åíáëëÜî ãùíéþí åßíáé ðáñÜëëçëåò.
(ii) Ïé äé÷ïôüìïé äýï åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíéþí åßíáé
êÜèåôåò.
Áðüäåéîç
(i) ¸óôù Áx, Ây ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÄÁ^ Â êáé ÁÂ^ Ã áíôßóôïé÷á.

Ôüôå ù= }
ÄÁ

2

^ Â
} êáé ö= }

Á

2

Â^ Ã
}. ÁëëÜ ÄÁ^ Â = ÁÂ^ Ã (ùò åíôüò åíáëëÜî).

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ù = ö. Ïé ù êáé ö üìùò åßíáé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò ôùí
åõèåéþí Áx êáé Ây ìå ôÝìíïõóá ôçí ÁÂ. ¢ñá Áx//By.

(ii) Áí Áz äé÷ïôüìïò ôçò ÌÁ^ Â, ôüôå Áz^Ax (ùò äé÷ïôüìïé åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí). Áöïý Áx//By, èá åßíáé êáé Az^By.

Ó÷Þìá 14
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4.5 Áîéïóçìåßùôïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ ÷ñçóéìïðïéïýìå ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
ãéá íá ìåëåôÞóïõìå ôïõò êýêëïõò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå Ýíá ôñß-
ãùíï.

� Ï ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ êáé åðéðëÝïí áðïäåé-
êíýåôáé üôé ôï êÝíôñï ôïõ åßíáé Ýíá óçìåßï óôï ïðïßï óõíôñÝ-
÷ïõí êáé ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé ôïõ ôñéãþíïõ êáé ëÝãåôáé ðåñß-
êåíôñï.

Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé Ê, Ë , Ì ôá ìÝóá ôùí ðëåõñþí ôïõ
ÁÂ, ÂÃ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á. Ïé ìåóïêÜèåôïé Êx êáé Ëy ôùí
ÁÂ, ÂÃ èá ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Ï, áöïý ôÝìíïíôáé ïé êÜèåôåò
åõèåßåò ôïõò ÁÂ êáé ÂÃ. Ôï Ï éóáðÝ÷åé áðü ôéò êïñõöÝò Á êáé
Â áöïý áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ðëåõñÜò ÁÂ, äçëáäÞ
ÏÁ=ÏÂ. Åðßóçò ÏÂ=ÏÃ, áöïý ôï Ï áíÞêåé óôç ìåóïêÜèåôï
ôçò ðëåõñÜò ÂÃ. ÅðïìÝíùò éó÷ýåé üôé ÏÁ=ÏÃ, ïðüôå ôï Ï èá
áíÞêåé êáé óôç ìåóïêÜèåôï ôçò ÁÃ. ¢ñá, ï êýêëïò (O,OA) èá
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò ôñåéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ êáé åßíáé ï
ðåñéãåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ.

� Ï åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôñéãþíïõ
Åíáò Üëëïò óçìáíôéêüò êýêëïò âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôñé-
ãþíïõ êáé åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ. Èá áðïäåß-
îïõìå üôé ãéá êÜèå ôñßãùíï õðÜñ÷åé êýêëïò ìå ôçí éäéüôçôá
áõôÞ. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé åããåãñáììÝíïò êýêëïò ôïõ ôñé-
ãþíïõ êáé ôï êÝíôñï ôïõ, ôï ïðïßï ëÝãåôáé Ýãêåíôñï, èá åßíáé
ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 15

Ïé ôñåéò ìåóïêÜèåôïé åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü
ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
äéÝñ÷åôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá

Ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé
áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ
åöÜðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Èåþñçìá
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Áðüäåéîç
¸óôù ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ïé äé÷ïôüìïé ÂÅ êáé ÃÆ ôùí ãùíéþí
ôïõ Â

^
êáé Ã

^
áíôßóôïé÷á. Ïé ÂÅ êáé ÃÆ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï I

áöïý ÅÂ
^

Ã+ÆÃ
^

Â = }
Â

2

^

} + }
Ã

2

^

} < Â
^

+ Ã
^

< 2z. (§ 4.2 � Ðñüôáóç IV)

Ôï É ùò óçìåßï ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò Â
^

èá éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõ-
ñÝò ôçò ÂÁ êáé ÂÃ, äçëáäÞ ÉË = ÉÈ. ÁíÜëïãá ôï É èá éóáðÝ-
÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò Ã

^
, äçëáäÞ ÉÈ = ÉÍ. ÅðïìÝíùò ôï É éóá-

ðÝ÷åé áðü ôéò ÁÂ êáé ÁÃ êáé èá áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãù-
íßáò Á

^
.

ÔåëéêÜ, ôï É åßíáé ôï óçìåßï ôïìÞò êáé ôùí ôñéþí äé÷ïôüìùí
ôïõ ôñéãþíïõ. Ìå êÝíôñï ôï É êáé áêôßíá ôçí êïéíÞ áðüóôáóç
ôïõ É áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ ÁÂÃ, ãñÜöåôáé êýêëïò ðïõ åöÜ-
ðôåôáé êáé óôéò ôñåéò ðëåõñÝò ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 16

ÅÖÁÑÌÏÃH   Ïé ðáñåããåãñáììÝíïé êýêëïé ôñéãþíïõ

Ç éäéüôçôá ôùí åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åíüò ôñéãþíïõ íá äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï
éó÷ýåé êáé üôáí èåùñÞóïõìå äýï åîùôåñéêÝò êáé ìßá åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìï ôïõ ôñéãþíïõ. Ïé
ôñåéò áõôÝò äé÷ïôüìïé ôÝìíïíôáé óå óçìåßï ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êýêëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç
ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üëëùí. Ï êýêëïò áõôüò ëÝãåôáé
ðáñåããåãñáììÝíïò êáé ôï êÝíôñï ôïõ ðáñÜêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ. Óå êÜèå ôñßãùíï õðÜñ-
÷ïõí ôñßá ðáñÜêåíôñá, ôá ïðïßá óõìâïëßæïõìå Éá, Éâ, Éã, êáé êáôÜ óõíÝðåéá ôñåéò ðáñåããå-

ãñáììÝíïé êýêëïé (ó÷.17á,â).
Ïé äé÷ïôüìïé äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ êáé ç çìéåõèåßá ðïõ äé÷ïôïìåß

ôçí ôñßôç ãùíßá ôïõ ôñéãþíïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï, ôï ïðïßï åßíáé êÝíôñï êý-
êëïõ ðïõ åöÜðôåôáé óôç ìßá ðëåõñÜ ôïõ ôñéãþíïõ êáé óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí äýï Üë-
ëùí.
Áðüäåéîç

Ó÷Þìá 17
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ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. i) Ðþò ïíïìÜæïíôáé ïé ãùíßåò á êáé â ôïõ ðáñá-
êÜôù ó÷Þìáôïò; Ôé ó÷Ýóç Ý÷ïõí ìåôáîý ôïõò;

ii) Ôé éó÷ýåé ãéá ôéò ãùíßåò ã^ êáé ä^;

2. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß ç ÁÂ åßíáé ðáñÜëëçëç ôçò ÃÄ.

3. Áí ù= 120° � è êáé  ö= 60° + è íá åîçãÞóåôå ãéáôß
xx´//yy´.

4. Íá áíáöÝñåôå ðÝíôå (5) ôñüðïõò ãéá íá áðïäåßîïõìå
üôé äýï åõèåßåò åßíáé ðáñÜëëçëåò.
5. Äýï ïîåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò ðá-
ñÜëëçëåò åßíáé:
i) óõìðëçñùìáôéêÝò,
ii) ßóåò,
iii) ðáñáðëçñùìáôéêÝò,
iv) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù.
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ êáé åõèåßá å ðáñÜë-
ëçëç ðñïò ôç âÜóç ôïõ ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï
ÁÄÅ åßíáé éóïóêåëÝò.
2. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé óçìåßï Á ôçò äé÷ïôüìïõ ôçò.

Áí ç ðáñÜëëçëç áðü ôï Á ðñïò ôçí Ïx ôÝìíåé ôçí Ïy óôï
Â, íá áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÏÁÂ åßíáé éóïóêåëÝò.
3. Äßíåôáé ãùíßá xO

^
y êáé ç äé÷ïôüìïò ôçò ÏÄ. Áðü

óçìåßï Á ôçò Ïy öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôçí ÏÄ ðïõ
ôÝìíåé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò Ïx óôï Â. Íá áðïäåßîåôå üôé
OA = OB.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé óç-
ìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Ä,ÄÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÃ óôï Å, íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÁÃ.
5. Óôéò ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ÂÁ, ÃÁ ôñéãþíïõ
ÁÂÃ ðáßñíïõìå áíôßóôïé÷á ôá ôìÞìáôá: ÁÄ = ÁÂ êáé
ÁÅ=ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ//ÂÃ.
6. Äßíåôáé êýêëïò (Ï,ñ) êáé Ì ôï ìÝóï ÷ïñäÞò ôïõ ÁÂ.
ÖÝñïõìå Ïx^OM. Íá áðïäåßîåôå üôé Ïx//ÁÂ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (AB = AÃ) êáé ç
äéÜìåóïò ôïõ ÁÌ. ÖÝñïõìå Ãx^ÂÃ ðñïò ôï çìéåðßðåäï
ðïõ äåí áíÞêåé ôï Á êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ ôìÞìá 
ÃÄ = ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ÁÄ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò
ãùíßáò ÌÁ^Ã.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. Áðü
ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÅ//ÁÄ ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÃÁ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé ÅÃ = ÁÂ+ÁÃ.
3. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ < ÁÃ êáé ç åîùôåñéêÞ
äé÷ïôüìïò ôïõ Áx. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå ÂÄ//Áx
ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Ä. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÄÃ = ÁÃ � ÁÂ.
4. Áðü ôï Ýãêåíôñï É, ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå åõèåßá
ðáñÜëëçëç ôçò ÂÃ ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ óôá óçìåßá

82

ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Áò èåùñÞóïõìå ôéò äé÷ïôüìïõò Âx êáé Ãy ôùí äýï åîùôåñéêþí ãùíéþí Â
^

åî êáé Ã
^

åî

áíôßóôïé÷á, ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ. Ïé Âx êáé Ãy ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Éá, áöïý éó÷ýåé üôé: 

xÂ
^

Ã + yÃ
^

B = }
Â
^

åî +

2

Ã
^

åî
} = 2z � }

Â
^

+

2

Ã
^

} < 2z.

Ôï Éá éóáðÝ÷åé áðü ôç ÂÃ êáé ôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÂ, êáèþò êáé áðü ôçí ðñïÝêôáóç ôçò

ÁÃ. ÅðïìÝíùò áíÞêåé óôç äé÷ïôüìï ôçò ãùíßáò Á
^

, áöïý éóáðÝ÷åé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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4.6 ¢èñïéóìá ãùíéþí ôñéãþíïõ

Ç ðáñáëëçëßá åðéôñÝðåé íá ìåôáöÝñïõìå ôéò ãùíßåò åíüò
ôñéãþíïõ, þóôå íá Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ ìéá ïðïéáäÞðïôå
êïñõöÞ ôïõ ôñéãþíïõ êáé íá ó÷çìáôßæïõí åõèåßá ãùíßá
(ó÷.18). ¸ôóé ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí
ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Áðüäåéîç
Áðü ìéá êïñõöÞ, ð.÷. ôçí Á, öÝñïõìå åõèåßá xy//ÂÃ. Ôüôå 
ù = Â

^
(1) êáé ö = Ã

^
(2), ùò åíôüò êáé åíáëëÜî ôùí ðáñáëëÞëùí

xy êáé ÂÃ ìå ôÝìíïõóåò ÁÂ êáé ÁÃ áíôßóôïé÷á.
ÁëëÜ ù+ Á^ + ö = 2z (3).
Áðü ôéò (1), (2) êáé (3) ðñïêýðôåé üôé 

Á
^

+ Â
^

+ Ã
^

= 2z.

Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÅ = ÂÄ+ÃÅ.
5. Áðü ôï Ýãêåíôñï É ôñéãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ÉÄ//ÁÂ
êáé ÉÅ//ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ðåñßìåôñïò ôïõ ôñéãþ-
íïõ ÄÉÅ éóïýôáé ìå ôç ÂÃ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ, ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÄ êáé ç
åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôïõ Âx. Èåùñïýìå äýï óçìåßá Å
êáé Ê ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Áí ï êýêëïò (Å,ÅÂ) ôÝìíåé ôç
ÂÄ óôï Æ, åíþ ï êýêëïò (Ê,ÊÂ) ôÝìíåé ôç Âx óôï Ì, íá
áðïäåßîåôå üôé ÅÆ//ÌÊ.

2. Áðü ôá Üêñá åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ öÝñïõìå
ðñïò ôï ßäéï çìéåðßðåäï äýï ðáñÜëëçëåò çìéåõèåßåò Áx
êáé Ây. Ðáßñíïõìå Ã ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ÁÂ, êáé óôéò
Áx,Ây ôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = ÁÃ êáé
ÂÅ = ÂÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ç ãùíßá ÄÃ^Å åßíáé ïñèÞ.
3. Áðü ôï ðáñÜêåíôñï Éá ôñéãþíïõ ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ öÝ-

ñïõìå ðáñÜëëçëç óôçí ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôéò ðëåõñÝò ÂÃ
êáé ÁÃ óôá óçìåßá Ä êáé Å áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ = ÁÅ � ÂÄ.
4. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ êáé Ì óçìåßï ôçò
ðëåõñÜò ÂÃ. Áðü ôï Ì öÝñïõìå ðáñÜëëçëç ðñïò ôç
äé÷ïôüìï ÁÄ ôçò ãùíßáò Á^, ðïõ ôÝìíåé ôéò ÁÂ êáé ÁÃ
óôá óçìåßá Å êáé Æ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé:

i) Ôï ôñßãùíï ÅÁÆ åßíáé éóïóêåëÝò.
ii) ÂÅ+ÃÆ = óôáèåñü.
iii) Áí Ì ìÝóï ôçò ÂÃ ôüôå: 

á) BE = ÃÆ = }
ÁÃ+

2

ÁÂ
},

â) ÁÅ = ÁÆ = }
ÁÃ �

2

ÁÂ
}.

Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé 2 ïñèÝò.

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁÔÁ

i) KÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá ôñéãþíïõ åßíáé ßóç ìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí äýï áðÝíáíôé åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ ôñéãþíïõ.

Ó÷Þìá 18
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Áðüäåéîç 
i) ¸÷ïõìå Á^+Â

^
+Ã

^
= 2z êáé Ã

^

åî + Ã
^

= 2z, ïðüôå 

Á^+Â
^

+Ã
^

= Ã
^

åî + Ã
^

Þ   .

ii) � iv) ÐñïöáíÞ.

4.7 Ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò

Áðüäåéîç 
¸óôù ïé ãùíßåò xO^ y = ùêáé x´O^´y´= ö ìå Ïx ^ O´x´ êáé 
Oy ^ O´y´.
Ôá ôñßãùíá ÏÁÃ êáé Ï´ÂÃ Ý÷ïõí Á^ = Â

^
=1z êáé Ã

^

1 = Ã
^

2 (êá-

ôáêïñõöÞí).
¢ñá èá Ý÷ïõí êáé ôéò Üëëåò ãùíßåò ßóåò, ïðüôå ù = ö.

Áðüäåéîç 
i) ÐñÜãìáôé, (ó÷. 20) åßíáé è + ù =2z, è́~ + ö = 2z, ïðüôå 
è =è~, áöïý ù = ö. .
ii) ÐñÜãìáôé, (ó÷.20) åßíáé è + ù = 2z, ïðüôå è + ö = 2z,
áöïý ù = ö. .

Ã
^

åî = Á^ + Â
^

ii) Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí äýï ãùíßåò ßóåò, ìßá ðñïò ìßá,
Ý÷ïõí êáé ôéò ôñßôåò ãùíßåò ôïõò ßóåò.

iii) Ïé ïîåßåò ãùíßåò åíüò ïñèïãþíéïõ ôñéãþíïõ åßíáé
óõìðëçñùìáôéêÝò.

iv) ÊÜèå ãùíßá éóüðëåõñïõ ôñéãþíïõ åßíáé 60ï.

Ó÷Þìá 19

Äýï ïîåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò
åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá

ÐÏÑÉÓÌÁÔÁ

i) Äýï áìâëåßåò ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèå-
ôåò åßíáé ßóåò. 
ii) Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí ôéò ðëåõñÝò ôïõò êÜèåôåò áëëÜ
ç ìßá åßíáé ïîåßá êáé ç Üëëç áìâëåßá åßíáé ðáñáðëçñù-
ìáôéêÝò.

Ó÷Þìá 20
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4.8 ¢èñïéóìá ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ

Áò èåùñÞóïõìå êõñôü ðåíôÜãùíï ÁÂÃÄÅ êáé Ï ôõ÷áßï åóùôå-
ñéêü óçìåßï ôïõ. Áí åíþóïõìå ôï Ï ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ðåíôá-
ãþíïõ, ó÷çìáôßæïíôáé ðÝíôå ôñßãùíá. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí
êÜèå ôñéãþíïõ åßíáé 2 ïñèÝò. ¸ôóé ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êáé
ôùí ðÝíôå ôñéãþíùí åßíáé (2·5) ïñèÝò. Áí áöáéñÝóïõìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí ãùíéþí O^ 1+O^ 2+O^ 3+O^ 4+O^ 5 = 4 ïñèÝò, èá ìåßíåé ôï

Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ ðåíôáãþíïõ, äçëáäÞ:

¼ìïéá, áí ôï êõñôü ðïëýãùíï Ý÷åé í ðëåõñÝò êáé åíþóïõìå ôï
Ï ìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ó÷çìáôßæïíôáé í ôñßãùíá. Ôï Üèñïéóìá
ôùí ãùíéþí ôùí í ôñéãþíùí åßíáé 2í ïñèÝò. Áí áöáéñÝóïõìå ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí O^ 1+O^ 2+O^ 3+ ... +O^ í = 4 ïñèÝò Ý÷ïõìå: 

ÊáôáëÞîáìå ëïéðüí óôï óõìðÝñáóìá üôé ðñÝðåé:
Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ íá åßíáé 2í-4 ïñèÝò.

¢ëëç áðüäåéîç. Áò èåùñÞóïõìå êõñôü ðïëýãùíï Á1Á2...Áí ìå í ðëåõ-

ñÝò êáé áò öÝñïõìå áðü ìéá êïñõöÞ ôïõ, ð.÷. ôçí Á1 üëåò ôéò äéáãùíßïõò

ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü áõôÞ. ¸ôóé ôï ðïëýãùíï äéáéñåßôáé óå í-2 ôñßãùíá,
ãéáôß óå êáèåìéÜ áðü ôéò ðëåõñÝò ôïõ, åêôüò ôùí Á1Á2 êáé Á1Áí ðïõ äéÝñ-

÷ïíôáé áðü ôçí êïñõöÞ Á1, áíôéóôïé÷åß Ýíá ôñßãùíï. ÅðåéäÞ ôï Üèñïéóìá

ôùí ãùíéþí ôùí í-2 ôñéãþíùí åßíáé 2(í-2)=(2í-4) ïñèÝò êáé éóïýôáé ìå ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ ðïëõãþíïõ, ðñïêýðôåé üôé:
Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ åßíáé 2í-4 ïñèÝò.

Áðüäåéîç

¸÷ïõìå 5 ðñïóèÝôïõìå êáôÜ ìÝëç ïðüôå:

(Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî) + (Á^ 1 + Á^ 2 + ... + Á^ í) = 2íz Þ

(Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî) + (2í � 4)z = 2íz Þ

Á^ 1åî + Á^ 2åî + ... + Á^ íåî = 4z.

Á^ 1åî + Á^ 1 = 2z

Á^ 2åî + Á^ 2 = 2z

....    ....    = ....
Á^ íåî + Á^ í = 2z

Á^1+Á^ 2+Á^3+...+Á^ í = (2í � 4) ïñèÝò.

Á^+Â
^

+Ã
^ 

+Ä
^
+Å

^
= (2·5 � 4) ïñèÝò.

Ó÷Þìá 21

ÐÏÑÉÓÌÁ

Ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí êõñôïý í - ãþíïõ
åßíáé 4 ïñèÝò.

Ó÷Þìá 22

Ó÷Þìá 23

Ó÷Þìá 24
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ÅÖÁÑÌÏÃH 1ç

Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ êáé ôç äé÷ïôüìï Áx ôçò åîùôå-
ñéêÞò ãùíßáò Á

^
ôïõ ôñéãþíïõ. Íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ôñß-

ãùíï åßíáé éóïóêåëÝò , áí êáé ìüíï áí Ax//BÃ.
Áðüäåéîç

(i) Áí â=ã ôüôå Â
^

= Ã
^

= ù. 

¼ìùò Á^ åî = Â
^

+ Ã
^

= 2ù, ïðüôå }
Á^

2
åî
} = ù Þ Á^ 1 = Ã

^
= ù. . ¢ñá

Áx//ÂÃ, áöïý ó÷çìáôßæïõí äýï åíôüò êáé åíáëëÜî ãùíßåò ßóåò.
(ii) Áí Áx//ÂÃ ôüôå Á^ 1 = Ã

^
(ùò åíôüò åíáëëÜî) êáé Á^ 2 = Â

^
(ùò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá

áõôÜ ìÝñç). ¢ñá Â
^

= Ã
^

(áöïý Á^ 1 = Á^ 2), ïðüôå â=ã.

ÅÖÁÑÌÏÃÇ 2ç

Óå ôñßãùíï ÁÂÃ öÝñïõìå ôéò åóùôåñéêÝò êáé åîùôåñéêÝò äé÷ïôüìïõò ôùí ãùíéþí ôïõ
Â
^

êáé Ã
^
. Íá áðïäåé÷èåß üôé

(i) Ç ãùíßá ôùí äýï åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åßíáé ßóç ìå 90° + }
2

Á
^

}.

(ii) Ç ãùíßá ìßáò åóùôåñéêÞò êáé ìßáò åîùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ åßíáé ßóç ìå }
2

Á
^

}.

(iii) Ç ãùíßá ôùí äýï åîùôåñéêþí äé÷ïôüìùí åßíáé ßóç ìå 90° � }
2

Á
^

}.

Aðüäåéîç
Ïé åóùôåñéêÝò äé÷ïôüìïé ôÝìíïíôáé óôï Ýãêåíôñï É. Ïé åîùôåñéêÝò
äé÷ïôüìïé ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí Â

^
êáé Ã

^
ôÝìíïíôáé óôï ðáñÜêå-

íôñï Éá êáé ç åóùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ôçò Â
^

ìå ôçí åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìï

ôçò Ã
^

ôÝìíïíôáé óôï ðáñÜêåíôñï Éâ. 

(i) Áðü ôï ôñßãùíï ÂÉÃ ðáßñíïõìå:
BI

^
Ã + Â

^

1 + Ã
^

1 = 180°   Þ   BI
^
Ã = 180° � Â

^

1 � Ã
^

1 Þ

BI
^
Ã = 180° � }

Â

2

^

} � }
2

Ã
^

} Þ   BI
^
Ã = 90° + 90° � }

Â

2

^

} � }
2

Ã
^

} Þ

BI
^
Ã = 90° + }}

Á

2

^

}} (åðåéäÞ }
Á

2

^

} + }
Â

2

^

} + }
2

Ã
^

} = 90°).   (1)

(ii) Ç åóùôåñéêÞ êáé åîùôåñéêÞ äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò ôÝìíïíôáé êÜèåôá. ¸ôóé óôï ôñßãùíï
ÉÃÉâ åßíáé: Ã

^
= 90°   êáé    BI

^
Ã = 90° + I

^

â (2) (ùò åîùôåñéêÞ ãùíßá). 

Áðü ôéò (1) êáé (2) ðñïêýðôåé üôé I
^

â = }}
Á

2

^

}} . (3)

(iii) ¼ìïéá óôï ôñßãùíï ÉáÂÉâ åßíáé Â
^

= 90°, ïðüôå I
^

á + I
^

â = 90° Þ   I
^

á = 90° � I
^

â .   (4)

Áðü ôéò (3) êáé (4) ðñïêýðôåé üôé I
^

á = 90° � }}
Á

2

^

}} .
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AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò

1. Íá õðïëïãßóåôå ôç ãùíßá ùóôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá.

2. Áí AB = AÃ êáé Ãx äé÷ïôüìïò ôçò ÁÃ
^
Ä, íá õðïëïãß-

óåôå ôç ãùíßá ö (âë. ó÷Þìá).

3. ÕðÜñ÷åé êõñôü í-ãùíï ôÝôïéï, þóôå ôï Üèñïéóìá ôùí
åóùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ íá éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí
åîùôåñéêþí ãùíéþí ôïõ;
4. Íá åîçãÞóåôå ãéáôß áí Ýíá éóïóêåëÝò ôñßãùíï Ý÷åé ìéá ãù-
íßá 60° åßíáé éóüðëåõñï.
5. Ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ
åßíáé:
á) 180° â) 270° ã) 360° ä) 540°
å) êáíÝíá áðü ôá ðáñáðÜíù
Íá äéêáéïëïãÞóåôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò

1. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ìéá ãùíßá ôïõ åßíáé ßóç ìå ôá

}
2

3
} ìéáò Üëëçò ãùíßáò ôïõ. Íá õðïëïãéóèïýí üëåò ïé

ãùíßåò ôïõ (äýï ðåñéðôþóåéò).
2. Óå éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) åßíáé 

Á^ = }
Â

2

^

}. Áí É ôï Ýãêåíôñï ôïõ ôñéãþíïõ íá õðïëïãéóèåß

ç ãùíßá ÂÉ
^
Ã. (ÅöáñìïãÞ 2 � § 4.8)

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ç ãùíßá Á^ åßíáé ôñéðëÜóéá ôçò
ãùíßáò Â^. Áí Ã^åî = 144° íá âñåèåß ôï åßäïò ôïõ ôñéãþ-

íïõ ùò ðñïò ôéò ðëåõñÝò ôïõ.
4. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) êáé ôï ý-
øïò ôïõ ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé Â^ = ÄÁ

^
Ã êáé Ã^ =ÄÁ

^
Â. 

5. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé:

ÁÂ = ÁÃ = ÄÂ êáé xÁ
^
Ã = 108°.

Íá õðïëïãéóèåß ç ãùíßá Ä
^
.

6. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá åßíáé: Á^ = 90°, ÁÄ äé÷ïôüìïò,
ÄÅ//ÁÂ. Áí ç ãùíßá Â^ åßíáé 20° ìåãáëýôåñç áðü ôç Ã^

íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò ùêáé ö.

7. Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý ðïëõãþíïõ åßíáé
900°. Íá âñåèåß ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí ôïõ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò

1. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ åßíáé Â^åî = 90° + }
Á

2

^

}. Íá áðïäåßîå-

ôå üôé ÁÂ = ÁÃ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÄ

^
Ã � ÁÄ

^
Â = Â^ � Ã^ ,

ii) ÁÄ
^
Â = 90° � }

Â^ �

2

Ã^
}, ÁÄ

^
Ã = 90° + }

Â^ �

2

Ã^
}. 

3. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ öÝñïõìå ôï ýøïò ÁÄ êáé

ôç äé÷ïôüìï ÁÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÄÁ
^
Å = }

Â^ �

2

Ã^
} .

4. Áí ïé äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí Á
^
, Â^ êõñôïý ôåôñáðëåý-

ñïõ ÁÂÃÄ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Å, íá áðïäåßîåôå üôé

ÁÅ
^
Â = }

Ã^ +

2

Ä
^

} .

5. Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ä ôçò âÜóçò ÂÃ éóïóêåëïýò ôñé-
ãþíïõ ÁÂÃ öÝñïõìå ôç ÄÅ^ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé
Á^ = EÄ

^
Ã.

6. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) ôï ýøïò ôïõ
ÁÄ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ ÂÆ ôÝìíïíôáé óå óçìåßï Å. Íá
áðïäåßîåôå üôé ôï ôñßãùíï ÁÅÆ åßíáé éóïóêåëÝò.
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7. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°). Ç äé÷ï-
ôüìïò ôçò ãùíßáò Â^ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Æ êáé ôçí êÜèåôç
óôç ÂÃ óôï óçìåßï Ã, óôï Ç. Íá áðïäåßîåôå üôé 
ÆÃ = ÃÇ.

Óýíèåôá ÈÝìáôá
1. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ) êáé ôõ-
÷áßï óçìåßï Ä ôçò ðëåõñÜò ÁÂ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÃÁ
ðñïò ôï Á, ðáßñíïõìå ôìÞìá ÁÅ = ÁÄ. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÄÅ^ÂÃ.
2. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Â^ > Ã^ êáé ç äé÷ïôüìïò ôïõ
ÁÄ. Áðü ôçí êïñõöÞ Â öÝñïõìå åõèåßá êÜèåôç óôçí
ÁÄ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé 

ÅÂ
^
Ã = }

Â^ �

2

Ã^
}.

3. Óå ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ ðñïåêôåßíïõìå ôçí õðï-
ôåßíïõóá ÃÂ êáôÜ ôìÞìá ÂÄ = ÁÂ. ÖÝñïõìå êÜèåôç
óôç ÂÃ óôï óçìåßï Ã êáé ðáßñíïõìå óå áõôÞ -ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Á- ôìÞìá ÃÅ = ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå üôé ôá óç-
ìåßá Ä, Á, Å åßíáé óõíåõèåéáêÜ.
4. Äßíåôáé éóïóêåëÝò ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ) êáé ôï
ýøïò ôïõ ÂÄ. ÖÝñïõìå ÄÇ^ÁÂ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ðñï-
Ýêôáóç ôçò ÂÃ óôï Å. Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÂÄ = ÄÅ, ii) ÂÃ > ÃÅ.

5. Óå ôñßãùíï ÁÂÃ, ðñïåêôåßíïõìå ôá ýøç ôïõ ÂÄ êáé
ÃÅ, ðñïò ôï ìÝñïò ôùí êïñõöþí êáé åðß ôùí ðñïåêôÜ-
óåùí ðáßñíïõìå ôìÞìáôá ÂÆ=ÁÃ êáé ÃÇ=ÁÂ áíôß-
óôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé
i) ÁÆ=ÁÇ, ii) ÁÆ^ÁÇ.
6. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìå Á^ > Ã^ êáé ïíïìÜ-
æïõìå ö ôçí ïîåßá ãùíßá ôùí äé÷ïôüìùí ôùí ãùíéþí

Â^ êáé Ä^. Íá áðïäåßîåôå üôé ö= }
Á^ �

2

Ã^
}.

7. Äýï åðßðåäá êÜôïðôñá Ê1,Ê2 åßíáé êÜèåôá. ÖùôåéíÞ

áêôßíá á ðñïóðßðôåé áñ÷éêÜ óôï Ê1 êáé ìåôÜ ôçí áíÜ-

êëáóç óôï Ê2, åîÝñ÷åôáé êáôÜ ôçí áêôßíá â. Ôé ðïñåßá

èá áêïëïõèÞóåé, óå ó÷Ýóç ìå ôçí áñ÷éêÞ áêôßíá á;

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå Á^ = 60° êáé ïé äé÷ïôüìïé
ôïõ ÂÄ êáé ÃÅ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÂÄ

^
Ã = ÃÅ

^
Á.

2. Èåùñïýìå éóüðëåõñï ôñßãùíï ÁÂÃ (ÁÂ = ÁÃ =
ÂÃ= á) êáé ôá óçìåßá Ä êáé Å ôùí ðëåõñþí ôïõ ÁÂ

êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, þóôå ÁÄ = ÂÅ = }
1

3
} á. Íá áðïäåß-

îåôå üôé ÄÅ^ÂÃ.
3. Äßíåôáé ïñèïãþíéï ôñßãùíï ÁÂÃ (Á^ = 90°) êáé ç
äé÷ïôüìïò ôïõ ÁÄ. ÖÝñïõìå Äx^ÂÃ, ðïõ ôÝìíåé ôçí ÁÂ
óôï Å êáé ôçí ðñïÝêôáóÞ ôçò ÁÃ óôï Æ. Íá áðïäåßîå-
ôå üôé ÂÅ=ÆÃ.
4. Èåùñïýìå ôåôñÜðëåõñï ÁÂÃÄ ìå Á^ = Ã^ = 90° êáé
ÂÃ=ÃÄ. Óôçí ðñïÝêôáóç ôçò ÁÄ ðáßñíïõìå ôìÞìá
ÄÅ=ÁÂ. Íá áðïäåßîåôå üôé ÁÃ^ÃE.

5. Äßíåôáé ôñßãùíï ÁÂÃ ìå ÁÂ<ÁÃ. Íá áðïäåßîåôå

üôé:
i) Ôï ýøïò ÁÄ = õá ó÷çìáôßæåé ìå ôç ìéêñüôåñç

ðëåõñÜ ìéêñüôåñç ãùíßá.

ii) Ç äéÜìåóïò ÁÌ = ìá ó÷çìáôßæåé ìå ôç ìéêñüôå-

ñç ðëåõñÜ ìåãáëýôåñç ãùíßá.
iii) Ôï ýøïò õá êáé ç äéÜìåóïò ìá âñßóêïíôáé åêá-

ôÝñùèåí ôçò äé÷ïôüìïõ ÁÅ = äá.

6. Ôñåéò êýêëïé ìå êÝíôñá Ê1,Ê2,Ê3 åöÜðôïíôáé åîùôå-

ñéêÜ óôá Á,Â,Ã. Íá áðïäåßîåôå üôé ï ðåñéãåãñáììÝíïò
êýêëïò ôïõ ôñéãþíïõ ÁÂÃ åßíáé åããåãñáììÝíïò óôï
ôñßãùíï Ê1Ê2Ê3.

7. Èåùñïýìå ôñßãùíï ÁÂÃ, ôïí åããåãñáììÝíï êýêëï
ôïõ (É,ñ) êáé ôïí ðáñåããåãñáììÝíï êýêëï ôïõ (Éá,ñá).

ÏíïìÜæïõìå Ä,Å,Æ êáé Ä´,Å´,Æ´ ôá óçìåßá åðáöÞò ôùí
(É,ñ) êáé (Éá,ñá) ìå ôéò åõèåßåò ÂÃ,ÃÁ,ÁÂ áíôßóôïé÷á.

Íá áðïäåßîåôå üôé:
i) ÁÆ=ÁÅ=ô � á, ÂÄ=ÂÆ=ô � â, ÃÄ=ÃÅ=ô � ã,
ii) AZ´=ÁÅ´= ô,
iii) ÆÆ´=ÅÅ´=á , ÄÄ´= â � ã.
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Äñáóôçñéüôçôåò

1. Íá óõìðëçñþóåôå ôïí ðßíáêá ãéá êõñôÜ í-ãùíá.

i) Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ; ÅîáñôÜôáé áðü ôïí áñéèìü ôùí ðëåõñþí í; Ôé
éó÷ýåé üôáí áõîÜíåôáé ôï í; 
ii) Ôé ðáñáôçñåßôå ãéá ôï Üèñïéóìá ôùí åîùôåñéêþí ãùíéþí êõñôïý í-ãþíïõ. Íá ó÷ïëéÜóåôå ôç ó÷Ýóç ôïõ ìå
ôïí áñéèìü ôùí ðëåõñþí í.
2. Íá êáôáóêåõÜóåôå äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò ðáñÜëëçëåò (3 ðåñéðôþóåéò). Íá åîåôÜóåôå ôé éó÷ýåé ãéá ôéò äé÷ï-
ôüìïõò ôïõò (ðáñÜëëçëåò, êÜèåôåò êôë.)
Íá êÜíåôå ôï ßäéï ãéá äýï ãùíßåò ìå ðëåõñÝò êÜèåôåò.

Åñãáóßá

Íá õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò éóïóêåëïýò ôñéãþíïõ ÁÂÃ (ÁÂ=ÁÃ), ôï ïðïßï åßíáé äõíáôüí íá ÷ùñéóèåß óå äýï
Üëëá éóïóêåëÞ ôñßãùíá.
Õðüäåéîç: Ç åõèåßá ðïõ ÷ùñßæåé ôï ÁÂÃ óå äõï éóïóêåëÞ ôñßãùíá ðñÝðåé íá äéÝñ÷åôáé áðü ìéá êïñõöÞ ôïõ
ôñéãþíïõ. Íá äéáêñßíåôå äýï ðåñéðôþóåéò: i) ìå åõèåßá ÁÄ áðü ôçí êïñõöÞ Á.
ii) ìå åõèåßá ÂÅ áðü ôçí êïñõöÞ Â.
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Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí

Ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç. Óôï Âéâëßï É ôùí «Óôïé-
÷åßùí» ôïõ ï Åõêëåßäçò
ïñßæåé ùò ðáñÜëëçëåò «ôéò
åõèåßåò åêåßíåò ðïõ
âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï
êáé ðñïåêôåéíüìåíåò åð�
Üðåéñïí êáé áðü ôá äýï ìÝñç
äå óõíáíôþíôáé óå êáíÝíá
áð� áõôÜ» (Ïñéóìüò 23).
ÁìÝóùò ìåôÜ äéáôõðþíåé
ðÝíôå áéôÞìáôá, ôá ôÝóóåñá
ðñþôá áðü ôá ïðïßá
åêöñÜæïõí ôéò âáóéêÝò

éäéüôçôåò ôùí ãåùìåôñéêþí êáôáóêåõþí ìå ôç âïÞèåéá
ôïõ êáíüíá êáé ôïõ äéáâÞôç, åíþ ôï ðÝìðôï
áðïöáßíåôáé üôé:
«ÅÜí ìéá åõèåßá ðïõ ôÝìíåé äýï åõèåßåò ó÷çìáôßæåé ôéò
åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ìéêñüôåñåò áðü äýï
ïñèÝò, ôüôå ïé äýï åõèåßåò ðñïåêôåéíüìåíåò åð' Üðåéñïí
óõíáíôþíôáé óôï ìÝñïò ðïõ ïé ó÷çìáôéæüìåíåò ãùíßåò
åßíáé ìéêñüôåñåò áðü äýï ïñèÝò» (Áßôçìá V).
Ôï áßôçìá áõôü áðïäåéêíýåôáé éóïäýíáìï ìå ôéò  åîÞò
ðñïôÜóåéò:
(Å1) ÕðÜñ÷åé åõèåßá á êáé óçìåßï Á åêôüò áõôÞò

ôÝôïéï, þóôå áðü ôï Á äéÝñ÷åôáé ìßá ìïíáäéêÞ
åõèåßá ðïõ äåí ôÝìíåé ôçí á.

(Å2) ÕðÜñ÷åé ôåôñÜðëåõñï ìå ôÝóóåñéò ïñèÝò ãùíßåò.
(Å3) Ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôõ÷üíôïò ôñéãþíïõ

éóïýôáé ìå äýï ïñèÝò.
(Å4) ÕðÜñ÷åé ôñßãùíï, ôï Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ôïõ

ïðïßïõ íá éóïýôáé ìå äýï ïñèÝò.
(Å5) Áí ìéá åõèåßá ôÝìíåé äýï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò,

ïé áíôßóôïé÷åò ãùíßåò åßíáé ßóåò.
(Å6) Ôá óçìåßá ðïõ êåßíôáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò áðü

äåäïìÝíç åõèåßá êáé óå ìßá êáé ôçí áõôÞ
áðüóôáóç, ó÷çìáôßæïõí åõèåßá.

(Å7) Áí ìéá åõèåßá ôÝìíåé äýï Üëëåò åõèåßåò êáé áõôÝò
áðïêëßíïõí ç ìßá áðü ôçí Üëëç áðü ôï Ýíá ìÝñïò,
ôüôå áðü ôï Üëëï ìÝñïò óõãêëßíïõí.

(Å8) ÕðÜñ÷ïõí üìïéá ôñßãùíá.
(Å9) ÕðÜñ÷ïõí ôñßãùíá ìå ïóïäÞðïôå ìåãÜëï ìÝãå-

èïò.
(Å10) ¸óôù á ôõ÷ïýóá åõèåßá êáé Á óçìåßï åêôüò

áõôÞò. Ôüôå óôï åðßðåäï ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí
åõèåßá á êáé ôï óçìåßï Á õðÜñ÷åé ü÷é ðåñéó-
óüôåñåò áðü ìßá åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï
óçìåßï Á êáé äåí ôÝìíåé ôçí åõèåßá á (Áîßùìá
ðáñáëëçëßáò).

Ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç Þ êÜðïéï éóïäýíáìü ôïõ êá-
èïñßæåé ôç öýóç ïëüêëçñçò ôçò ãåùìåôñßáò êáé áðï-

ôåëåß âÜóç ãéá ôá ðåñéóóüôåñá èåùñÞìáôá ôçò
Åõêëåßäåéáò ãåùìåôñßáò.
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôçí áñ÷áéüôçôá êáé ôï
ÂõæÜíôéï. Eßíáé ðéèáíü ðñéí ôç äéáôýðùóç ôïõ
ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç íá
õðÞñîáí ðñïóðÜèåéåò íá áðïäåé÷èåß. ¼ìùò ïé äéáèÝóé-
ìåò ìáñôõñßåò åßíáé ðåíé÷ñüôáôåò êáé áðïóðáóìáôéêÝò.
Åíäåßîåéò õðÜñ÷ïõí óôá «ÁíáëõôéêÜ ¾óôåñá» ôïõ
ÁñéóôïôÝëç, üðïõ óõíäÝåôáé ôï ðñüâëçìá ôùí
ðáñáëëÞëùí ìå ôçí ðñüôáóç (Å3). Ï ÁñéóôïôÝëçò
áóêåß êñéôéêÞ óôéò ðñïóðÜèåéåò ìáèçìáôéêþí (ðïõ äåí
êáôïíïìÜæïíôáé) íá áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
üôé õðïðßðôïõí óôï ëïãéêü óöÜëìá ôçò «ëÞøçò ôïõ æç-
ôïõìÝíïõ» (petitio principi), äçëáäÞ üôé êáôÜ ôçí
áðüäåéîç ÷ñçóéìïðïéïýí ðñüôáóç éóïäýíáìç ðñïò ôçí
áðïäåéêôÝá. ¢ëëç ðçãÞ  åßíáé ôá «Ó÷üëéá ãéá ôéò äõ-
óêïëßåò óôçí åéóáãùãÞ ôïõ âéâëßïõ ôïõ Åõêëåßäç» ôïõ
ÏìÜñ ×áãéÜì üðïõ áíáöÝñåé üôé «ç áéôßá ôïõ ëÜèïõò
ôùí ýóôåñùí åðéóôçìüíùí
óôçí áðüäåéîç áõôÞò ôçò
õðüèåóçò  åßíáé üôé äå ëÜì-
âáíáí õðüøç ôïõò ôéò áñ÷Ýò
ôïõ öéëïóüöïõ [äçëáäÞ,
ôïõ ÁñéóôïôÝëç]» êáé ðáñá-
èÝôåé ðÝíôå áñ÷Ýò, ôÝóóåñéò
áðü ôéò ïðïßåò áðáíôþíôáé
ìå ëßãï äéáöïñåôéêÞ äéáôý-
ðùóç óôá «ÖõóéêÜ» êáé ôï
«Ðåñß Ïõñáíïý».
Ôï ðñþôï ãíùóôü Ýñãï ôçò áñ÷áéüôçôáò, ðïõ ëßãåò
ìüëéò äåêáåôßåò ìåôÜ ôá «Óôïé÷åßá» áíáöÝñåôáé óôç
èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí, åßíáé ç ÷áìÝíç ðñáãìáôåßá
ôïõ Áñ÷éìÞäç «Ðåñß ðáñáëëÞëùí», ðïõ ìíçìïíåýåé ï
âéâëéïãñÜöïò Éìðí áë-Íáíôßì (ðÝèáíå ôï 993) óôï
«Âéâëßï ôçò âéâëéïãñáößáò ôùí åðéóôçìþí», ìáæß ìå
Üëëá Ýñãá ôïõ Áñ÷éìÞäç ðïõ äéáóþèçêáí ìüíï óôá
ÁñáâéêÜ. Ôï âéâëßï áõôü Þôáí ðéèáíüôáôá ãíùóôü
óôïí Èáìðßô éìðí Êïýññá (836-901), óõããñáöÝá äýï
ðñáãìáôåéþí ó÷åôéêþí ìå ôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí.
Óýìöùíá ìå ìáñôõñßá ôïõ Ðñüêëïõ, ï ïðïßïò èåùñåß
üôé ôï áßôçìá ôïõ Åõêëåßäç åßíáé èåþñçìá êáé åðé÷åé-
ñåß íá äþóåé ìéá äéêÞ ôïõ áðüäåéîç, ï Ðïóåéäþíéïò
åß÷å ðñïôåßíåé Ýíáí ïñéóìü ôùí ðáñáëëÞëùí, äéáöï-
ñåôéêü áðü áõôüí ôïõ Åõêëåßäç. ÐáñÜëëçëåò ïíïìÜæåé
ôéò åõèåßåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, äå óõ-
ãêëßíïõí ïýôå áðïêëßíïõí êáé üëåò ïé êÜèåôåò áðü ôá
óçìåßá ôçò ìéáò ðñïò ôçí Üëëç åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.
Ï ïñéóìüò áõôüò üìùò âáóßæåôáé óôï éóïäýíáìï
áîßùìá (Å6). Ï Ðñüêëïò áíáöÝñåôáé åðßóçò åêôåôáìÝ-
íá óôéò ðñïóðÜèåéåò ôïõ Êëáýäéïõ Ðôïëåìáßïõ êáé Üë-
ëùí ìáèçìáôéêþí, ôïõò ïðïßïõò äåí êáôïíïìÜæåé, íá
áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá.
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Ìå ôçí áðüäåéîç ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò áó÷ïëÞ-
èçêå ï Äéüäùñïò (1ïò áé. ð.×.). Óôá ÁñáâéêÜ
äéáôçñÞèçêáí êáé ïé ðñïóðÜèåéåò êÜðïéïõ ÁãÜíç êáé
ôïõ Óéìðëßêéïõ ðïõ óôçñßæïíôáé óôïí ïñéóìü ôïõ
Ðïóåéäùíßïõ êáé, åðïìÝíùò, óôï áîßùìá (Å6). 
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôá ÁñáâéêÜ ìáèç-
ìáôéêÜ. Ç ðñþôç ãíùóôÞ ðñïóðÜèåéá áðüäåéîçò ôïõ
Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò óôá ÁñáâéêÜ ìáèçìáôéêÜ Ýãéíå
áðü ôïí áë-Tæáïõ÷áñß óôï Ýñãï ôïõ «Ôåëåéïðïßçóç ôïõ
âéâëßïõ ôùí "Óôïé÷åßùí"», ôï ðåñéå÷üìåíï ôïõ ïðïßïõ
ìåôáöÝñåé ï Íáóßñ áíô-Íôéí áë-Ôïõóß. ¼ìùò óôçí
áðüäåéîÞ ôïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôçí éóïäýíáìç ðñïò ôï
áðïäåéêôÝï ðñüôáóç üôé «áí ìßá åõèåßá ôÝìíåé äýï
Üëëåò åõèåßåò Ýôóé þóôå ïé åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò íá
åßíáé ßóåò, ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé üôáí ïé äýï åõèåßåò ôÝìíï-
íôáé áðü ïðïéáäÞðïôå Üëëç åõèåßá». Ïé ðñþôåò
ðñïóðÜèåéåò áíôéêáôÜóôáóçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ
áéôÞìáôïò ìå ôï áîßùìá ôçò ýðáñîçò «éóáðå÷üíôùí»
åõèåéþí áíÜãïíôáé óôïí áë-Íáúñéæß êáé ôïí Éìðí Óßíá
(ÁâéêÝííá).
Ïé Üñáâåò ìáèçìáôéêïß áíÝðôõîáí äýï êõñßùò
ðñïóåããßóåéò óôçí áðüäåéîç ôïõ Åõêëåßäåéïõ
áéôÞìáôïò, ðïõ åãêáéíéÜæïíôáé óôï Ýñãï ôïõ Èáìðßô
éìðí Êïýññá (908-946): ôç ãåùìåôñéêÞ êáé ôçí
êéíçìáôéêÞ ðñïóÝããéóç. Ç êéíçìáôéêÞ ðñïóÝããéóç
áêïëïõèåß ôï ðíåýìá ôïõ Áñ÷éìÞäç êáé áíáðôý÷èçêå
áðü ôïí Éìðí áë-×áúèÜì. Ç ðñùôïôõðßá ôçò ìåèüäïõ
ôïõ áë-×áúèÜì, ôçí ïðïßá áêïëïýèçóáí óõ÷íÜ ïé
ãåùìÝôñåò óôç óõíÝ÷åéá, åßíáé üôé õðïèÝôåé ôçí
ýðáñîç åíüò ôåôñáðëåýñïõ ìå ôñåéò ïñèÝò ãùíßåò êáé
åîåôÜæåé ôéò ðåñéðôþóåéò ç ôÝôáñôç ãùíßá íá åßíáé
ïîåßá Þ áìâëåßá, ðñïóðáèþíôáò íá êáôáëÞîåé óå
áíôßöáóç ìå ôïí ïñéóìü ôùí ðáñáëëÞëùí ùò
«éóáðå÷üíôùí» åõèåéþí. Ç ãåùìåôñéêÞ ðñïóÝããéóç
áíáðôý÷èçêå êõñßùò áðü ôïí Ïìáñ ×áãéÜì. Îåêéíþ-
íôáò áðü ôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò (Å2) êáé ìå óõë-
ëïãéóìïýò óõããåíåßò ìå áõôïýò ôïõ Ðñüêëïõ,
áðïäåéêíýåé ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá ÷ùñßò íá õðïðÝóåé
óôï ëïãéêü óöÜëìá ôçò «ëÞøçò ôïõ æçôïõìÝíïõ». Ï
åãêõêëïðáéäéóôÞò öéëüóïöïò, ìáèçìáôéêüò êáé
áóôñïíüìïò Íáóßñ áíô-Íôéí áë-Ôïõóß (1201-1274)
óôç äéêÞ ôïõ ðñùôüôõðç áðüäåéîç ôïõ áîéþìáôïò ôùí
ðáñáëëÞëùí áêïëïõèåß ôï ýöïò ôïõ Éìðí Êïýññá êáé
ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì, áëëÜ óôçñßæåôáé óå áîßùìá ðïõ
áðïôåëåß éó÷õñüôåñç ìïñöÞ ôïõ áéôÞìáôïò ðáñáë-
ëçëßáò.
Óôç äéÜñêåéá ôïõ 13ïõ áé. óõíå÷ßæïíôáé ïé áíáæçôÞóåéò
áðüäåéîçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò. Ï áë-×áíáöß,
áêïëïõèþíôáò ðáëáéüôåñåò ôÜóåéò ðïõ åêäçëþíïíôáé
óôï Ýñãï ôïõ áë-Êéíôß, ôïõ áë-Ìðéñïõíß (973-ðåñ.
1050) êáé ôïõ ÏìÜñ ×áãéÜì, óõíäÝïõí ôï ðñüâëçìá
ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò ìå ôçí Ýííïéá ôçò åð�

Üðåéñïí äéáéñåôüôçôáò ôùí ãåùìåôñéêþí ìåãåèþí.
Éäéáßôåñá äéáäåäïìÝíç Þôáí ç èåùñßá ôùí ðáñáë-
ëÞëùí ôïõ áë-Áìð÷áñß (Þ áë-Áìðá÷ñß, ðÝèáíå ôï
1263). ÓõããåíÞò ðñïò áõôÞí Þôáí ç èåùñßá ôïõ áë-
Ìáãêñéìðß. Óôéò äýï ôåëåõôáßåò èåùñßåò âñßóêåé
êáíåßò ß÷íç ôïõ ýöïõò ôùí óõëëïãéóìþí ôïõ
Óéìðëßêéïõ. Óôá ôÝëç ôïõ 13ïõ-áñ÷Ýò 14ïõ áé. ìéá
áêüìá áîéïóçìåßùôç ðñïóðÜèåéá ãßíåôáé áðü ôïí áíô-
Íôéí áó-Óéñáæß (1236-1311), ìáèçôÞ ôïõ áë-Ôïõóß.
Ðáñ� üëåò ôéò ðñïóðÜèåéåò ðïõ óêéáãñáöÞóáìå ïé
¢ñáâåò ìáèçìáôéêïß Þôáí ðïëý ìáêñéÜ áðü ôçí éäÝá
üôé åßíáé äõíáôÞ ìéá Üëëç ãåùìåôñßá. Áðëþò
ðñïóðáèïýóáí íá áðïäåßîïõí ôï Åõêëåßäåéï áßôçìá
áðü õðïèÝóåéò ðïõ èåùñïýóáí ðéï ðñïöáíåßò. Óôçí
ðïñåßá ôùí ðñïóðáèåéþí ôïõò áðÝäåéîáí ôçí éóï-
äõíáìßá ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò ìå äéÜöïñåò
ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñïýí íá èåùñçèïýí éóïäýíáìåò
ìå ôï ðÝìðôï áßôçìá, êáèþò êáé ðïëëÜ èåùñÞìáôá
ðïõ óÞìåñá åìðßðôïõí óôï ðåäßï ôçò ÕðåñâïëéêÞò
êáé ôçò ÅëëåéðôéêÞò Ãåùìåôñßáò.
Ç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí óôçí Åõñþðç áðü ôïí
13ï ùò ôï 18ï áé. Ç ðñþôç ãíùóôÞ áðüðåéñá áðü-
äåéîçò ôïõ Åõêëåßäåéïõ áéôÞìáôïò óôç ìåóáéùíéêÞ
Åõñþðç áðáíôÜôáé ôï 13ï áé. óôï óýããñáììá ôïõ
ÂéôÝëï (Vitelo, ðåñßðïõ 1225-1280) «ÏðôéêÞ» Þ «Ðñï-
ïðôéêÞ» (1572). ÂáóéêÞ ðçãÞ ôïõ ÂéôÝëï åßíáé ôï Ýñãï
ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì. Ùóôüóï, ç áðüäåéîÞ ôïõ õóôåñåß
ùò ðñïò ôï åðßðåäï áõóôçñüôçôáò ðïõ åß÷áí öôÜóåé ïé
¢ñáâåò ìáèçìáôéêïß.
Äýï Üëëåò áðüðåéñåò áðáíôþíôáé ôï 14ï áé. óôá
«Ó÷üëéá» ôïõ Ãåñóùíßäç (Levi ben Gerson Þ
Gersonides, 1288-1344) êáé óôï Ýñãï êÜðïéïõ Áëöü-
íóï, ï ïðïßïò åéêÜæåôáé üôé åßíáé ï Éóðáíüò éáôñüò êáé
óõããñáöÝáò ðïëåìéêþí èñçóêåõôéêþí Ýñãùí Áëöüíóï
ôïõ Âáëëáíôïëßíô (1270-1346).
Óôéò áñ÷Ýò ôïõ 16ïõ áé. ç èåùñßá ðáñáëëÞëùí
åîåôÜæåôáé óôï «ÊÜôïðôñï áóôñïíïìéêü ðïõ ðåñé-
êëåßåé ôçí áíèñþðéíç óïößá óå êÜèå åðéóôÞìç»  ôïõ Ö.
Ìð. Ãêñéóïãêüíï (1472-1538), ðïõ åêäßäåôáé óôç
Âåíåôßá ôï 1507. Ôï 1574 åìöáíßæåôáé ìßá ðñùôüôõðç
áðüäåéîç ôïõ ðÝìðôïõ áéôÞìáôïò áðü ôïí ÊëÜâéï
(Clavius (Schlussel), 1537-1612) ðïõ åñãáæüôáí óôç
Ñþìç êáé óõììåôåß÷å óôçí åðåîåñãáóßá ôïõ
Ãñçãïñéáíïý çìåñïëïãßïõ. Ç áðüäåéîç ôïõ ÊëÜâéïõ
óôçñßæåôáé óôçí ðñüôáóç (Å6). Ç áðüäåéîÞ ôïõ
ðáñïõóéÜæåé ïìïéüôçôåò ìå áõôÝò ôïõ Éìðí Êïýññá
êáé ôïõ Éìðí áë-×áúèÜì, ôéò ïðïßåò ßóùò ãíþñéæå áðü
äåýôåñï ÷Ýñé.
Ôïí 17ï áé. ðáñáôçñåßôáé êÜðïéá Ýíôáóç ôùí ðñï-
óðáèåéþí óôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí, ç ïðïßá
üìùò äåí áðÝöåñå éäéáßôåñá áîéüëïãïõò êáñðïýò.
Äçìïóéåýïíôáé ôï 1603 óôçí Ìðïëüíéá äýï ôïìßäéá
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ÉÓÔÏÑÉÊÏ ÓÇÌÅÉÙÌÁ

ôïõ ÐéÝôñï Á. ÊáôÜëíôé (1548-1626), ôï 1658 óôçí
Ðßæá ç åðåîåñãáóìÝíç áðü ôïí Ôæ.Á. ÌðïñÝëëé
(1608-1679) Ýêäïóç ôùí «Óôïé÷åßùí» ôïõ Åõêëåßäç,
êáé ôï 1680 áíÜëïãç Ýêäïóç ôùí «Óôïé÷åßùí» áðü
ôïí ÂéôÜëå ÔæïñíôÜíï (1633-1711). Ôï 1693
äçìïóéåýåôáé ç ðñáãìáôåßá ôïõ Ôæ. Ïõþëëéò (J. Wal-
lis, 1616-1703) «Ôï ðÝìðôï áßôçìá êáé ï ðÝìðôïò
ïñéóìüò ôïõ Âéâëßïõ VI ôïõ Åõêëåßäç», ôï äåýôåñï
ìÝñïò ôçò ïðïßáò ðåñéÝ÷åé ìåôÜöñáóç ìéáò áðüäåéîçò
ðïõ áðïäßäåôáé óôïí áë-Ôïõóß, êáé óôï ôñßôï
åêôßèåôáé áðüäåéîç ôïõ Ïõþëëéò, ðïõ âáóßæåôáé óôçí
ðñüôáóç (Å9), ôçí ïðïßá èåùñåß öõóéêÞ «ÊïéíÞ
¸ííïéá».
Áðü ôçí ðñáãìáôåßá ôïõ Ïõþëëéò ãíùñßóôçêå ìå ôçí
áðïäéäüìåíç óôïí áë-Ôïõóß áðüäåéîç ôïõ ðÝìðôïõ
áéôÞìáôïò ï Ôæéñüëáìï ÓáêêÝñé (G.G. Saccheri,
1667-1733). Ï ÓáêêÝñé îåêéíþíôáò áðü ôï éóüðëåõ-
ñï ôåôñÜðëåõñï ìå ôéò äýï ïñèÝò ôïõ ÏìÜñ ×áãéÜì
êáé ôïõ áë-Ôïõóß áíáëýåé ôéò ßäéåò ôñåéò õðïèÝóåéò
ãéá ôéò Üëëåò äýï ãùíßåò. Áðïêëåßåé ôçí õðüèåóç ôçò
ïîåßáò ãùíßáò åðåéäÞ èåùñåß üôé óôçí ðåñßðôùóç
áõôÞ, üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôçò ïñèÞò ãùíßáò
éó÷ýåé ôï ðÝìðôï áßôçìá, äçëáäÞ åðåéäÞ áíôéöÜóêåé
óôá áîéþìáôá ôçò óõíÞèïõò ãåùìåôñßáò ôïõ Åõ-
êëåßäç. Óôçí ðåñßðôùóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò ï
ÓáêêÝñé ðñï÷ùñåß üóï êáíåßò Üëëïò ðñéí áðü áõôüí
óôçí áðüäåéîç èåùñçìÜôùí ôçò óçìåñéíÞò
ÕðåñâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò. ¼ìùò äéïëéóèáßíïíôáò óå
ëÜèïò óõëëïãéóìü êáôÝëçîå óå áíôßöáóç, ïðüôå
óõìðÝñáíå üôé ç ðåñßðôùóç ôçò ïñèÞò ãùíßáò
(äçëáäÞ ôçò Åõêëåßäåéáò ãåùìåôñßáò) åßíáé ç ìüíç
äõíáôÞ.
Ðéï óçìáíôéêÞ åßíáé ç ðñïóðÜèåéá ôïõ Ãåñìáíïý
ìáèçìáôéêïý ËÜìðåñô (J.H. Lambert, 1728-1777).
Îåêéíþíôáò áðü ôï ßäéï ôåôñÜðëåõñï ôïõ ÏìÜñ

×áãéÜì êáé ôïõ ÓáêêÝñé áðïêëåßåé ÷ùñßò äõóêïëßá
ôçí õðüèåóç ôçò ïîåßáò ãùíßáò, óôç âÜóç üôé óôçí
ðåñßðôùóç áõôÞ äýï êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá ôÝìíï-
íôáé, ðñÜãìá ðïõ, êáôÜ ôç ãíþìç ôïõ, äåí áíôé-
öÜóêåé óôï ðÝìðôï áßôçìá, áëëÜ óôá õðüëïéðá
áîéþìáôá ôçò Ãåùìåôñßáò ôïõ Åõêëåßäç. Åðßóçò
ðáñáôçñåß üôé ç õðüèåäç ôçò ïîåßáò ãùíßáò éó÷ýåé
óôçí åðéöÜíåéá ôçò óöáßñáò áí ùò åõèåßåò ëçöèïýí
ïé ìÝãéóôïé êýêëïé ôçò óöáßñáò. ÅîåôÜæïíôáò ôçí
õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò ï ËÜìðåñô
áðïäåéêíýåé áêüìá ðåñéóóüôåñá êáé áðü ôïí ÓáêêÝñé
èåùñÞìáôá ôçò óçìåñéíÞò ÕðåñâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò. 
Ðñïóðáèþíôáò íá ëÜâåé êÜðïéá ðáñÜäïîá
áðïôåëÝóìáôá ðáñáäÝ÷åôáé üôé äåí åßíáé åýêïëï íá
áðïêëåéóèåß ç õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò.
Áíôßèåôá ìå ôïí ÓáêêÝñé, ïýôå õðïðßðôåé óå óöÜëìá,
ïýôå óõìðåñáßíåé üôé ç õðüèåóç ôçò áìâëåßáò ãùíßáò
ïäçãåß óå áíôßöáóç. Áíôßèåôá, åêöñÜæïíôáò êÜðïéá
Ýêðëçîç ãéá ôéò «ðåñßåñãåò» éäéüôçôåò ôùí ó÷çìÜôùí
óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ (ð.÷. üôé ÷Üíåôáé ç Ýííïéá ôçò
ïìïéüôçôáò êáé ôçò áíáëïãßáò ôùí ó÷çìÜôùí, üôé ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí åíüò ôñéãþíïõ áõîÜíåé üóï
ìåéþíåôáé ç åðéöÜíåéá ôïõ ôñéãþíïõ, ê.á.) äéá-
ôõðþíåé ôçí éäéáßôåñá âáèéÜ êáé äéïñáôéêÞ óêÝøç üôé
«ç ôñßôç õðüèåóç éó÷ýåé óå êÜðïéá öáíôáóôéêÞ
óöáßñá».
Áðü ôéò ðñïóðÜèåéåò ìåôÜ ôïí ËÜìðåñô, áîßæåé íá
áíáöåñèåß ç «áðüäåéîç» ôïõ Ë. ÌðåñôñÜí (L. Ber-
trand, 1731-1812), ìáèçôÞ ôïõ ¼õëåñ, ôï 1778, ôïõ
Á.Ì. ËåæÜíôñ (1752-1833), ðïõ áöéÝñùóå óáñÜíôá
÷ñüíéá óôéò Ýñåõíåò óôç èåùñßá ôùí ðáñáëëÞëùí,
ôïõ Ó.Å. Ãêïýñéåö (1764-1813), êáé ôïõ ÖáñêÜò
Ìðüëõáú (Farkas Bolyai, 1775-1856), ôïõ ðáôÝñá
ôïõ ÃéÜíïò Ìðüëõáú, ôïõ ìåôÝðåéôá äçìéïõñãïý ôçò
ìç Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò.
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ÁÍÁÊÅÖÁËÁIÙÓÇ

ôáõôßæïíôáé üôáí Ý÷ïõí 2 êïéíÜ óçìåßá.

u Äýï åõèåßåò åíüò åðéðÝäïõ ôÝìíïíôáé üôáí Ý÷ïõí 1 êïéíü óçìåßï.

åßíáé ðáñÜëëçëåò üôáí äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï.

õðÜñ÷åé åõèåßá å´//å.

u Áðü óçìåßï Á åêôüò 
åõèåßáò å

äå÷üìáóôå áîéùìáôéêÜ üôé ç å´ åßíáé ìïíáäéêÞ.

(Áßôçìá ðáñáëëçëßáò)

åßíáé êÜèåôåò óôçí ßäéá åõèåßá å.
u Äõï åõèåßåò å1 êáé å2 åßíáé

åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò ôñßôç åõèåßá å.ðáñÜëëçëåò áí :
ôÝìíïíôáé áðü ìéá ôñßôç åõèåßá êáé

ó÷çìáôßæïõí:

ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ ìÝñç 
ãùíßåò ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

ôéò åíôüò åíáëëÜî ãùíßåò
ôïõò ßóåò.

ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß
ôá áõôÜ ìÝñç ãùíßåò ôïõò ßóåò.

Áí å^å1 ôüôå å^å2·
u ¸óôù å1//å2 êáé å 

ìéá ôñßôç åõèåßá..

Áí ç å ôÝìíåé ôçí å1 ôüôå èá ôÝìíåé êáé ôçí å2

êáé èá ó÷çìáôßæåé:

ôéò åíôüò åíáëëÜî ôéò åíôüò êáé åðß ôá áõôÜ
ãùíßåò ßóåò. ìÝñç ãùíßåò ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

ôéò åíôüò åêôüò êáé åðß ôá áõôÜ 
ìÝñç ãùíßåò ßóåò.
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êáé ïé äýï ïîåßåò.

ßóåò, áí åßíáé

êáé ïé äýï áìâëåßåò.

u Äýï ãùíßåò ðïõ Ý÷ïõí
ðáñÜëëçëåò Þ êÜèåôåò

ðëåõñÝò åßíáé:
ðáñáðëçñùìáôéêÝò, áí ç ìßá åßíáé ïîåßá êáé ç 
Üëëç áìâëåßá.

Ðåñßêåíôñï (óçìåßï ôïìÞò ìåóïêáèÝôùí)

¸ãêåíôñï (óçìåßï ôïìÞò åóùôåñéêþí äé÷ïôüìùí)
u Áîéïóçìåßùôïé êýêëïé ôñéãþíïõ

êáé êÝíôñá ôïõò ÐáñÜêåíôñá (óçìåßá ôïìÞò äýï åîùôåñéêþí 
êáé ìéáò åóùôåñéêÞò äé÷ïôüìïõ)

ÊÜèå åîùôåñéêÞ ãùíßá éóïýôáé 
ôñéãþíïõ åßíáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí äýï áðÝíáíôé 
2 ïñèÝò, ïðüôå: åóùôåñéêþí.

Áí äýï ôñßãùíá Ý÷ïõí 2 ãùíßåò 
ßóåò, Ý÷ïõí êáé ôéò ôñßôåò ãùíßåò 
ßóåò.

u Ôï Üèñïéóìá ôùí 
åóùôåñéêþí ãùíéþí

Ïé ïîåßåò ãùíßåò ïñèïãþíéïõ 
ôñéãþíïõ åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò.

êõñôïý í-ãþíïõ 
åßíáé 2í � 4 ïñèÝò. ÊÜèå ãùíßá éóüðëåõñïõ 

ôñéãþíïõ åßíáé 60ï.
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