
Tá âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá

Óôü÷ïò ôïõ êåöáëáßïõ áõôïý åßíáé ç åìðÝäùóç êáé ç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç
ôùí ðñùôáñ÷éêþí åííïéþí: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï êáèþò êáé ôùí âáóéêþí
ãåùìåôñéêþí ó÷çìÜôùí: åõèýãñáììï ôìÞìá, ãùíßá, êýêëïò, åðßðåäï åõèý-
ãñáììï ó÷Þìá. ¼ðùò åßäáìå, ïé ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá, åðßðå-
äï äßíïíôáé ÷ùñßò ïñéóìü êáé ìå âÜóç áõôÝò ïñßæïíôáé ôá âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ
ó÷Þìáôá, ôá ïðïßá èá ìåëåôÞóïõìå óôç óõíÝ÷åéá.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Andrea Mantegna (Éôáëüò, ðåñßðïõ 1431 - 1506).
ÏñïöÞ áðü ôçí �Camera degli Sposi� (ÄùìÜôéï ôùí Óõæýãùí),

ôïé÷ïãñáößá áðü ôï Äïõêéêü ÐáëÜôé , óôç ÌÜíôïâá ôçò Éôáëßáò.
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Ïé ðñùôáñ÷éêÝò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò 

¼ðùò áíáöÝñáìå Þäç óôçí ÅéóáãùãÞ, ç ìåëÝôç ôçò Ãåù-
ìåôñßáò îåêéíÜ áðü Ýííïéåò ïé ïðïßåò ðñïêýðôïõí Üìåóá áðü
ôçí åìðåéñßá ìáò, üðùò ïé Ýííïéåò óçìåßï, åõèåßá êáé åðßðåäï
ôéò ïðïßåò äå÷üìáóôå ùò ðñùôáñ÷éêÝò ÷ùñßò ðåñáéôÝñù äéåõ-
êñéíßóåéò. Oé Ýííïéåò áõôÝò õðüêåéíôáé óôéò ðáñáêÜôù
ðáñáäï÷Ýò:
� Áðü äýï óçìåßá äéÝñ÷åôáé ìïíáäéêÞ åõèåßá.
� Ãéá êÜèå åõèåßá õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝ-

äïõ ðïõ äåí áíÞêåé óå áõôÞ.
� ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá

êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýíóåéò, ÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ.

2.1 Óçìåßá, ãñáììÝò êáé åðéöÜíåéåò

¸íá óçìåßï äåí Ý÷åé äéáóôÜóåéò. Ôï ðáñéóôÜíïõìå ìå ìéá ôå-
ëåßá êáé ôï ïíïìÜæïõìå ìå Ýíá êåöáëáßï ãñÜììá (ð.÷. Óçìåßï
Á, Óçìåßï Â (ó÷.1)).
Áí ìåôáêéíÞóïõìå ÷ùñßò äéáêïðÞ ôç ìýôç ôïõ ìïëõâéïý ðÜíù
óå Ýíá ÷áñôß, ôüôå ôï ß÷íïò ôçò ãñÜöåé ìßá ãñáììÞ (ó÷.2). Óå
êÜèå èÝóç ôïõ ìïëõâéïý ôï ß÷íïò ôçò ìýôçò ôïõ ðáñéóôÜíåé
Ýíá óçìåßï.
ÅðïìÝíùò, ç ãñáììÞ ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ìéá óõíå÷Þò óåé-
ñÜ èÝóåùí ðïõ ðáßñíåé Ýíá êéíçôü óçìåßï.
Ôç ìïñöÞ (ó÷Þìá) êÜèå óôåñåïý óþìáôïò ôçí áíôéëáìâáíü-
ìáóôå áðü ôçí åðéöÜíåéÜ ôïõ. Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôá
ïðïßá ôï ÷ùñßæïõí áðü ôï ðåñéâÜëëïí ôïõ ïíïìÜæåôáé åðéöÜ-
íåéá ôïõ óþìáôïò.
Áñ÷éêÜ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôç ìåëÝôç ó÷çìÜôùí Þ ãñáììþí,
ðïõ âñßóêïíôáé óå ìéá åéäéêïý ôýðïõ åðéöÜíåéá, ôï åðßðåäï.

2.2 Ôï åðßðåäï

Ç áðëïýóôåñç áðü üëåò ôéò åðéöÜíåéåò åßíáé ç åðßðåäç åðéöÜ-
íåéá Þ áðëÜ ôï åðßðåäï. Ç åðéöÜíåéá ôïõ ðßíáêá, ç åðéöÜíåéá
åíüò ëåßïõ äáðÝäïõ, ç åðéöÜíåéá ìéáò Þñåìçò ëßìíçò êôë. ìáò
äßíïõí ôçí åéêüíá åíüò åðéðÝäïõ.
Óôï ðñþôï ìÝñïò ôçò Ãåùìåôñßáò, ðïõ ëÝãåôáé åðéðåäïìåôñßá
äå èá ïñßóïõìå ôï åðßðåäï ïýôå ôá áîéþìáôá ðïõ ôï ÷áñáêôç-
ñßæïõí, áëëÜ èá ôï ìåëåôÞóïõìå åîåôÜæïíôáò ôéò éäéüôçôåò ôùí
ó÷çìÜôùí, ôùí ïðïßùí üëá ôá óôïé÷åßá ðåñéÝ÷ïíôáé óôï ßäéï
åðßðåäï. Ôá ó÷Þìáôá áõôÜ ïíïìÜæïíôáé åðßðåäá ó÷Þìáôá.
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2.3 Ç åõèåßá

Ãíùñßæïõìå üôé áðü äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Á,Â äéÝñ÷åôáé ìïíá-
äéêÞ åõèåßá. Ôçí åõèåßá áõôÞ ïíïìÜæïõìå åõèåßá ÁÂ Þ ÂÁ (ó÷.3).
Åðßóçò ìßá åõèåßá óõìâïëßæåôáé åßôå ìå Ýíá ìéêñü ãñÜììá
(å,æ,...) ôïõ åëëçíéêïý áëöáâÞôïõ åßôå ùò x´x.
Ðñïöáíþò äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò äåí ìðïñåß íá Ý÷ïõí äýï
êïéíÜ óçìåßá. ¢ñá èá Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï Þ êáíÝíá.
Äýï åõèåßåò ðïõ Ý÷ïõí Ýíá ìüíï êïéíü óçìåßï ëÝãïíôáé ôåìíü-
ìåíåò åõèåßåò êáé ôï êïéíü óçìåßï ôïõò ëÝãåôáé ôïìÞ ôùí äýï
åõèåéþí, åíþ äýï åõèåßåò ðïõ äåí Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ëÝãïí-
ôáé ðáñÜëëçëåò.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

2.4 Ç çìéåõèåßá 

ÊÜèå åõèåßá Ý÷åé Üðåéñá óçìåßá êáé åêôåßíåôáé áðåñéüñéóôá
÷ùñßò äéáêïðÝò êáé êåíÜ. ¸óôù ìßá åõèåßá x´x êáé óçìåßï ôçò
Á (ó÷.4). Ôüôå ôï óçìåßï ÷ùñßæåé ôçí åõèåßá óå äýï ìÝñç ôá
ïðïßá óõìâïëßæïõìå Áx êáé Ax´ êáé ôá ïíïìÜæïõìå çìéåõèåßåò
ìå áñ÷Þ ôï óçìåßï Á.

Ç åõèåßá x´x ëÝãåôáé öïñÝáò ôçò çìéåõèåßáò Áx (ó÷.5).
Äýï çìéåõèåßåò Áx, Áy ìå ìüíï êïéíü óçìåßï ôçí áñ÷Þ ôïõò
Á, üôáí Ý÷ïõí ôïí ßäéï öïñÝá ëÝãïíôáé áíôéêåßìåíåò (ó÷.6).

2.5 Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá

Óå åõèåßá å èåùñïýìå äýï äéáöïñåôéêÜ óçìåßá Á,Â.
Åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ Þ ÂÁ (ó÷.7) ëÝãåôáé ôï ó÷Þìá ðïõ
áðïôåëåßôáé áðü ôá äýï óçìåßá Á, Â êáé ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò
å ðïõ âñßóêïíôáé ìåôáîý ôïõò.
Ôá óçìåßá Á êáé Â ëÝãïíôáé Üêñá ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìá-
ôïò, åíþ ç åõèåßá å ëÝãåôáé öïñÝáò ôïõ ôìÞìáôïò. Ôá óçìåßá
åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò, åêôüò ôùí Üêñùí ôïõ, ëÝãïíôáé
åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ ôìÞìáôïò. Áí ð.÷. ôï Ã åßíáé åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.7), ëÝìå üôé ôá Á,Â âñßóêïíôáé
åêáôÝñùèåí ôïõ Ã, åíþ ôá Â,Ã åßíáé ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ
Á. Äýï ôìÞìáôá, ðïõ Ý÷ïõí êïéíü Ýíá Üêñï êáé äåí Ý÷ïõí
êïéíÜ åóùôåñéêÜ óçìåßá, ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ.

10
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Ó÷Þìá 4

Ó÷Þìá 5

Ó÷Þìá 6

Ó÷Þìá 7

Óçìåßùóç:
¼ôáí ëÝìå üôé ðñïåêôåßíïõìå ôï
ôìÞìá ÁÂ, èá åííïïýìå ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Â, åíþ ôï ÂÁ ðñïò ôï
ìÝñïò ôïõ Á.
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2.6 Ìåôáôïðßóåéò óôï åðßðåäï

Ãéá êÜèå åðßðåäï ó÷Þìá äå÷üìáóôå üôé ìðïñåß íá ìåôáôïðé-
óèåß ìÝóá óôï åðßðåäï ðçãáßíïíôáò áðü ôçí áñ÷éêÞ ôïõ èÝ-
óç óå ìéá ïðïéáäÞðïôå Üëëç èÝóç êáé íá ðáñáìÝíåé áíáë-
ëïßùôï ùò ðñïò ôç ìïñöÞ êáé ôï ìÝãåèïò.
Ôï ôåëéêü ó÷Þìá ðïõ ðñïêýðôåé (äçëáäÞ ôï áñ÷éêü ó÷Þìá
óôçí ôåëéêÞ èÝóç) ëÝãåôáé ïìüëïãï (Þ åéêüíá) ôïõ áñ÷éêïý.

2.7 Óýãêñéóç åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

� ºóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá

Äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãïíôáé ßóá, üôáí ìå êáôÜëëçëç
ìåôáôüðéóç óõìðßðôïõí.
Ãéá ôçí éóüôçôá åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí äå÷üìáóôå ôï ðáñá-
êÜôù áîßùìá:
¸óôù Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ. Ôüôå ãéá êÜèå çìéåõèåßá
Ãx õðÜñ÷åé ìïíáäéêü óçìåßï ôçò Ä, þóôå ÁÂ = ÃÄ (ó÷.8).
¢ìåóç óõíÝðåéá ôïõ ðáñáðÜíù áîéþìáôïò åßíáé ç åðüìåíç
êáôáóêåõÞ.

� ÊáôáóêåõÞ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ßóïõ ðñïò äïóìÝíï
¸óôù ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé ç çìéåõèåßá Ãx. 
Åöáñìüæïõìå ôç ìéá áêßäá ôïõ äéáâÞôç óôï Á êáé ôçí Üëëç
óôï Â êáé, óôç óõíÝ÷åéá, êñáôþíôáò óôáèåñü ôï Üíïéãìá ôïõ
äéáâÞôç ôïðïèåôïýìå ôï Ýíá Üêñï ôïõ óôï Ã, ïðüôå ôï Üëëï
Üêñï ôïõ ïñßæåé ôï óçìåßï Ä ôçò Ãx (ó÷.8). Ôüôå ôï ôìÞìá ÃÄ
åßíáé ßóï ìå ôï áñ÷éêü.

� ÃåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò
Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêÞ êáôáóêåõÞ. Èá
ëÝìå üôé Ýíá ó÷Þìá êáôáóêåõÜæåôáé ãåùìåôñéêÜ, üôáí ìðï-
ñïýìå íá ôï ó÷åäéÜóïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðïêëåéóôéêÜ ôá
ãåùìåôñéêÜ üñãáíá, äçëáäÞ ôïí êáíüíá (÷ùñßò õðïäéáéñÝ-
óåéò) êáé ôï äéáâÞôç.

� ÌÝóï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

ÌÝóï åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ ïíïìÜæåôáé Ýíá åóù-
ôåñéêü ôïõ óçìåßï Ì ôÝôïéï, þóôå ÁÌ=ÌÂ (ó÷.9).
Äå÷üìáóôå üôé êÜèå ôìÞìá Ý÷åé ìïíáäéêü ìÝóï.
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� ¢íéóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá
¸óôù äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ êáé ÃÄ. Ðñïåêôåßíïõìå
ôï ÃÄ ïðüôå ðñïêýðôåé ç çìéåõèåßá Ãx. Ìåôáôïðßæïõìå ôï ÁÂ
þóôå ôï Á íá ôáõôéóôåß ìå ôï Ã. Ôüôå èá õðÜñ÷åé ìïíáäéêü
óçìåßï Å ôçò Ãx, þóôå ÁÂ=ÃÅ.
� Áí ôï Å åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ, èá ëÝìå

üôé ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìéêñüôåñï áðü ôï ÃÄ. Óõìâïëßæïõìå
ÁÂ<ÃÄ (ó÷. 10á).
� Áí ôï Å ôáõôßæåôáé ìå ôï Ä, ôüôå ÁÂ=ÃÄ, üðùò ðñïçãïýìåíá
(ó÷.10â).
� Áí ôï Å äåí åßíáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÃÄ, èá

ëÝìå üôé ôï ôìÞìá ÁÂ åßíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ÃÄ. Óõìâïëß-
æïõìå ÁÂ>ÃÄ (ó÷.10ã).

2.8 ÐñÜîåéò ìåôáîý åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí

¸óôù äýï åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÁÂ, ÃÄ.

(i) Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ äéáâÞôç ïñßæïõìå ðÜíù óå ìßá åõèåßá å ôá
äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÅÆ=ÁÂ êáé ÆÇ=ÃÄ (ó÷.11). ¸ôóé êáôá-
óêåõÜæïõìå ôï ôìÞìá ÅÇ, ðïõ ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí ÁÂ êáé
ÃÄ êáé ãñÜöïõìå ÅÇ=ÁÂ+ÃÄ. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ ëÝãåôáé
ðñüóèåóç äýï åõèýãñáììùí ôìçìÜôùí. Óôçí ðñüóèåóç åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí éó÷ýïõí éäéüôçôåò áíÜëïãåò ìå áõôÝò ðïõ
éó÷ýïõí óôçí ðñüóèåóç áñéèìþí (âë. Äñáóôçñéüôçôá).

(ii) Áí ÁÂ<ÃÄ ôüôå õðÜñ÷åé åóùôåñéêü óçìåßï Å ôïõ ÃÄ, þóôå
ÃÅ=ÁÂ (ó÷.12). Ôï ôìÞìá ÅÄ ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôïõ ÁÂ
áðü ôï ÃÄ êáé óõìâïëßæåôáé ÅÄ=ÃÄ�ÁÂ.

(iii) Áí í öõóéêüò áñéèìüò, ôüôå ïíïìÜæåôáé ãéíüìåíï ôïõ ôìÞ-
ìáôïò ÁÂ åðß ôï öõóéêü áñéèìü í ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ÅÆ, ôï ïðïßï åßíáé ôï Üèñïéóìá í äéáäï÷éêþí åõèýãñáì-
ìùí ôìçìÜôùí ßóùí ðñïò ôï ÁÂ (ó÷.13). ÃñÜöïõìå 

ÅÆ = í · ÁÂ Þ éóïäýíáìá ÁÂ = }
Å

í

Æ
}.

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 10

Ó÷Þìá 11

Ó÷Þìá 12

Ó÷Þìá 13

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Áí ÁÂ=ÃÄ, ôüôå ç äéáöïñÜ
ÃÄ�ÁÂ åßíáé Ýíá åõèýãñáììï
ôìÞìá, ôá Üêñá ôïõ ïðïßïõ óõ-
ìðßðôïõí. Ôï ôìÞìá áõôü ëÝãåôáé
ìçäåíéêü åõèýãñáììï ôìÞìá.

Äñáóôçñéüôçôá

Íá áðïäåßîåôå ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò ðïõ
éó÷ýïõí óôçí ðñüóèåóç ôùí åõèýãñáììùí
ôìçìÜôùí: 

i) ÁÂ+ÃÄ =ÃÄ+ÁÂ (áíôéìåôáèåôéêÞ)

ii) (ÁÂ+ÃÄ) +ÅÆ = ÁÂ+(ÃÄ +ÅÆ) (ðñïóåôáéñéóôéêÞ).
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2.9 ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò - Áðüóôáóç
äýï óçìåßùí 

� ÌÞêïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò

Åßðáìå ðáñáðÜíù üôé ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå êÜèå åõèý-
ãñáììï ôìÞìá ìå Ýíá Üëëï åõèýãñáììï ôìÞìá. ¸íá ôìÞìá ìå
ôï ïðïßï óõãêñßíïõìå üëá ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ëÝãåôáé
ìïíÜäá ìÞêïõò. Èá äïýìå óôç óõíÝ÷åéá (ÊåöÜëáéï 7) üôé ãéá
äýï ïðïéáäÞðïôå åõèýãñáììá ôìÞìáôá ÃÄ êáé ÁÂ õðÜñ÷åé Ýíáò
èåôéêüò áñéèìüò ñ (ü÷é áðáñáßôçôá öõóéêüò), þóôå ÃÄ = ñÁÂ.
¸ôóé, áí èåùñÞóïõìå ùò ìïíÜäá ìÞêïõò ôï ÁÂ, ôüôå ï áñéèìüò
ñ ëÝãåôáé ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÃÄ.

� Áðüóôáóç äýï óçìåßùí 

¸óôù äýï óçìåßá Á,Â (ó÷.14). Ôï ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ
ôìÞìáôïò ÁÂ ëÝãåôáé áðüóôáóç ôùí óçìåßùí Á êáé Â.

2.10 Óçìåßá óõììåôñéêÜ ùò ðñïò êÝíôñï

¸óôù Ï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ. Ôüôå ãéá êÜèå óçìåßï Á, õðÜñ÷åé
ìïíáäéêü óçìåßï Â ôÝôïéï, þóôå ôï Ï íá åßíáé ôï ìÝóï ôïõ ÁÂ.
ÐñÜãìáôé áñêåß íá ðñïåêôåßíïõìå ôï ôìÞìá ÁÏ êáé óôçí
çìéåõèåßá Ïx íá ðÜñïõìå ôìÞìá ÏÂ = ÏÁ (ó÷.15). Ôï óçìåßï
Â ëÝãåôáé óõììåôñéêü ôïõ Á ùò ðñïò Ï. Ðñïöáíþò êáé ôï Á
åßíáé óõììåôñéêü ôïõ Â ùò ðñïò ôï Ï. Tá óçìåßá Á êáé Â
ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ óçìåßá ùò ðñïò êÝíôñï óõììåôñßáò ôï
óçìåßï Ï. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá Üêñá åíüò åõèýãñáììïõ ôìÞ-
ìáôïò åßíáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôï ìÝóï ôïõ.
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Ó÷Þìá 14

ÓÇÌÅÉÙÓÇ

Ôï ìÞêïò ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ èá
óõìâïëßæåôáé ìå (ÁÂ) Þ áðëïý-
óôåñá ìå ÁÂ, üôáí äåí õðÜñ÷åé
ðåñßðôùóç óýã÷õóçò.

Ó÷Þìá 15

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Äýï äéáöïñåôéêÝò åõèåßåò ìðïñåß íá Ý÷ïõí:
i) êáíÝíá êïéíü óçìåßï ii) Ýíá êïéíü óçìåßï
iii) äýï êïéíÜ óçìåßá iv) Üðåéñá êïéíÜ óçìåßá
ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá ðïéåò çìéåõèåßåò ïñßæïíôáé:
i) ìå áñ÷Þ ôï Á,
ii) ìå áñ÷Þ ôï Â.

Ðïéåò áðü áõôÝò åßíáé áíôéêåßìåíåò;

3. Ôá óçìåßá Á,Â,Ã êáé Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ. Áí ôï Â
åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Ã êáé ôï Ã ìåôáîý ôùí Á, Ä, íá äé-
êáéïëïãÞóåôå ãéáôß ôï Ã åßíáé ìåôáîý ôùí Â, Ä.

4. Ïé çìéåõèåßåò Ox´ êáé Ox ôïõ ðáñáêÜôù ó÷Þìáôïò
åßíáé áíôéêåßìåíåò;

5. Ðüóåò åõèåßåò ïñßæïõí ôñßá äéáöïñåôéêÜ óçìåßá;
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Ãùíßåò

2.11 Çìéåðßðåäá

Ãéá ôï åðßðåäï äå÷üìáóôå üôé: 
ÊÜèå åõèåßá å åíüò åðéðÝäïõ Ð ÷ùñßæåé ôï åðßðåäï áõôü óå
äýï ìÝñç Ð1 êáé Ð2, ôá ïðïßá âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí áõôÞò.

Ôá óçìåßá ôïõ Ð1, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôçò å (ó÷.16) áðïôåëïýí

Ýíá ó÷Þìá ðïõ ëÝãåôáé çìéåðßðåäï.

Ãéá íá êáèïñéóèåß Ýíá çìéåðßðåäï, áñêåß íá îÝñïõìå, åêôüò
áðü ôçí åõèåßá å, Ýíá áêüìá óçìåßï ôïõ. ¸óôù Á áõôü ôï óç-
ìåßï (ó÷.16), ôüôå ôï Ð1 óõìâïëßæåôáé êáé (å,Á). ¼ìïéá ôï Ð2

óõìâïëßæåôáé (å,Â). 
Ãéá ôá çìéåðßðåäá Ð1 êáé Ð2 äå÷üìáóôå üôé:

Áí äýï óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ âñßóêïíôáé åêáôÝñùèåí ìßáò
åõèåßáò å, ôüôå ç åõèåßá å ôÝìíåé ôï åõèýãñáììï ôìÞìá
ðïõ ïñßæïõí ôá äýï óçìåßá.

¸ôóé ç å ôÝìíåé ôï ÁÂ óôï óçìåßï Ã, ðïõ âñßóêåôáé ìåôáîý
ôùí Á êáé Â, åíþ äåí ôÝìíåé ôï ÄÆ (ó÷.16).

14
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Ó÷Þìá 16

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Íá ãñÜøåôå ôá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ðïõ ïñßæïíôáé
áðü üëá ôá óçìåßá ôùí ðáñáêÜôù ó÷çìÜôùí:

2. Ó÷åäéÜóôå ôñåéò åõèåßåò, ïé ïðïßåò íá ôÝìíïíôáé áíÜ
äõï, ÷ùñßò íá äéÝñ÷ïíôáé üëåò áðü ôï ßäéï óçìåßï êáé
âñåßôå: i) ðüóá åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôùí åõèåéþí, ii)
ðüóåò çìéåõèåßåò êáé ðüóá åõèýãñáììá ôìÞìáôá ïñßæï-
íôáé.
3. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â, Ã
êáé Ä þóôå ÁÂ = ÃÄ. Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = ÂÄ.
4. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á, Â êáé
Ã. Áí Ì êáé Í ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé ÂÃ áíôßóôïé÷á, íá
äéêáéïëïãÞóåôå üôé ÁÃ = 2ÌÍ.

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå ôá äéáäï÷éêÜ åõèýãñáììá
ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ. Áí  Å, Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ êáé
ÃÄ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé:

i) , ii) AÃ+ÂÄ=ÁÄ+ÂÃ.

2. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôìÞìá ÁÂ,  ôï ìÝóï ôïõ Ì, Ã
ôõ÷áßï åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ ôìÞìáôïò ÌÂ êáé Ä ôõ-
÷áßï óçìåßï åîùôåñéêü ôïõ ôìÞìáôïò ÁÂ. Íá áðïäåß-
îåôå üôé:

i) , ii) .

3. i) Íá áðïäåßîåôå üôé ãéá êÜèå ôñéÜäá óõíåõèåéáêþí
óçìåßùí Á,Â,Ã, éó÷ýåé ÁÂ # ÁÃ+ÃÂ.

4. ii) Áí ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä åßíáé óõíåõèåéáêÜ, íá
áðïäåßîåôå üôé ÁÄ # ÁÃ+ÃÂ+ÂÄ.

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Áí  Á,Â,Ã  åßíáé ôñßá óõíåõèåéáêÜ óçìåßá êáé Ä, Å
ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÁÃ áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå üôé 

ÄÅ = }
Â

2

Ã
} .

2. Áðü ìéá ðåñéï÷Þ äéÝñ÷ïíôáé ôÝóóåñéò åõèåßåò ïäïß,
Ýôóé þóôå áíÜ äýï íá äéáóôáõñþíïíôáé êáé áíÜ ôñåéò
íá ìç äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï. Ç ôñï÷áßá ãéá íá
äéåõêïëýíåé ôçí êßíçóç èÝëåé íá ôïðïèåôÞóåé Ýíáí
ôñï÷ïíüìï óå êÜèå äéáóôáýñùóç. Ðüóïé ôñï÷ïíüìïé
÷ñåéÜæïíôáé; Íá åîåôáóèåß ôï ßäéï ðñüâëçìá ãéá í
äñüìïõò (í $ 2).

ÄÌ
ÄÁ ÄÂ

=
+
2

ÃÌ
ÃÁ ÃÂ

=
-
2

ÅÆ
ÁÄ ÂÃ

=
+
2

kefal02.qxd  22/01/2001 06:04 PM  Page 14



2.12 Ç ãùíßá

Áðü ôõ÷áßï óçìåßï Ï åíüò åðéðÝäïõ öÝñïõìå äýï çìéåõèåßåò
Ïx êáé Ïy (ó÷.17), ïé ïðïßåò äåí Ý÷ïõí ôïí ßäéï öïñÝá.
¸óôù óçìåßá Á, Â ôùí çìéåõèåéþí Ox, Oy áíôßóôïé÷á. Ôï ó÷Þìá
ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá êïéíÜ óçìåßá ôùí çìéåðéðÝäùí (Ox, B) êáé
(Oy, A) ëÝãåôáé êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ïx êáé Ïy.
Óõìâïëßæåôáé ìå xÔy Þ yÔx Þ Ô Þ AÔB Þ BÔA (ó÷.17) êáé
åßíáé öáíåñü üôé êáèïñßæåôáé áðü ôéò ðëåõñÝò ôçò.
Ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ, ðïõ äåí áíÞêïõí óôçí êõñôÞ ãùíßá
xÔy, ìáæß ìå ôá óçìåßá ôùí çìéåõèåéþí Ïx êáé Oy ëÝãåôáé ìç
êõñôÞ ãùíßá ìå êïñõöÞ Ï êáé ðëåõñÝò Ox êáé Oy. 
Ôá óçìåßá ìßáò ãùíßáò, ðïõ äåí áíÞêïõí óôéò ðëåõñÝò ôçò ëÝãï-
íôáé åóùôåñéêÜ óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åóùôåñéêü ôçò ãù-
íßáò. Ôá óçìåßá ðïõ äåí áíÞêïõí óôç ãùíßá ëÝãïíôáé åîùôåñéêÜ
óçìåßá ôçò êáé áðïôåëïýí ôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò.
Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy Ý÷ïõí ôïí
ßäéï öïñÝá ôüôå:
� Áí ïé çìéåõèåßåò Ïx êáé Ïy ôáõôßæïíôáé, ôüôå ïñßæïõí ìßá

ìüíï çìéåõèåßá Ïx (ó÷.18) êáé ç êõñôÞ ãùíßá xÔy ëÝãåôáé
ìçäåíéêÞ ãùíßá, åíþ ç ìç êõñôÞ ãùíßá xÔy ôáõôßæåôáé ìå
üëï ôï åðßðåäï (ó÷.19) êáé ëÝãåôáé ðëÞñçò ãùíßá.

� Aí ïé çìéåõèåßåò Ïx, Oy åßíáé áíôéêåßìåíåò (ó÷.20), ôüôå
êáèÝíá áðü ôá äýï çìéåðßðåäá ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá xy ëÝ-
ãåôáé åõèåßá ãùíßá.

Óôá åðüìåíá, üôáí èá ëÝìå áðëþò ãùíßá, èá åííïïýìå êõñôÞ ãùíßá.

2.13  Óýãêñéóç ãùíéþí

Áò èåùñÞóïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé AÔB´ ðïõ Ý÷ïõí êïéíÞ
êïñõöÞ Ï, ôçí ÏÁ êïéíÞ ðëåõñÜ êáé ôéò ÏÂ, ÏÂ´ ðñïò ôï ßäéï
çìéåðßðåäï ùò ðñïò ôï öïñÝá ôçò ÏÁ (ó÷.21á). Ôüôå:
(i) Áí ïé ðëåõñÝò ÏÂ êáé ÏÂ´ óõìðßðôïõí, ëÝìå üôé ïé ãùíßåò
åßíáé ßóåò êáé ãñÜöïõìå AÔB = AÔB´.
(ii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò
AO

^
B, ëÝìå üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç ãùíßá

AÔB êáé ãñÜöïõìå AÔB´,AÔB.
(iii) Áí ç ðëåõñÜ ÏÂ´ âñßóêåôáé åêôüò ôçò ãùíßáò AÔB, ëÝìå
üôé ç ãùíßá AÔB´ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôç ãùíßá AÔB êáé
ãñÜöïõìå AÔB´.AÔB.
Ãéá íá óõãêñßíïõìå äýï ãùíßåò AÔB êáé ÃÊ̂Ä ðïõ âñßóêïíôáé
óå ôõ÷áßá èÝóç ìåôáôïðßæïõìå ôçí ÃÊ̂Ä Ýôóé þóôå, ç êïñõöÞ
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ôçò Ê íá ôáõôéóèåß ìå ôï Ï êáé ç ìßá ôçò ðëåõñÜ ÃÊ íá óõ-
ìðÝóåé ìå ôçí ðëåõñÜ ÏÁ ôçò ãùíßáò AÔB.
Ôüôå Ý÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò:
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ óõìðßðôåé ìå ôçí ÏÂ, ôüôå ïé ãùíßåò åßíáé
ßóåò: AÔB = ÃÊ̂Ä (ó÷.21â)
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB, ôü-
ôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìéêñüôåñç ôçò AÔB:ÃÊ̂Ä < AÔB (ó÷.21ã). 
� Áí ç ðëåõñÜ ÊÄ âñßóêåôáé óôï åîùôåñéêü ôçò ãùíßáò AÔB,
ôüôå ç ãùíßá ÃÊ̂Ä åßíáé ìåãáëýôåñç ôçò AÔB: ÃÊ̂Ä > AÔB
(ó÷.21ä).

Äé÷ïôüìïò ãùíßáò

Äé÷ïôüìïò ìéáò ãùíßáò xÔy ëÝãåôáé ç çìéåõèåßá Ïä, ðïõ âñß-
óêåôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé ôç ÷ùñßæåé óå äýï ßóåò
ãùíßåò, äçëáäÞ xÔä = äÔy (ó÷.22).
Äå÷üìáóôå üôé êÜèå ãùíßá Ý÷åé ìïíáäéêÞ äé÷ïôüìï.

ÊÜèåôåò åõèåßåò - Åßäç ãùíéþí

¸óôù xÔy ìéá åõèåßá ãùíßá êáé Ïä ç äé÷ïôüìïò ôçò (ó÷.23).
Êáèåìßá áðü ôéò ßóåò ãùíßåò xÔä êáé äÔy ðïõ ðñïêýðôïõí ëÝ-
ãåôáé ïñèÞ ãùíßá, êáé èá ôç óõìâïëßæïõìå z.
Ïé öïñåßò ôùí ðëåõñþí ìßáò ïñèÞò ãùíßáò ïíïìÜæïíôáé åõèåß-
åò êÜèåôåò ìåôáîý ôïõò. Äýï êÜèåôåò åõèåßåò å1, å2 ôéò óõìâï-

ëßæïõìå ìå å1^å2 (ó÷.24).

Ìéá êõñôÞ ãùíßá èá ëÝãåôáé ïîåßá áí åßíáé ìéêñüôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá, åíþ èá ëÝãåôáé áìâëåßá áí åßíáé ìåãáëýôåñç áðü
ïñèÞ ãùíßá (ó÷.25).

2.14  Åõèåßá êÜèåôç áðü óçìåßï óå åõèåßá

Áò èåùñÞóïõìå åõèåßá x´x êáé Ýíá óçìåßï Á (ó÷.26). 
Aí ôï Á åßíáé óçìåßï ôçò åõèåßáò êáé Áä ç äé÷ïôüìïò ôçò åõ-
èåßáò ãùíßáò xÁ^ x´, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôçò ïñèÞò ãùíßáò
ðñïêýðôåé üôé Áä^x´x. 
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Áí õðïèÝóïõìå üôé êáé ìéá Üëëç åõèåßá Áz (ó÷.26), äéáöïñåôé-
êÞ ôçò Áä, åßíáé êÜèåôç óôçí xx´, ôüôå èá åßíáé xÁ^ z = zÁ^ x´=1z,
äçëáäÞ ç Áz åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò xÁ^ x´. Aõôü, üìùò, åßíáé Üôïðï,
ãéáôß ç äé÷ïôüìïò åßíáé ìïíáäéêÞ. Áðïäåßîáìå ëïéðüí üôé:

Áðü êÜèå óçìåßï åõèåßáò Üãåôáé ìßá ìüíï êÜèåôïò óå áõôÞ.

Ôï ßäéï óõìâáßíåé (ó÷.27) üôáí ôï Á äåí åßíáé óçìåßï ôçò åõ-
èåßáò. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí ýðáñîç êáé ôç
ìïíáäéêüôçôá ôçò êáèÝôïõ, Ýííïéåò ôéò ïðïßåò èá äéáðñáãìá-
ôåõèïýìå ìå ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ðáñáêÜôù (âë. §.3.5),
üðïõ êáé èá ãßíåé ç êáôáóêåõÞ ôçò êáèÝôïõ ìå ÷ñÞóç êáíüíá
êáé äéáâÞôç.
Ôï ìÞêïò ôïõ ìïíáäéêïý êÜèåôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÏ
ðïõ Üãåôáé áðü ôï óçìåßï Á óôçí åõèåßá x´x ëÝãåôáé áðüóôá-
óç ôïõ óçìåßïõ Á áðü ôçí åõèåßá x´x (ó÷.27).

� ÌåóïêÜèåôïò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò � Óçìåßá óõììå-
ôñéêÜ ùò ðñïò Üîïíá

Ç åõèåßá å ðïõ åßíáé êÜèåôç óôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ êáé
äéÝñ÷åôáé áðü ôï ìÝóï ôïõ ëÝãåôáé ìåóïêÜèåôïò ôïõ åõèý-
ãñáììïõ ôìÞìáôïò ÁÂ (ó÷.28).

Ôá óçìåßá Á, Â ëÝãïíôáé óõììåôñéêÜ ùò ðñïò ôçí åõèåßá å. Ç
åõèåßá å ëÝãåôáé Üîïíáò óõììåôñßáò. 
Ãéá íá âñïýìå åðïìÝíùò ôï óõììåôñéêü åíüò óçìåßïõ Ì ùò
ðñïò ìéá åõèåßá å, öÝñïõìå ôï êÜèåôï ôìÞìá áðü ôï Ì ðñïò
ôçí åõèåßá êáé ðñïåêôåßíïõìå êáôÜ ßóï ôìÞìá. Ôï Üêñï Ì´ ôçò
ðñïÝêôáóçò áõôÞò åßíáé ôï óõììåôñéêü ôïõ Ì (ó÷.29).
Ôï óõììåôñéêü ùò ðñïò ôçí åõèåßá å êÜèå óçìåßïõ ôçò ïñßæå-
ôáé íá åßíáé ôï ßäéï ôï óçìåßï.

2.15 ÐñÜîåéò ìåôáîý ãùíéþí

� ÅöåîÞò ãùíßåò
Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé åöåîÞò, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ, ìßá
ðëåõñÜ êïéíÞ êáé ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò åêáôÝñùèåí ôçò êïé-
íÞò, ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé yO^ z (ó÷.30) åßíáé åöåîÞò.

17
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Ó÷Þìá 27

Ó×ÏËÉÏ
ÌÝèïäïò ôçò «áðáãùãÞò óå Üôïðï»
Óôçí áðüäåéîç ôçò ìïíáäéêüôçôáò ôçò êáèÝôïõ óå åõèåßá, áðü óçìåßï Á ôçò åõèåßáò, õðïèÝóáìå üôé åêôüò ôçò Áä
õðÜñ÷åé êáé Üëëç êÜèåôïò ðñïò ôç x¢x (äçëáäÞ üôé ôï óõìðÝñáóìá äåí åßíáé áêñéâÝò) êáé êáôáëÞîáìå üôé ç ãùíßá x¢A^x
Ý÷åé äýï äé÷ïôüìïõò, ôï ïðïßï åßíáé «Üôïðï» (äçëáäÞ Ýñ÷åôáé óå áíôßöáóç ìå ôçí õðüèåóç Þ Üëëç ãíùóôÞ ðñüôáóç).
Ï ðáñáðÜíù ôñüðïò áðüäåéîçò ëÝãåôáé ìÝèïäïò ôçò «áðáãùãÞò óå Üôïðï».

Ó÷Þìá 28

Ó÷Þìá 29

Ó÷Þìá 30
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Ç ãùíßá ÁÏ
^
Â (ó÷. 31) åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÂÏ

^
Ã, êáé ç ÂÏ

^
Ã

åßíáé åöåîÞò ìå ôç ÃÏ
^
Ä. Ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã, ÃÏ

^
Ä ëÝãïíôáé

äéáäï÷éêÝò.

� Ðñüóèåóç ãùíéþí - Ãéíüìåíï ãùíßáò åðß öõóéêü áñéèìü

(i) ¢èñïéóìá äýï åöåîÞò ãùíéþí ÁÏ
^
Â êáé ÂÏ

^
Ã ëÝãåôáé ç

ãùíßá ÁÏ
^
Ã ìå ðëåõñÝò ôéò äýï ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôùí åöåîÞò

ãùíéþí (ó÷.31).

Áí ïé ãùíßåò äåí åßíáé åöåîÞò ôéò ìåôáôïðßæïõìå þóôå íá
ãßíïõí. Áí Ý÷ïõìå ðáñáðÜíù áðü äýï ãùíßåò, ôéò êáèéóôïýìå
äéáäï÷éêÝò, ð.÷. ÁÏ

^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä (ó÷.31).

(ii) ¸óôù ÁÏ
^
Â > ÃÅ

^
Ä (ó÷.32). Ìåôáôïðßæïõìå ôç ãùíßá ÃÅ

^
Ä,

þóôå ç ðëåõñÜ ôçò ÅÃ íá óõìðÝóåé ìå ôçí ÏÁ åíþ ç ðëåõñÜ
ôçò ÅÄ ìåôáôïðßæåôáé óå çìéåõèåßá ÏÆ óôï åóùôåñéêü ôçò
ÁÏ

^
Â (ó÷.32). Ç ãùíßá ÆÏ

^
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôçò ãùíßáò ÃÅ

^
Ä

áðü ôçí ÁÏ
^
Â êáé óõìâïëßæåôáé ÁÏ

^
Â�ÃÅ

^
Ä. Åßíáé öáíåñü üôé

ÃÅ
^
Ä+ÆÏ

^
Â = ÁÏ

^
Â.

Ç äéáöïñÜ äýï ßóùí ãùíéþí åßíáé ç ìçäåíéêÞ ãùíßá.
(iii) Ãéíüìåíï ôçò ãùíßáò ÁÏ

^
Â åðß ôï öõóéêü áñéèìü í ïíïìÜ-

æåôáé ôï Üèñïéóìá í äéáäï÷éêþí ãùíéþí ßóùí ìå ÁÏ
^
Â.

ÃñÜöïõìå ,

ð.÷. ÁÏ
^
Ä = ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã+ÃÏ

^
Ä = 3ÁÏ

^
Â Þ éóïäýíáìá 

ÁÏ
^
Â = }

ÁÏ

3

^
Ä

} (ó÷.33).

2.16 AðëÝò ó÷Ýóåéò ãùíéþí

� ÓõìðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé óõìðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìßá ïñèÞ ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé óõìðëÞñùìá
ôçò Üëëçò, ð.÷. ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã (ó÷.34) åßíáé óõìðëç-

ñùìáôéêÝò.

� ÐáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò áí Ý÷ïõí Üèñïéóìá
ìéá åõèåßá ãùíßá. Êáèåìßá áðü áõôÝò ëÝãåôáé êáé ðáñáðëÞ-
ñùìá ôçò Üëëçò (ó÷.35). 

í ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ ÁÏÂ
í ïñïé

× = + + +
¢

$ $ $ ... $
1 24444 34444

18

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 31

Ó÷Þìá 32

Ó÷Þìá 33

ÐÁÑÁÔÇÑÇÓÇ
Ôï Üèñïéóìá ãùíéþí Þ ôï ãéíüìå-
íï ãùíßáò ìå öõóéêü áñéèìü ìðï-
ñåß íá îåðåñÜóåé ôçí ðëÞñç ãùíßá.

Ó÷Þìá 34
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Ðñïöáíþò ôá ðáñáðëçñþìáôá Þ óõìðëçñþìáôá ôçò ßäéáò
ãùíßáò (Þ ßóùí ãùíéþí) åßíáé ßóåò ãùíßåò.

Áðüäåéîç 
Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) åßíáé ðáñáðëçñùìá-

ôéêÝò, ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ÁÏ
^
Ã åßíáé ìßá åõèåßá ãùíßá. ÅðïìÝ-

íùò, áðü ôïí ïñéóìü ôçò åõèåßáò ãùíßáò ïé ðëåõñÝò ÏÁ êáé
ÏÃ åßíáé áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò.
Áíôßóôñïöá. Áí ïé åöåîÞò ãùíßåò ÁÏ

^
Â, ÂÏ

^
Ã (ó÷.35) Ý÷ïõí

ôéò ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò, ôüôå áðü
ôïí ïñéóìü ôïõ áèñïßóìáôïò äýï ãùíéþí ðñïêýðôåé üôé ôï
Üèñïéóìá ôùí ãùíéþí ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ç åõèåßá ãùíßá

ÁÏ
^
Ã. ¢ñá, ïé ãùíßåò ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã åßíáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò.

� ÊáôáêïñõöÞí ãùíßåò

Äýï ãùíßåò ëÝãïíôáé êáôáêïñõöÞí, áí Ý÷ïõí êïéíÞ êïñõöÞ
êáé ïé ðëåõñÝò ôçò ìßáò åßíáé ðñïåêôÜóåéò ôùí ðëåõñþí ôçò
Üëëçò. 
Ð.÷. ïé ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ êáèþò êáé ïé ãùíßåò yO^ x´ êáé
xO^ y´ åßíáé êáôáêïñõöÞí (ó÷.36).

Áðüäåéîç
Èåùñïýìå ôéò êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´ (ó÷.36).
Ðáñáôçñïýìå üôé ïé äýï ãùíßåò åßíáé ßóåò ùò ðáñáðëçñþìáôá
ôçò ßäéáò ãùíßáò yO^ x´.

19
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Äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãùíßåò Ý÷ïõí ôéò
ìç êïéíÝò ðëåõñÝò ôïõò áíôéêåßìåíåò çìéåõèåßåò êáé
áíôßóôñïöá.

Èåþñçìá

Ó÷Þìá 35

Ó×ÏËÉÏ
Áíôßóôñïöá ÈåùñÞìáôá ëÝãïíôáé
áõôÜ óôá ïðïßá ç õðüèåóç ôïõ åíüò
åßíáé óõìðÝñáóìá ôïõ Üëëïõ. ¼ôáí
áðïäåßîïõìå Ýíá èåþñçìá (åõèåßá
ðñüôáóç) äåí ðñïêýðôåé üôé êáé ôï
áíôßóôñïöï åßíáé áëçèÝò, ð.÷.:
Åõèåßá Ðñüôáóç: Aí äýï ãùíßåò åß-
íáé ïñèÝò, ôüôå åßíáé ßóåò.
Áíôßóôñïöç Ðñüôáóç: Áí äýï ãù-
íßåò åßíáé ßóåò, ôüôå åßíáé ïñèÝò. Ðñï-
öáíþò ç ðñüôáóç áõôÞ äåí áëçèåýåé.

Ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I

Ó÷Þìá 36

Ç ðñïÝêôáóç ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò åßíáé äé÷ï-
ôüìïò ôçò êáôáêïñõöÞí ôçò ãùíßáò.

Èåþñçìá II
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Áðüäåéîç
¸óôù ïé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò xO^ y êáé x´O^ y´êáé ç äé÷ïôüìïò
Ïä ôçò xO^ y. Ôüôå äO^ x = äO^ y.
Áí Ïä´ åßíáé ç ðñïÝêôáóç ôçò Ïä, ôüôå O^ 1 = äO^ x êáé O^ 2 = äO^ y

(ùò êáôáêïñõöÞí) .
¢ñá O^ 1 = O^ 2, äçëáäÞ ç Ïä´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò x´O^ y´.

Áðüäåéîç
¸óôù ÁÏ

^
Â êáé ÂÏ

^
Ã äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÝò ãù-

íßåò êáé ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé ôïõò (ó÷.38).
Ôüôå ÁÏ

^
Â+ÂÏ

^
Ã = 2z Þ 2ÄÏ

^
Â+2ÂÏ

^
Å = 2z Þ 

ÄÏ
^
Â+ÂÏ

^
Å = 1z Þ ÄÏ

^
Å = 1z. ¢ñá ÏÄ^ÏÅ.

20

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 37

Ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí ãù-
íéþí åßíáé êÜèåôåò.

Èåþñçìá III

Ó÷Þìá 38

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Ðïéï åßíáé ôï óõììåôñéêü 
ôïõ óçìåßïõ Á ùò ðñïò:

i) ôçí åõèåßá å1 ,

ii) ôçí åõèåßá å2 ,

iii) ôï óçìåßï Ì.
ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.
2. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá íá âñåß-
ôå ôéò ïîåßåò, ôéò ïñèÝò êáé ôéò
áìâëåßåò ãùíßåò ðïõ õðÜñ-
÷ïõí.
3. Íá ãñÜøåôå ôñßá æåýãç åöå-
îÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêþí
ãùíéþí ðïõ õðÜñ÷ïõí óôï äé-
ðëáíü ó÷Þìá.

4. i) Oé ãùíßåò AO
^
B êáé ÃO

^
Ä

åßíáé åöåîÞò;

ii) Ïé ãùíßåò AO
^
Ã êáé AO

^
B åßíáé äéáäï÷éêÝò;

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

5. ÕðÜñ÷åé ðåñßðôùóç ç óõìðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò
íá åßíáé ßóç ìå ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò;

ÁóêÞóåéò ÅìðÝäùóçò
1. Èåùñïýìå ôñåéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò xO^y, yO^z êáé

zO^t, þóôå xO^z = yO^t. 

Íá äéêáéïëïãÞóåôå üôé xO^y = zO^t.

2. Íá õðïëïãßóåôå, óå ìÝñç ïñèÞò, ôç ãùíßá ù ôïõ ðá-
ñáêÜôù ó÷Þìáôïò.

3. ¸íá ñïëüé ôïß÷ïõ äåß÷íåé åííÝá ç þñá áêñéâþò. Ôé
ãùíßá ó÷çìáôßæïõí ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý; ÌåôÜ áðü
ðüóåò þñåò (öõóéêü áñéèìü) ïé äåßêôåò ôïõ ñïëïãéïý
èá ó÷çìáôßæïõí ßóç ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò áóêÞóåéò
1. Íá áðïäåßîåôå üôé ïé äé÷ïôüìïé äýï åöåîÞò ãùíéþí
ó÷çìáôßæïõí ãùíßá ßóç ìå ôï çìéÜèñïéóìá ôùí ãùíéþí
áõôþí.
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Êýêëïò

2.17 ¸ííïéá êáé óôïé÷åßá ôïõ êýêëïõ

Èåùñïýìå Ýíá óôáèåñü óçìåßï Ï êáé Ýíá ôìÞìá ÊË = ñ
(ó÷.39).
Êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ ëÝãåôáé ôï åðßðåäï ó÷Þìá ôïõ
ïðïßïõ üëá ôá óçìåßá áðÝ÷ïõí áðü ôï Ï áðüóôáóç ßóç ìå ñ.
Äå÷üìáóôå üôé ï êýêëïò åßíáé ìßá êëåéóôÞ ãñáììÞ ÷ùñßò äéá-
êïðÝò êáé êåíÜ. ¸íáò êýêëïò ìå êÝíôñï Ï êáé áêôßíá ñ óõì-
âïëßæåôáé ìå (Ï,ñ) Þ ìå (Ï) áí äåí åßíáé áðáñáßôçôç ç áíáöï-
ñÜ ôçò áêôßíáò êáé ó÷åäéÜæåôáé ìå ôï ãíùóôü ìáò äéáâÞôç
(ó÷.40). ÊÜèå ôìÞìá ÏÌ , üðïõ Ì óçìåßï ôïõ êýêëïõ (Ï,ñ)
(ó÷.40), ëÝãåôáé åðßóçò áêôßíá ôïõ êýêëïõ.
Ãéá ôá óçìåßá Ì åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) êáé ìüíï ãé� áõôÜ éó÷ýåé
ÏÌ=ñ. Ç éóüôçôá áõôÞ åßíáé, åðïìÝíùò, «÷áñáêôçñéóôéêÞ»
ãéá ôá óçìåßá ôïõ.
Ôï óýíïëï üëùí ôùí óçìåßùí ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ Ý÷ïõí ìéá
(êïéíÞ) ÷áñáêôçñéóôéêÞ éäéüôçôá ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò.
¸ôóé ï êýêëïò (Ï,ñ) åßíáé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò ôùí óçìåßùí Ì
ôïõ åðéðÝäïõ ãéá ôá ïðïßá, êáé ìüíï ãé� áõôÜ, éó÷ýåé ÏÌ = ñ.

� Ôüîá - ×ïñäÝò

Áò èåùñÞóïõìå Ýíáí êýêëï, êÝíôñïõ Ï êáé äýï óçìåßá ôïõ Á
êáé Â (ó÷.41á). Ôá óçìåßá áõôÜ ÷ùñßæïõí ôïí êýêëï óå äýï ìÝ-
ñç. Ôï Ýíá âñßóêåôáé óôï çìéåðßðåäï Ð1, ðïõ ïñßæåé ç åõèåßá

ÁÂ, êáé ôï Üëëï óôï Ð2.

21

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

2. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò Á¢O^Â,
üðïõ ÏÁ¢ ç áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ. Íá áðï-

äåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á+

2

ÃO^Â
} .

3. Èåùñïýìå êõñôÞ ãùíßá ÁO^Â, ôç äé÷ïôüìï ôçò ÏÄ

êáé ôõ÷áßá çìéåõèåßá ÏÃ åóùôåñéêÞ ôçò ãùíßáò ÄO^Â.

Íá áðïäåßîåôå üôé ÃO^Ä = }
ÃO^Á �

2

ÃO^Â
} .

Óýíèåôá èÝìáôá
1. Äßíïíôáé ïé äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO^Â, BO^Ã, ÃO^Ä ìå
Üèñïéóìá ìéêñüôåñï áðü äýï ïñèÝò. Áí Ïx, Ïy åßíáé ïé

äé÷ïôüìïé ôùí ãùíéþí ÁO^Â, ÃO^Ä áíôßóôïé÷á, íá áðï-

äåßîåôå üôé xO^y = }
AO^Ä+

2

ÂO^Ã
} .

2. Èåùñïýìå áìâëåßá ãùíßá ÁO^Â êáé óôï åóùôåñéêü
ôçò ôçí çìéåõèåßá ÏÃ^ÏÁ.  Áí ÏÄ, ÏÅ ïé äé÷ïôüìïé

ôùí ãùíéþí ÁO^Â êáé BO^Ã áíôßóôïé÷á, íá áðïäåßîåôå

üôé ÄO^Å = }
1

2
} z.

Ó÷Þìá 39

Ó÷Þìá 40

kefal02.qxd  22/01/2001 06:04 PM  Page 21



ÊáèÝíá áðü ôá ìÝñç áõôÜ ëÝãåôáé ôüîï ôïõ êýêëïõ ìå Üêñá
Á êáé Â êáé óõìâïëßæåôáé ìå Á

C
Â. ÊÜèå óçìåßï åíüò ôüîïõ,

äéáöïñåôéêü áðü ôá Üêñá ôïõ ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ
ôüîïõ. Ãéá íá áíáöåñèïýìå óôï Ýíá áðü ôá ôüîá ìå Üêñá ôá
Á êáé Â, ÷ñçóéìïðïéïýìå êáé Ýíá åóùôåñéêü óçìåßï. ¸ôóé, ôá
ôüîá ôïõ ó÷.41á ìå Üêñá Á,Â óõìâïëßæïíôáé ìå Á

C
ÃÂ ôï Ýíá

êáé ìå Á
C
ÄÂ ôï Üëëï.

Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ (ó÷.41â) ðïõ ïñßæåôáé áðü ôá Üêñá
Á,Â åíüò ôüîïõ ëÝãåôáé ÷ïñäÞ ôïõ ôüîïõ. Ç ÷ïñäÞ åíüò ôüîïõ
ëÝãåôáé êáé ÷ïñäÞ ôïõ êýêëïõ.
To ìïíáäéêü êÜèåôï ôìÞìá ÏÊ (ó÷.41â) ðïõ Üãåôáé áðü ôï
êÝíôñï Ï ðñïò ôç ÷ïñäÞ ÁÂ ëÝãåôáé áðüóôçìá ôçò ÷ïñäÞò.
Ìéá ÷ïñäÞ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ ëÝãåôáé
äéÜìåôñïò ôïõ êýêëïõ.
Ôá Üêñá ìéáò äéáìÝôñïõ ëÝãïíôáé áíôéäéáìåôñéêÜ óçìåßá ôïõ
êýêëïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ôìÞìá ÅÆ (ó÷. 41â) åßíáé ìéá äéÜ-
ìåôñïò ôïõ êýêëïõ êáé ôá óçìåßá Å, Æ åßíáé áíôéäéáìåôñéêÜ
óçìåßá. Åßíáé öáíåñü üôé ç äéÜìåôñïò åßíáé äéðëÜóéá ôçò áêôß-
íáò êáé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ åßíáé ôï ìÝóï ôçò.
ÅðåéäÞ ôï ìÝóï åíüò ôìÞìáôïò åßíáé ìïíáäéêü, ðñïêýðôåé üôé
ôï êÝíôñï êÜèå êýêëïõ åßíáé ìïíáäéêü.

� ÈÝóç óçìåßïõ ùò ðñïò êýêëï

¸óôù Ýíáò êýêëïò (Ï,ñ) êáé ìßá çìéåõèåßá Ïx ðïõ ôïí ôÝìíåé
óôï óçìåßï Á. Ãéá êÜèå óçìåßï Â (ó÷.42) ôçò áêôßíáò ÏÁ, äéá-
öïñåôéêü ôïõ Á éó÷ýåé ÏÂ<ñ, åíþ ãéá êÜèå óçìåßï Ã ôçò ðñïÝ-
êôáóçò ôçò ÏÁ éó÷ýåé ÏÃ>ñ. Ôá óçìåßá Â,Ã ëÝãïíôáé áíôßóôïé-
÷á åóùôåñéêü êáé åîùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ.
ÃåíéêÜ, Ýíá óçìåßï Ì ôïõ åðéðÝäïõ åíüò êýêëïõ (Ï,ñ) (ó÷.42)
ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÌ<ñ, åíþ Ýíá
óçìåßï Í ëÝãåôáé åîùôåñéêü ôïõ êýêëïõ, üôáí ÏÍ>ñ.

� ºóïé êýêëïé

Äýï êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé, üôáí ï Ýíáò ìå êáôÜëëçëç ìåôá-
ôüðéóç ôáõôßæåôáé ìå ôïí Üëëïí (ó÷.43). Åßíáé öáíåñü üôé äýï
êýêëïé åßíáé ßóïé, áí êáé ìüíï áí Ý÷ïõí ßóåò áêôßíåò.

22
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Ó÷Þìá 41

Ó÷Þìá 43

Ó÷Þìá 42
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2.18 Eðßêåíôñç ãùíßá - Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò
ãùíßáò êáé ôüîïõ

Ìßá ãùíßá ëÝãåôáé åðßêåíôñç üôáí ç êïñõöÞ ôçò åßíáé ôï
êÝíôñï åíüò êýêëïõ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï ó÷.44 ç xO
^

y åßíáé ìßá åðßêåíôñç ãùíßá.

Ïé ðëåõñÝò ôçò ôÝìíïõí ôïí êýêëï óôá óçìåßá Á êáé Â. Ôï ôü-
îï Á

C
ÃÂ ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôï åóùôåñéêü ôçò ãùíßáò êáé Ý÷åé

Üêñá ôá Á, Â ëÝãåôáé áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò.
Åðßóçò, ëÝìå üôé ç åðßêåíôñç ãùíßá ÁO

^
Â âáßíåé óôï ôüîï

Á
C
ÃÂ.

� Óýãêñéóç ôüîùí
Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ãßíåôáé üðùò êáé ç óýãêñéóç ôùí åõèý-
ãñáììùí ôìçìÜôùí.
Äýï ôüîá Á

C
Â êáé Ã

C
Ä ôïõ ßäéïõ êýêëïõ Þ ßóùí êýêëùí ëÝãï-

íôáé ßóá, üôáí ìå êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ýíá ôáõôßæåôáé ìå
ôï Üëëï êáé ãñÜöïõìå Á

C
Â = Ã

C
Ä (ó÷.45á).

Ôï ôüîï Á
C

Â ëÝãåôáé ìåãáëýôåñï áðü ôï ôüîï Ã
C

Ä (Þ ôï ôüîï
Ã
C

Ä ìéêñüôåñï ôïõ Á
C

Â) êáé ãñÜöïõìå  Á
C

Â . Ã
C

Ä , üôáí ìåôÜ
áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç ôï Ã

C
Ä ôáõôßæåôáé ìå ìÝñïò ôïõ

Á
C

Â (ó÷.45â).

Åðéóçìáßíïõìå üôé ôá ôüîá Üíéóùí êýêëùí äåí åßíáé óõ-
ãêñßóéìá.

� Ó÷Ýóç åðßêåíôñçò ãùíßáò êáé áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ 

Ç óýãêñéóç äýï ôüîùí ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôç âïÞèåéá ôùí åðß-
êåíôñùí ãùíéþí ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ, óýìöùíá ìå ôï åðüìåíï
èåþñçìá.

Áðüäåéîç
¸óôù Á

C
Â êáé Ã

C
Ä äýï ôüîá åíüò êýêëïõ (Ê) (ó÷.46). Ôá ôüîá

Á
C

Â êáé Ã
C

Ä, áöïý åßíáé ßóá ìåôÜ áðü êáôÜëëçëç ìåôáôüðéóç
óõìðßðôïõí, ïðüôå ôï Ã óõìðßðôåé ìå ôï Á êáé ôï Ä ìå ôï Â.
ÅðïìÝíùò ç ÊÃ èá óõìðÝóåé ìå ôçí ÊÁ êáé ç ÊÄ ìå ôçí ÊÂ,
ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ãùíßåò ÁÊ

^
Â êáé ÃÊ

^
Ä åßíáé ßóåò.

23
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Ó÷Þìá 45

Ó÷Þìá 46

Ó÷Þìá 44

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé ßóá, áí êáé ìüíï áí ïé
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ßóåò.

Èåþñçìá I
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Áíôßóôñïöá. ¸óôù äýï ßóåò åðßêåíôñåò ãùíßåò ÁÊ
^
Â êáé  ÃÊ

^
Ä

óôïí êýêëï (Ê). Ôüôå, áöïý ôá óçìåßá Á,Â,Ã,Ä åßíáé óçìåßá
ôïõ ßäéïõ êýêëïõ, ìåôÜ áðü ìåôáôüðéóç ôçò ÃÊ

^
Ä ç ãùíßá áõôÞ

èá ôáõôéóèåß ìå ôçí ÁÊ
^
Â, ôï Ã èá ôáõôéóèåß ìå ôï Á êáé ôï Ä

ìå ôï Â. ¸ôóé ôá ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä Ý÷ïõí ôá ßäéá Üêñá êáé åðåé-
äÞ âñßóêïíôáé óôï åóùôåñéêü ôùí ãùíéþí ðïõ ôáõôßæïíôáé èá
åßíáé ßóá, äçëáäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä.

ÊáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á
C
ÃÂ êáé B

C
ÄÁ (ó÷.47á) óôá ïðïßá äé-

áéñåßôáé ï êýêëïò (Ê) áðü ôçí äéÜìåôñï ôïõ ÁÂ, ëÝãåôáé
çìéêýêëéï, åíþ ôï êáèÝíá áðü ôá ßóá ôüîá Á

C
Ã, Ã

C
Â, Â

C
Ä êáé Ä

C
Á

(ó÷.47â) óôá ïðïßá äéáéñåßôáé áðü ôéò êÜèåôåò äéáìÝôñïõò ÁÂ
êáé ÃÄ, ëÝãåôáé ôåôáñôïêýêëéï.

� ÌÝóï ôüîïõ

¸íá åóùôåñéêü óçìåßï Ì åíüò ôüîïõ Á
C

Â (ó÷.48) ëÝãåôáé ìÝóï
ôïõ, üôáí ôá ôüîá Á

C
Ì êáé Ì

C
Â åßíáé ßóá, äçëáäÞ üôáí 

Á
C
Ì = Ì

C
Â.

Áðüäåéîç

¸óôù Á
C

Â ôüîï êýêëïõ, êÝíôñïõ Ï, êáé Ì ôï ìÝóï ôïõ (ó÷.49).
ÅðåéäÞ Ì

C
A = Ì

C
Â, ïé åðßêåíôñåò ãùíßåò AO

^
M êáé MO

^
B åßíáé

ßóåò êáé åðïìÝíùò ç ÏÌ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò AO
^

Â. Áí õðïèÝ-
óïõìå üôé ôï ôüîï Á

C
Â Ý÷åé êáé äåýôåñï ìÝóï ôï M´, ôüôå ç

ÏÌ´ åßíáé äé÷ïôüìïò ôçò ÁÏ
^
Â, ðïõ åßíáé Üôïðï ãéáôß ç äé÷ï-

ôüìïò ìéáò ãùíßáò åßíáé ìïíáäéêÞ.

24

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ó÷Þìá 47

ÐÏÑIÓÌÁÔÁ

(i) ÊÜèå äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñåß óå äýï ßóá ôüîá.

(ii) Äýï êÜèåôåò äéÜìåôñïé åíüò êýêëïõ ôïí äéáéñïýí óå
ôÝóóåñá ßóá ôüîá.

(iii) Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ åßíáé Üíéóá, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò
åðßêåíôñåò ãùíßåò ðïõ âáßíïõí óå áõôÜ åßíáé ïìïéï-
ôñüðùò Üíéóåò.

Ó÷Þìá 48

Ó÷Þìá 49

Ôï ìÝóï åíüò ôüîïõ åßíáé ìïíáäéêü.

Èåþñçìá II
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2.19  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

Äýï ôüîá åíüò êýêëïõ ìå Ýíá Üêñï êïéíü êáé ÷ùñßò êïéíÜ åóù-
ôåñéêÜ óçìåßá ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, ð.÷. ôá ôüîá Á

C
Â êáé B

C
Ã

(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Tñßá Þ ðåñéóóüôåñá ôüîá ìå
êáèïñéóìÝíç óåéñÜ ëÝãïíôáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ôï êáèÝíá åßíáé 

25

ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Ïé ãùíßåò xÔy êáé zÔt ôïõ äéðëáíïý ó÷Þìáôïò åßíáé åðßêå-
íôñåò óå äýï ïìüêåíôñïõò êýêëïõò, (äçëáäÞ êýêëïõò ìå ôï
ßäéï êÝíôñï), (Ï,R) êáé (O,R´) ìå R´<R. Áí Á

CC
Â = Ã

CC
Ä, íá

áðïäåßîåôå üôé êáé Á´
CC

Â´ = Ã´
CC

Ä´ (ó÷.50).

Áðüäåéîç
ÅðåéäÞ Á

C
Â = Ã

C
Ä, èá åßíáé ÁÔÂ = ÃÔÄ, 

ïðüôå êáé Á´
C

Â´ = Ã´
C

Ä´.

Ó÷. 50

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Íá äþóåôå ôïí ïñéóìü ôïõ êýêëïõ (O,ñ) . Ðüôå äýï
êýêëïé ëÝãïíôáé ßóïé; Ðþò åëÝã÷åôáé ç éóüôçôá äýï
êýêëùí;
2. Ðüôå Ýíá óçìåßï ëÝãåôáé åóùôåñéêü óçìåßï åíüò
êýêëïõ êáé ðüôå åîùôåñéêü;
3. Ôé ëÝãåôáé ãåùìåôñéêüò ôüðïò;

4. Ôé ëÝãåôáé äéÜìåôñïò åíüò êýêëïõ êáé ðïéá ç ó÷Ýóç
ôçò ìå ôçí áêôßíá ôïõ êýêëïõ;
5. Ôé ëÝãåôáé ôüîï êýêëïõ ìå Üêñá Á,Â êáé ôé ÷ïñäÞ
ôïõ; Ðþò ïñßæåôáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá äýï
ôüîùí åíüò êýêëïõ;
6. Ôé ëÝãåôáé åðßêåíôñç ãùíßá êáé ôé áíôßóôïé÷ï ôüîï
ôçò; Ðïéá ó÷Ýóç éóüôçôáò � áíéóüôçôáò õðÜñ÷åé ìåôáîý
åðßêåíôñùí ãùíéþí êáé áíôßóôïé÷ùí ôüîùí;
7. Ôé ëÝãåôáé ìÝóï ôüîïõ; Áí ôá óçìåßá Ì,Í åßíáé ìÝóá

åíüò ôüîïõ Á
C

Â, ôé óõìðåñáßíåôå ãé� áõôÜ;
8. Óôï äéðëáíü ó÷Þìá åßíáé 
Ê̂1 = Ê̂2 . Ìðïñïýìå íá

óõìðåñÜíïõìå üôé 
Á
C

Â = Ã
C

Ä;

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Ó÷åäéÜóôå Ýíáí êýêëï áêôßíáò ñ, ðïõ íá äéÝñ÷åôáé
áðü óôáèåñü óçìåßï Ê. Ðüóïõò ôÝôïéïõò êýêëïõò
ìðïñïýìå íá ÷áñÜîïõìå óôï åðßðåäï; Ðïý âñßóêïíôáé
ôá êÝíôñá ôïõò;
2. Ó÷åäéÜóôå äýï êýêëïõò (Ï,ñ) êáé (Ï, R) ìå R>ñ. Íá
âñåßôå ôá óçìåßá ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ åßíáé åóùôåñéêÜ ôïõ
êýêëïõ (Ï, R) êáé åîùôåñéêÜ ôïõ êýêëïõ (Ï, ñ).

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Äßíïíôáé äýï ïìüêåíôñïé êýêëïé (O,R) êáé (Ï,ñ) ìå
R>ñ. Ìßá åõèåßá å äéÝñ÷åôáé áðü ôï Ï êáé ôÝìíåé ôïõò
êýêëïõò óôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá Á,Â,Ã,Ä. Íá áðïäåßîåôå
üôé ÁÂ = ÃÄ êáé ÁÃ = ÂÄ.
2. Áí äýï äéÜìåôñïé ó÷çìáôßæïõí äýï åöåîÞò ãùíßåò
ßóåò, ôüôå íá áðïäåßîåôå üôé äéáéñïýí ôïí êýêëï óå ôÝó-
óåñá ßóá ôüîá.

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ

Ó÷Þìá 51
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äéáäï÷éêü ìå ôï åðüìåíü ôïõ, ð.÷. ôá ôüîá Á
C

Â, Â
C

Ã êáé Ã
C

Ä
(ó÷.51) åßíáé äéáäï÷éêÜ. Åßíáé öáíåñü üôé ôá ôüîá Á

C
Â, Â

C
Ã êáé

Ã
C

Ä åßíáé äéáäï÷éêÜ, üôáí ïé áíôßóôïé÷åò åðßêåíôñåò ãùíßåò
ÁÏ^ Â, ÂÏ^ Ã êáé ÃÏ^Ä åßíáé äéáäï÷éêÝò.

¸óôù Á
C

Â êáé Â
C

Ã äýï äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ (ó÷.52). Ôï
ôüîï Á

C
ÂÃ ëÝãåôáé Üèñïéóìá ôùí ôüîùí Á

C
Â êáé Â

C
Ã êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â + Â
C

Ã, äçëáäÞ Á
C

Â + Â
C

Ã = Á
C
ÂÃ. Áí ôï

ôüîï Â
C

Ã åßíáé ßóï ìå ôï Á
C

Â, ôüôå ôï ôüîï Á
C
ÂÃ óõìâïëßæåôáé

ìå 2 Á
C

Â êáé ëÝãåôáé äéðëÜóéï ôïõ Á
C

Â. ¼ìïéá ïñßæåôáé êáé ôï
í?Á

C
Â, üðïõ í öõóéêüò.

Áí ãéá äýï ôüîá Á
C

Â êáé Ã
C

Ä åíüò êýêëïõ éó÷ýåé Ã
C

Ä = íÁ
C

Â,
ôüôå ôï Á

C
Â ëÝãåôáé Ýíá í-ïóôü ôïõ Ã

CC
Ä êáé óõìâïëßæåôáé ìå

}
1

í
} Ã

C
Ä, äçëáäÞ Á

C
Â = }

1

í
} Ã

C
Ä.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ôá ôüîá äåí åßíáé äéáäï÷éêÜ, ìðïñïýìå
íá ìåôáôïðßóïõìå ôï Ýíá áðü áõôÜ, þóôå íá ãßíïõí äéáäï÷éêÜ.
Óôçí § 3.18 èá áíáöÝñïõìå ôç ó÷åôéêÞ ãåùìåôñéêÞ êáôá-
óêåõÞ.

Áí Á
C

Â êáé Á
C

Ã åßíáé äýï ìç äéáäï÷éêÜ ôüîá åíüò êýêëïõ ìå
Á
C

Â . Á
C

Ã (ó÷.53) ðïõ Ý÷ïõí êïéíü óçìåßï ôï Ýíá Üêñï ôïõò Á,
ôüôå ôï ôüîï Ã

C
Â ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôïõ Á

C
Ã áðü ôï Á

C
Â êáé

óõìâïëßæåôáé ìå Á
C

Â � Á
C

Ã. ¼ôáí Á
C

Â = Á
C

Ã, ôüôå ç äéáöïñÜ
ôïõò åßíáé ôï ìçäåíéêü ôüîï 

C
0.

Åßäáìå üôé ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå Ýíá ôüîï åíüò êýêëïõ ìå
Ýíá Üëëï ôüîï ôïõ ßäéïõ êýêëïõ. ¸íá ôüîï ìå ôï ïðïßï
óõãêñßíïõìå üëá ôá Üëëá ôï ëÝìå ìïíÜäá ìÝôñçóçò.. ¸÷åé
åðéêñáôÞóåé íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò ìïíÜäá ìÝôñçóçò ôï ôüîï

ìßáò ìïßñáò ðïõ ïñßæåôáé ùò ôï }
3

1

60
} ôïõ ôüîïõ åíüò êýêëïõ

êáé óõìâïëßæåôáé ìå 1°. Ãéá êÜèå ôüîï õðÜñ÷åé Ýíáò èåôéêüò
áñéèìüò (ü÷é áðáñáßôçôá öõóéêüò), ðïõ åêöñÜæåé ðüóåò öïñÝò
ôï ôüîï ðåñéÝ÷åé ôç ìïßñá Þ ìÝñç áõôÞò. Ï áñéèìüò áõôüò ëÝãå-
ôáé ìÝôñï ôïõ ôüîïõ.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò ìïßñáò ðñïêýðôåé üôé ôï ôüîï åíüò êýêëïõ
åßíáé 360° êáé åðïìÝíùò ôï çìéêýêëéï êáé ôï ôåôáñôïêýêëéï
åßíáé ôüîá 180° êáé 90° áíôßóôïé÷á. Ç ìïßñá õðïäéáéñåßôáé óå
60 ðñþôá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´) êáé êÜèå ðñþôï ëåðôü óå 60
äåýôåñá ëåðôÜ (óõìâïëéêÜ 60´´).

Èåùñïýìå ìéá ãùíßá xÔy (ó÷.54), ðïõ ôçí êáèéóôïýìå
åðßêåíôñç óå Ýíáí êýêëï (Ï, ñ), êáé Ýóôù Á

C
Â ôï ôüîï óôï
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Ó÷Þìá 52

Ó÷Þìá 53

Ó÷Þìá 54
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ïðïßï âáßíåé. Ïñßæïõìå ùò ìÝôñï ôçò ãùíßáò xÔy ôï ìÝôñï ôïõ
ôüîïõ Á

C
Â. Ôï ìÝôñï ôçò xÔy ôï óõìâïëßæïõìå ìå (xÔy) Þ

áðëÜ xÔy.

Ôï ìÝôñï ìßáò ïñèÞò, åõèåßáò êáé ìéáò ðëÞñïõò ãùíßáò åßíáé
áíôßóôïé÷á 90°, 180° êáé 360°.

27
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ÅÖÁÑÌÏÃÇ

Óå êýêëï êÝíôñïõ Ï, èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôüîá Á
CC

Â,

Â
CC

Ã êáé Ã
CC

Á (ó÷.55), þóôå Á
CC

Â = 3Â
CC

Ã= 6Ã
CC

Á.

Íá õðïëïãéóèïýí: 

(i) ôá ìÝôñá ôùí ôüîùí Á
CC

Â, Â
CC

Ã êáé Á
CC

Ã,

(ii) ôá ìÝôñá ôùí ãùíéþí AÔB, BÔÃ êáé ÃÔÄ.

Ëýóç
(i) Áðü ôçí õðüèåóç Ý÷ïõìå üôé Á

C
Â = 6Ã

C
Á êáé Â

C
Ã = 2Ã

C
Á, ïðüôå ìå áíôéêáôÜóôáóç óôç

ó÷Ýóç Á
C

Â + Â
C

Ã + Ã
C

Á = 360° ðñïêýðôåé üôé 9Ã
C

Á = 360° Þ 
Ã
C

Á = 40°. ¢ñá Á
C

Â = 240° êáé Â
C

Ã = 80°.
(ii) Ç AÔB åßíáé åðßêåíôñç ìå áíôßóôïé÷ï ôüîï ôï Á

C
Â, åðïìÝíùò AÔB = Á

C
Â = 240° 

(ìç êõñôÞ). ¼ìïéá BÔÃ = 80° êáé ÃÔÄ = 40°.

Ó÷Þìá 55

ÅñùôÞóåéò Êáôáíüçóçò
1. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá, íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) Á
C

Â + Â
C

Ã, 
ii) Á

C
Â + Â

C
Ã + Ã

C
Ä , 

iii) Á
C
ÂÃ � Â

C
Ã. 

2. Óôï ðáñáêÜôù ó÷Þìá íá âñåèïýí ôá ôüîá:

i) 2 Á
C

Â, 
ii) 2 Á

C
Â + Ã

C
Ä, 

iii) 2 Á
C

Â � Â
C

Ã, 
iv) Á

C
Â � Â

C
Ã.

3. Ôï ìÝôñï åíüò ôüîïõ åßíáé áñéèìüò:
á. áñíçôéêüò   â. ìçäÝí   ã. èåôéêüò   ä. ìç áñíçôéêüò.
Êõêëþóôå ôï ãñÜììá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óùóôÞ áðÜ-
íôçóç.
4. Ðþò ïñßæåôáé ôï ìÝôñï ìéáò ãùíßáò;

5. Áí Á
C

Â = ì° (ðáñáêÜôù ó÷Þìá), ôüôå ç ãùíßá AÊ̂B
èá åßíáé ì°;

AÓÊÇÓÅÉÓ ÃÉÁ ËÕÓÇ
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Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá

2.20 ÔåèëáóìÝíç ãñáììÞ - Ðïëýãùíï -
Óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ

Èåùñïýìå óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí êáèïñéóìÝíç óåéñÜ êáé áíÜ ôñßá
äéáäï÷éêÜ äåí åßíáé óõíåõèåéáêÜ, ð.÷. ôá Á, Â, Ã, Ä êáé Å, ìå
ôçí áëöáâçôéêÞ ôïõò óåéñÜ êáé èÝóç, üðùò óôï ó÷.56. Ôï ó÷Þ-
ìá ðïõ ïñßæïõí ôá ôìÞìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãåôáé ôåèëá-
óìÝíç ãñáììÞ Þ áðëÜ ôåèëáóìÝíç. Ç ôåèëáóìÝíç áõôÞ óõì-
âïëßæåôáé ìå ÁÂÃÄÅ.
Ôá óçìåßá Á, Â, Ã, Ä êáé Å ëÝãïíôáé êïñõöÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé åéäéêüôåñá ïé êïñõöÝò Á êáé Å ëÝãïíôáé Üêñá ôçò. Ôá ôìÞ-
ìáôá ÁÂ, ÂÃ, ÃÄ êáé ÄÅ ëÝãïíôáé ðëåõñÝò ôçò ôåèëáóìÝíçò
êáé ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò ëÝãåôáé ðåñßìåôñïò ôçò ôåèëáóìÝíçò.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé áðëÞ, üôáí äýï ïðïéåóäÞðïôå ìç
äéáäï÷éêÝò ðëåõñÝò ôçò äåí Ý÷ïõí êïéíü åóùôåñéêü óçìåßï.
¸ôóé, ç ôåèëáóìÝíç ÁÂÃÄÅ (ó÷.56) åßíáé áðëÞ, åíþ ç
ÇÈÉÊË (ó÷.57) äåí åßíáé.
Ìßá ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé êõñôÞ, üôáí ï öïñÝáò êÜèå ðëåõñÜò
ôçò áöÞíåé üëåò ôéò Üëëåò êïñõöÝò ôçò ðñïò ôï ßäéï ìÝñïò ôïõ,

28

ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÁéôéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.

ÁóêÞóåéò EìðÝäùóçò
1. Óå çìéêýêëéï äßíïíôáé ôá óçìåßá Á, Â êáé óçìåßï Ì

ôïõ ôüîïõ Á
C

Â, þóôå Ì
C

Á = Ì
C

Â.
i) Áí Ñ óçìåßï ôïõ çìéêõêëßïõ ðïõ äåí áíÞêåé óôï ôüîï

Á
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé Ñ
C

Ì = }
1
2

} (Ñ
C

Á + Ñ
C

Â).

ii) Áí Ó óçìåßï ôïõ ôüîïõ Ì
C

Â, íá áðïäåßîåôå üôé 

Ó
C

Ì = }
1
2

} (Ó
C

Á � Ó
C

Â).

2. Óå çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ èåùñïýìå óçìåßï Ã

ôÝôïéï þóôå Á
C

Ã � Â
C

Ã = 80°. Íá âñåßôå ôá ìÝôñá: 

i) ôùí ôüîùí Á
C

Ã êáé Ã
C

Â,

ii) ôùí ãùíéþí ÁO
^

Ã êáé ÃO
^

B (Ï åßíáé ôï êÝíôñï ôïõ
êýêëïõ).
3. Äõï ãùíßåò åßíáé óõìðëçñùìáôéêÝò. Áí ç ìßá åßíáé
äéðëÜóéá áðü ôçí Üëëç, íá âñåßôå ðüóåò ìïßñåò åßíáé
êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò áõôÝò.
4. Áí ìéá ãùíßá ù åßíáé ôá 6/5 ìéáò ïñèÞò ãùíßáò, íá
õðïëïãßóåôå óå ìïßñåò ôçí ðáñáðëçñùìáôéêÞ ôçò. Ç
ãùíßá ù Ý÷åé óõìðëçñùìáôéêÞ ãùíßá;

ÁðïäåéêôéêÝò ÁóêÞóåéò
1. Ç ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò ãùíßáò ù åßíáé ôñéðëÜóéá
ôçò óõìðëçñùìáôéêÞò ãùíßáò ôçò ù. Íá õðïëïãßóåôå
ôçí ù.
2. Ìéá ãùíßá ö åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôç óõìðëçñùìá-
ôéêÞ ôçò êáôÜ 20°. Íá õðïëïãßóåôå ôéò äýï ãùíßåò.
3. ÔÝóóåñéò çìéåõèåßåò ÏÁ, ÏÂ, ÏÃ, ÏÄ ó÷çìáôßæïõí

ôéò äéáäï÷éêÝò ãùíßåò ÁO
^

Â, ÂO
^

Ã, ÃO
^

Ä, ÄO
^

Á, ðïõ
Ý÷ïõí ìÝôñá áíÜëïãá ìå ôïõò áñéèìïýò 1, 2, 3, 4. Íá
õðïëïãßóåôå ôéò ãùíßåò áõôÝò.

Ó÷Þìá 56

Ó÷Þìá 57
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äéáöïñåôéêÜ ëÝãåôáé ìç êõñôÞ. ¸ôóé ç ãñáììÞ ÁÂÃÄÅ (ó÷.56)
åßíáé êõñôÞ, åíþ ïé ÇÈÉÊË (ó÷.57) êáé ÍÑÓÔ× (ó÷.58) åßíáé ìç
êõñôÝò.
Åðßóçò, ìéá ôåèëáóìÝíç, ôçò ïðïßáò ôá Üêñá ôáõôßæïíôáé,
ëÝãåôáé êëåéóôÞ, ð.÷. ç ÁÂÃÄÅ, üðïõ ôï Á ôáõôßæåôáé ìå ôï Å
(ó÷.59).
Ìéá êëåéóôÞ êáé áðëÞ ôåèëáóìÝíç ëÝãåôáé ðïëýãùíï.
Áí ç ôåèëáóìÝíç åßíáé êõñôÞ, ôüôå ôï ðïëýãùíï ëÝãåôáé êõñ-
ôü, åíþ áí åßíáé ìç êõñôÞ, ôï ðïëýãùíï ëÝãåôáé ìç êõñôü. 

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá ðïëýãùíá ÁÂÃ (ó÷.60) êáé ÊËÌÍÏ 
(ó÷.60) åßíáé êõñôÜ, åíþ ôï ÄÅÆÇ (ó÷.60) åßíáé ìç êõñôü. Ôï
ðïëýãùíï ìå ôñåéò êïñõöÝò ëÝãåôáé ôñßãùíï (ó÷.60), ìå ôÝó-
óåñéò ôåôñÜðëåõñï (ó÷.60), ìå ðÝíôå ðåíôÜãùíï (ó÷.60) êáé
ãåíéêÜ ìå í, í-ãùíï. Óôï åîÞò ëÝãïíôáò ðïëýãùíï èá åííïïýìå
êýñôï ðïëýãùíï.
ÊÜèå ôìÞìá ðïõ Ý÷åé Üêñá äýï ìç äéáäï÷éêÝò êïñõöÝò ôïõ ðï-
ëõãþíïõ ëÝãåôáé äéáãþíéïò ôïõ ðïëõãþíïõ. ¸ôóé ôá ôìÞìáôá
ÁÃ êáé ÂÄ åßíáé ïé äéáãþíéïé ôïõ ôåôñáðëåýñïõ ÁÂÃÄ (ó÷.61).

Ãùíßåò ðïëõãþíïõ ëÝãïíôáé ïé ãùíßåò ðïõ ó÷çìáôßæïõí ïé
ðëåõñÝò ôïõ. Óå Ýíá êõñôü ðïëýãùíï ôá êïéíÜ åóùôåñéêÜ óç-
ìåßá ôùí ãùíéþí ôïõò ëÝãïíôáé åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ ðïëõ-
ãþíïõ êáé áðïôåëïýí ôï åóùôåñéêü ôïõ ðïëõãþíïõ. 
ÅîùôåñéêÞ ãùíßá ðïëõãþíïõ ëÝãåôáé êÜèå ãùíßá ðïõ åßíáé
åöåîÞò êáé ðáñáðëçñùìáôéêÞ ìéáò åóùôåñéêÞò ãùíßáò ôïõ.
Ãéá íá ôç ó÷çìáôßóïõìå, áñêåß íá ðñïåêôåßíïõìå ìéá ðëåõñÜ
ôïõ ðïëõãþíïõ, ð.÷. ç ãùíßá ËÌ

^
x (ó÷. 60) åßíáé åîùôåñéêÞ

ãùíßá ôïõ ðåíôáãþíïõ ÊËÌÍÏ êáé óõìâïëßæåôáé Ì
^

åî.
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Äñáóôçñéüôçôá

Íá âñåßôå êáôÜ ðüóï áõîÜíåé ï áñéèìüò ôùí äéáãùíßùí êõñôïý í-ãþíïõ üôáí ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí ôïõ
áõîçèåß êáôÜ 1.

Åñãáóßá

Íá âñåßôå ôï ðëÞèïò ä ôùí äéáãùíßùí êõñôïý í-ãþíïõ ùò óõíÜñôçóç ôïõ
ðëÞèïõò ôùí ðëåõñþí ôïõ (í ³ 3), áêïëïõèþíôáò ôá ðáñáêÜôù âÞìáôá:
i) Íá êáôáóêåõÜóåôå ôñßãùíï, ôåôñÜðëåõñï, ðåíôÜãùíï êáé åîÜãùíï

êáé íá âñåßôå: 
á) ôï ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí ìå ìéá êïéíÞ êïñõöÞ, 
â) ôï óõíïëéêü ðëÞèïò ôùí äéáãùíßùí.

ii) Ìðïñåßôå íá «áíáêáëýøåôå» ðïéïò ôýðïò äßíåé ôï ä ùò óõíÜñôçóç ôïõ í;
iii) ÕðïèÝóôå üôé ï ôýðïò éó÷ýåé ãéá ðïëýãùíï ìå í ðëåõñÝò êáé íá áðïäåßîåôå

üôé éó÷ýåé ãéá ðïëýãùíï ìå í+1 ðëåõñÝò. Õðüäåéîç: ÐñïóèÝóôå ìéá êï-
ñõöÞ êáé âñåßôå ôï ðëÞèïò ôùí åðéðëÝïí äéáãùíßùí.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÃÅÍÉÊÅÓ ÁÓÊÇÓÅÉÓ

1. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,

ÂÃ, ÃÄ, þóôå ÁÂ ,}
Á

2

Ã
}, ÂÃ , }

Â

2

Ä
} êáé ïíïìÜæïõìå Å,

Æ  ôá ìÝóá ôùí ÁÃ, ÂÄ áíôßóôïé÷á. Íá áðïäåßîåôå üôé

ÅÆ = }
ÁÄ

2

� ÂÃ
}.

2. Óå åõèåßá å ðáßñíïõìå äýï äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,
ÂÃ. Áí Ä,Å,Æ åßíáé ôá ìÝóá ôùí ÁÂ, ÂÃ ,ÃÁ áíôßóôïé÷á,
íá áðïäåßîåôå üôé ôá ôìÞìáôá ÄÅ, ÂÆ Ý÷ïõí êïéíü
ìÝóï.
3. Óå åõèåßá å èåùñïýìå ôá äéáäï÷éêÜ ôìÞìáôá ÁÂ,

ÂÃ, ÃÄ êáé ïíïìÜæïõìå Å ôï ìÝóï ôïõ ÂÄ. Íá áðïäåß-

îåôå üôé ÁÅ .}
Á

2

Ã
}.

4. Èåùñïýìå êýêëï (Ï,R) êáé ôá äéáäï÷éêÜ óçìåßá
ôïõ Á, Â, Ã êáé Ä, þóôå Á

C
Â = 150°, Ã

C
Ä = 45° êáé

Á
C

Ä = 105°. Íá áðïäåßîåôå üôé ç äé÷ïôüìïò ôçò ãùíßáò

ÂO
^

Ã åßíáé áíôéêåßìåíç çìéåõèåßá ôçò ÏÁ.
5. Äßíåôáé çìéêýêëéï äéáìÝôñïõ ÁÂ, Ì ôï ìÝóï ôïõ
ôüîïõ Á

C
Â êáé Ê ôõ÷áßï óçìåßï ôïõ ôüîïõ Â

C
Ì. Áí Ã êáé

Ä åßíáé ôá ìÝóá ôùí ôüîùí Á
C

Ê êáé Ì
C

Ê áíôßóôïé÷á, íá
õðïëïãßóåôå ôï ìÝôñï ôïõ ôüîïõ Ã

C
Ä.
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ÔÁ ÂÁÓÉÊÁ ÃÅÙÌÅÔÑÉÊÁ  Ó×ÇÌÁÔÁ

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÓÇ

Óôï êåöÜëáéï áõôü äþóáìå ôéò ðñùôáñ÷éêÝò ãåùìåôñéêÝò Ýííïéåò: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï êáé ïñßóáìå ôá
âáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ ó÷Þìáôá: åõèýãñáììï ôìÞìá, ãùíßá êáé êýêëï. ÔÝëïò, äþóáìå ôçí Ýííïéá ôçò
ôåèëáóìÝíçò ãñáììÞò êáé ôïõ ðïëõãþíïõ. 
Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ìå Üêñá ôá óçìåßá Á, Â ïñßóôçêå ùò ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá óçìåßá
Á, Â êáé ôá óçìåßá ôçò åõèåßáò ÁÂ ðïõ åßíáé ìåôáîý ôùí Á, Â. Óôç óõíÝ÷åéá ìéëÞóáìå ãéá óýãêñéóç
ôìçìÜôùí, ãéá ôï ìÝóï åíüò ôìÞìáôïò êáé äå÷èÞêáìå ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôïõ. Êáôüðéí ïñßóáìå ðñÜîåéò ìå
ôìÞìáôá, ôçí Ýííïéá ôïõ ìÞêïõò åíüò ôìÞìáôïò êáé ôçí áðüóôáóç äýï óçìåßùí.
Ç ãùíßá ïñßóôçêå ùò ôï ó÷Þìá ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá êïéíÜ óçìåßá äýï çìéåðéðÝäùí. Óôç óõíÝ÷åéá
ìßëçóáìå ãéá óýãêñéóç ãùíéþí, ãéá ôç äé÷ïôüìï ìéáò ãùíßáò êáé äå÷èÞêáìå ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôçò.
Êáôüðéí ïñßóáìå ôçí Ýííïéá ôçò ïñèÞò (êáèåìßá áðü ôéò ãùíßåò óôéò ïðïßåò ÷ùñßæåôáé ç åõèåßá ãùíßá áðü
ôç äé÷ïôüìï ôçò), ïîåßáò, áìâëåßáò ãùíßáò êáé ôçò êáèåôüôçôáò äýï åõèåéþí. Åðßóçò, ïñßóáìå ôéò ðñÜîåéò
ìå ãùíßåò êáé ôéò Ýííïéåò óõìðëçñùìáôéêÝò, ðáñáðëçñùìáôéêÝò êáé êáôáêïñõöÞí ãùíßåò.
Ï êýêëïò (Ï,ñ) ïñßóôçêå ùò ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí Ì ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ áðÝ÷ïõí áðü ôï óçìåßï Ï,
áðüóôáóç ñ. Óôç óõíÝ÷åéá áó÷ïëçèÞêáìå ìå ôüîá, ÷ïñäÝò êáé óýãêñéóç ôüîùí. Áðïäåßîáìå ôç ìïíáä-
êüôçôá ôïõ ìÝóïõ åíüò ôüîïõ óôçñéæüìåíïé óôç ìïíáäéêüôçôá ôçò äé÷ïôüìïõ ìéáò ãùíßáò êáé
áîéïðïéþíôáò ôç âáóéêÞ ó÷Ýóç ôçò åðßêåíôñçò ãùíßáò ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï ôçò. ÔÝëïò, ïñßóáìå ôï
ìÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò (ùò ôï ìÝôñï ôïõ áíôßóôïé÷ïõ ôüîïõ ôçò, üôáí áõôÞ ãßíåé åðßêåíôñç óå êýêëï).

ÁÍÁÊÅÖÁËÁÉÙÔÉÊÏ ÄÉÁÃÑÁÌÌÁ

Ôá âáóéêÜ ÃåùìåôñéêÜ Ó÷Þìáôá

� Ðñùôáñ÷éêÝò Ýííïéåò: óçìåßï, åõèåßá, åðßðåäï

� Åõèýãñáììï ôìÞìá �  Óýãêñéóç ôìçìÜôùí
�  ÌÝóï ôìÞìáôïò
�  ÐñÜîåéò ìå ôìÞìáôá
�  ÌÞêïò ôìÞìáôïò - Áðüóôáóç óçìåßùí

� Ãùíßåò �  Óýãêñéóç ãùíéþí
�  Äé÷ïôüìïò ãùíßáò
�  Ïîåßá, ïñèÞ, áìâëåßá ãùíßá, êÜèåôåò åõèåßåò
�  ÐñÜîåéò ìå ãùíßåò
�  ÓõìðëçñùìáôéêÝò, ðáñáðëçñùìáôéêÝò, êáôáêïñõöÞí

ãùíßåò

� Êýêëïò �  ÄéÜìåôñïò
�  Ôüîá - ÷ïñäÝò, óýãêñéóç ôüîùí, ìÝóï ôüîïõ
�  Åðßêåíôñç ãùíßá êáé ó÷Ýóç ìå ôï áíôßóôïé÷ï ôüîï
�  ÌÝôñï ôüîïõ êáé ãùíßáò

� Åõèýãñáììá ó÷Þìáôá: ôåèëáóìÝíç ãñáììÞ, ðïëýãùíï, óôïé÷åßá ðïëõãþíïõ
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