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Οι τριγωνικές συναρτήσεις : 

,  

, 





Υπενθυμίζουμε ότι, οι συναρτήσεις 

 και 

 είναι περιοδικές με περίοδο 

, ενώ η συνάρτηση 

 είναι περιοδική με περίοδο 

.

Η εκθετική συνάρτηση 

,   

.
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Υπενθυμίζουμε ότι:

     αν  

,           τότε:    


     ενώ

     αν  

,      τότε:    

.

Η λογαριθμική συνάρτηση 

, 





Υπενθυμίζουμε ότι:

1)   





4)  


2)   

  και  




5) 


3)   

     και   



6)  


7)   αν 

,       τότε:  

 

      ενώ

      αν 

,  τότε : 

.

8)  

,   αφού   

.

Οι παραπάνω τύποι ισχύουν με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμοποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα.

Με τη βοήθεια των παραπάνω γραφικών παραστάσεων μπορούμε να σχεδιάσουμε τις γραφικές παραστάσεις ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων, όπως στην παρακάτω εφαρμογή.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να παραστήσετε γραφικά κάθε μια από τις παρακάτω συναρτήσεις:




i)  

,     ii) 

,    iii) 

.

ΛΥΣΗ
  i)
Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 

 και έπειτα την 

 . 
 




ii)
Αρχικά παριστάνουμε γραφικά τη συνάρτηση 

 και έπειτα την 

.




iii)Επειδή 

,η γραφική παράσταση της h προκύπτει, αν μετατοπίσουμε τη γραφική παράσταση της g κατά μία μονάδα προς τα δεξιά.

Ισότητα συναρτήσεων

Έστω οι συναρτήσεις:



     και     

.

Παρατηρούμε ότι:

( οι συναρτήσεις f και g έχουν κοινό πεδίο ορισμού το σύνολο 
[image: image2.wmf]Ñ

=

A

 και

( για κάθε 

 ισχύει 

, αφού



.

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες. Γενικά:

OΡΙΣΜΟΣ
Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν:

         ( έχουν  το  ίδιο  πεδίο ορισμού  Α και

         ( για κάθε 

 ισχύει 

.




Για να δηλώσουμε ότι δύο συναρτήσεις f και g είναι ίσες γράφουμε 

.

Έστω τώρα f, g δύο συναρτήσεις με πεδία ορισμού Α, Β αντιστοίχως και Γ ένα υποσύνολο των Α και Β. Αν για κάθε 

 ισχύει 

, τότε λέμε ότι οι συναρτήσεις  f  και  g  είναι ίσες στο σύνολο Γ. (Σχ. 22)

Για παράδειγμα, οι συναρτήσεις



   και   

,

που έχουν πεδία ορισμού τα σύνολα 
[image: image3.wmf]}
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 αντιστοίχως, είναι ίσες στο σύνολο 
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Γ

, αφού για κάθε 

 ισχύει



.

Πράξεις με συναρτήσεις

Έστω οι συναρτήσεις 



,      


και οι



,  

,   

,    

.

Παρατηρούμε ότι:

α)
Το πεδίο ορισμού των 

 και 

 είναι το σύνολο 

, που είναι η τομή των πεδίων ορισμού 

 και 

 των f, g, ενώ το πεδίο ορισμού της 

 είναι το σύνολο 

, που είναι η τομή των Α, Β αν εξαιρέσουμε τα x για τα οποία ισχύει 

, και

β)


,   

,  

,   

.

Τις συναρτήσεις 

 και 

 τις λέμε άθροισμα, διαφορά, γινόμενο και πηλίκο αντιστοίχως των 

. Γενικά:

Ορίζουμε ως άθροισμα 

, διαφορά 

, γινόμενο 

 και πηλίκο 

 δύο συναρτήσεων f, g τις συναρτήσεις με τύπους










          

.

Το πεδίο ορισμού των 

, 

 και 

 είναι η τομή 

 των πεδίων ορισμού Α και Β των συναρτήσεων f και g αντιστοίχως, ενώ το πεδίο ορισμού της 

 είναι το 

, εξαιρουμένων των τιμών του x που μηδενίζουν τον παρονομαστή 

, δηλαδή το σύνολο



   και   

,   με   

.

Σύνθεση συναρτήσεων
Έστω η συνάρτηση 

. Η τιμή της φ στο x μπορεί να οριστεί σε δύο φάσεις ως εξής:

α) Στο 
[image: image6.wmf]Ñ
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x

 αντιστοιχίζουμε τον αριθμό 

 και στη συνέχεια

β) στο 

 αντιστοιχίζουμε τον αριθμό 

, εφόσον 

.




Στη διαδικασία αυτή εμφανίζονται δύο συναρτήσεις:

α) η 

, που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 
[image: image7.wmf]Ñ

=
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 (α΄ φάση) και

β) η 

, που έχει πεδίο ορισμού το σύνολο 

 (β΄ φάση).

Έτσι, η τιμή της φ στο x γράφεται τελικά



.

Η συνάρτηση φ λέγεται σύνθεση της  f  με την  g  και συμβολίζεται με 

.

Το πεδίο ορισμού της φ δεν είναι ολόκληρο το πεδίο ορισμού Α της f, αλλά περιορίζεται στα 

 για τα οποία η τιμή 

 ανήκει στο πεδίο ορισμού Β της g, δηλαδή είναι το σύνολο 

. Γενικά:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις με πεδίο ορισμού Α, Β αντιστοίχως, τότε ονομάζουμε σύνθεση της f με την g, και τη συμβολίζουμε με 

, τη συνάρτηση με τύπο



.




Το πεδίο ορισμού της 

 αποτελείται από όλα τα στοιχεία x του πεδίου ορισμού της  f  για τα οποία το 

 ανήκει στο πεδίο ορισμού της g. Δηλαδή είναι το σύνολο



.

Είναι φανερό ότι η 

 ορίζεται αν 

, δηλαδή αν 

.

ΠΡΟΣΟΧΗ
Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου, θα ασχοληθούμε μόνο με συναρτήσεις που οι συνθέσεις τους έχουν πεδίο ορισμού διάστημα ή ένωση διαστημάτων.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Έστω οι συναρτήσεις 

 και 

. Να βρείτε τις συναρτήσεις:

i) 

        
             ii) 

.

ΛΥΣΗ

Η συνάρτηση  f  έχει πεδίο ορισμού το 

, ενώ η g το 

.

 i) Για να ορίζεται η παράσταση 

 πρέπει:

     

    και     




        (1)

ή, ισοδύναμα,



,

δηλαδή πρέπει 

. Επομένως, ορίζεται η gof  και είναι



,    για κάθε    

.

ii) Για να ορίζεται η παράσταση 

 πρέπει:



    και    


ή, ισοδύναμα,



,

δηλαδή πρέπει 

. Επομένως,ορίζεται η fog και είναι



,    για κάθε    

.

ΣΧΟΛΙΑ

( Στην παραπάνω εφαρμογή παρατηρούμε ότι 

. Γενικά, αν  f, g  είναι δύο συναρτήσεις και ορίζονται οι 

 και 

, τότε αυτές δ ε ν  ε ί ν α ι  υ π ο χ ρ ε ω τ ι κ ά  ίσες.

( Αν 

 είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η 

, τότε ορίζεται και η 

 και ισχύει


.

Τη συνάρτηση αυτή τη λέμε σύνθεση των f, g και h και τη συμβολίζουμε με 

. Η σύνθεση συναρτήσεων γενικεύεται και για περισσότερες από τρεις συναρτήσεις.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
 1.
Ποιο είναι το πεδίο ορισμού των παρακάτω συναρτήσεων;

  i) 

,

ii) 


iii) 



iv) 


 2.
Για ποιές τιμές του 
[image: image8.wmf]Ñ
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 η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  βρίσκεται πάνω από τον άξονα 

, όταν:

i) 

,          ii) 

,          iii) 

.

 3.
Για ποιές τιμές του 
[image: image9.wmf]Ñ
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 η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f  βρίσκεται πάνω από τη γραφική παράσταση της συνάρτησης g, όταν:

i) 

        και        


ii) 

        και        

.

 4.
Οι ανθρωπολόγοι εκτιμούν οτι το ύψος του ανθρώπου δίνεται από τις συναρτήσεις:



  (για τους άνδρες)  και




    

  (για τις γυναίκες)


όπου x σε εκατοστά, το μήκος του βραχίονα. Σε μία ανασκαφή βρέθηκε ένα οστό από βραχίονα μήκους 0,45 m.

α) Αν προέρχεται από άνδρα ποιο ήταν το ύψος του;

β) Aν προέρχεται από γυναίκα ποιο ήταν το ύψος της;

 5.
Σύρμα μήκους 

cm κόβεται σε δύο κομμάτια με μήκη x cm και 

cm. Με το πρώτο κομμάτι σχηματίζουμε τετράγωνο και με το δεύτερο ισόπλευρο τρίγωνο. Να βρείτε το άθροισμα των εμβαδών των δύο σχημάτων ως συνάρτηση του x.

6. Nα παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση:

  i)  

,


ii) 

,

iii) 


           iv) 

.

Και από τη γραφική παράσταση να προσδιορίσετε το σύνολο των τιμών της  f  σε καθεμιά περίπτωση.

 7.
Να εξετάσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις είναι 

. Στις περιπτώσεις που είναι 

 να προσδιορίσετε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του ( στο οποίο ισχύει 

.

  i) 

         και        


 ii) 

    και        


iii) 

      και        

.

 8.
Δίνονται οι συναρτήσεις



      και      

.

Να βρείτε τις συναρτήσεις 

 και 

.

 9.
Ομοίως για τις συναρτήσεις



      και      

.

10.
Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση 

, αν


  i) 

   και  

,     ii) 

  και   


iii) 

   και  

.

11.
Δίνονται οι συναρτήσεις 

 και 

. Να προσδιορίσετε τις συναρτήσεις 

 και 

.

12.
Να εκφράσετε τη συνάρτηση  f  ως σύνθεση δύο ή περισσοτέρων συναρτήσεων, αν


 i) 

,
 

ii) 


iii) 

,

           iv) 

.

B΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Να προσδιορίσετε τη συνάρτηση  f  της οποίας η γραφική παράσταση είναι:

  

   

   


 2.
Ένα κουτί κυλινδρικού σχήματος έχει ακτίνα βάσης x cm και όγκο 628 cm3. Το υλικό των βάσεων κοστίζει 4 δρχ. ανά cm2, ενώ το υλικό της κυλινδρικής επιφάνειας 1,25 δρχ. ανά cm2. Να εκφράσετε το συνολικό κόστος ως συνάρτηση του x. Πόσο κοστίζει ένα κουτί με ακτίνα βάσης 5 cm, και ύψος 8 cm;




 3.
Στο διπλανό σχήμα είναι 

, 

 και 

. Να εκφράσετε το εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου χωρίου ως συνάρτηση του 

, όταν το Μ διαγράφει το ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ.




 4.
Ένα ορθογώνιο ΚΛΜΝ ύψους x cm είναι εγγεγραμμένο σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ βάσης 

cm και ύψους 

cm. Να εκφράσετε το εμβαδό Ε και την περίμετρο Ρ του ορθογωνίου ως συνάρτηση του x.

 5.
Να παραστήσετε γραφικά τη συνάρτηση:

i) 

,

ii) 

,


.


Aπό τη γραφική παράσταση της  f  να προσδιορίσετε το σύνολο τιμών της σε καθεμιά περίπτωση.

 6.
Να βρείτε συνάρτηση  f  τέτοια, ώστε να ισχύει:

  i) 

   ,      αν      


 ii) 

        ,      αν      


iii) 

         ,      αν      

.

 7.
Δίνονται οι συναρτήσεις 

 και 

. Για ποια τιμή του 
[image: image10.wmf]Ñ
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 ισχύει 

.

 8.
Δίνονται οι συναρτήσεις:



,   με   

    και    

.

Να αποδείξετε ότι

α) 

,   για κάθε   
[image: image11.wmf]}
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  και

β) 

,   για κάθε   

.

 9.
Οι πολεοδόμοι μιας πόλης εκτιμούν ότι, όταν ο πληθυσμός Ρ της πόλης είναι x εκατοντάδες χιλιάδες άτομα, θα υπάρχουν στην πόλη 

 χιλιάδες αυτοκίνητα. Έρευνες δείχνουν ότι σε t έτη από σήμερα ο πληθυσμός της πόλης θα είναι 

 εκατοντάδες χιλιάδες άτομα.

  i) Να εκφράσετε τον αριθμό Ν των αυτοκινήτων της πόλης ως συνάρτηση του t.

  ii)
Πότε θα υπάρχουν στην πόλη 120 χιλιάδες αυτοκίνητα.;

1.3

 ΜΟΝΟΤΟΝΕΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ - 

         ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ
Μονοτονία συνάρτησης

( Οι έννοιες “γνησίως αύξουσα συνάρτηση”, “γνησίως φθίνουσα συνάρτηση” είναι γνωστές από προηγούμενη τάξη. Συγκεκριμένα, μάθαμε ότι:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Μια συνάρτηση  f  λέγεται(1) :

( γνησίως αύξουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 

 με 

 ισχύει:



      (Σχ. α)

( γνησίως φθίνουσα σ’ ένα δ ι ά σ τ η μ α  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 

 με 

 ισχύει:



       (Σχ. β)


                       


Για να δηλώσουμε ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοίχως γνησίως φθίνουσα) σε ένα διάστημα Δ, γράφουμε  

Δ (αντιστοίχως 

Δ).




Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

:

( είναι γνησίως αύξουσα στο 

, αφού για 

 έχουμε 

, δηλαδή




( είναι γνησίως φθίνουσα στο 

, αφού για 

 έχουμε 

, οπότε 

, δηλαδή

 

 

.

Αν μια συνάρτηση  f  είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού της, τότε λέμε ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη στο Δ. Στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού της  f  είναι ένα διάστημα Δ και η  f  είναι γνησίως μονότονη σ’ αυτό, τότε θα λέμε, απλώς, ότι η  f  είναι γνησίως μονότονη.
Ακρότατα συνάρτησης
Οι έννοιες “μέγιστο”, “ελάχιστο”, συνάρτησης είναι και αυτές γνωστές από προηγούμενες τάξεις. Συγκεκριμένα μάθαμε ότι:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι:

( Παρουσιάζει στο 

 (ολικό) μέγιστο, το 

, όταν



  για κάθε  

     (Σχ. 27α)

( Παρουσιάζει στο 

 (ολικό) ελάχιστο, το 

, όταν



    για κάθε  

     (Σχ. 27β).



            


Για παράδειγμα:

( Η συνάρτηση 

  (Σχ. 28α) παρουσιάζει μέγιστο στο 

, το 

, αφού 

 για κάθε 
[image: image12.wmf]Ñ
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( Η συνάρτηση 

 (Σχ. 28β) παρουσιάζει ελάχιστο στο 

, το 

, αφού 

 για κάθε 
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( Η συνάρτηση 

 (Σχ. 29α) παρουσιάζει μέγιστο, το 

, σε καθένα από τα σημεία 

, 
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 και ελάχιστο, το 

, σε καθένα από τα σημεία 

, 
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, αφού 

 για κάθε 
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( Η συνάρτηση 

 (Σχ. 29β) δεν παρουσιάζει ούτε μέγιστο, ούτε ελάχιστο, αφού είναι γνησίως αύξουσα.
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Όπως είδαμε και στα προηγούμενα παραδείγματα, άλλες συναρτήσεις παρουσιάζουν μόνο μέγιστο, άλλες μόνο ελάχιστο, άλλες και μέγιστο και ελάχιστο και άλλες ούτε μέγιστο ούτε ελάχιστο.

Το (ολικό) μέγιστο και το (ολικό) ελάχιστο μιας συνάρτησης  f  λέγονται (ολικά) ακρότατα της  f.

Συνάρτηση 





Έστω η συνάρτηση 

 Παρατηρούμε ότι για οποιαδήποτε 

 ισχύει η συνεπαγωγή: 

 “Aν  

,  τότε  

”,

που σημαίνει ότι:


“Τα διαφορετικά στοιχεία 

 έχουν πάντοτε διαφορετικές εικόνες”.

Λόγω της τελευταίας ιδιότητας η συνάρτηση 

 λέγεται συνάρτηση 

 (ένα προς ένα). Γενικά:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Μια συνάρτηση 
[image: image19.wmf]Ñ
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f

:

 λέγεται συνάρτηση 

, όταν για οποιαδήποτε 

 ισχύει η συνεπαγωγή:

αν   

,    τότε    

.
(1) Μια συνάρτηση f λέγεται, απλώς,:


    ( αύξουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ��� ισχύει


� EMBED Equation.3  ���.


    ( φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ, όταν για οποιαδήποτε � EMBED Equation.3  ��� με � EMBED Equation.3  ��� ισχύει


� EMBED Equation.3  ���.
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