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1

 ΠΙΝΑΚΕΣ -

 ΓΡΑΜΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ
1.1

Η  ΕΝΝΟΙΑ  ΤΟΥ  ΠΙΝΑΚΑ
Γενικά
Τέσσερα εργοστάσια παραγωγής αυτοκινήτων 

 και Δ δίνουν για το τελευταίο μοντέλο τους ως προς πέντε τεχνικά χαρακτηριστικά τις εξής πληροφορίες:

Εργοστάσιο Α:
Ισχύς 97 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 km/h 10,7 sec, τελική ταχύτητα 180 km/h, κατανάλωση στην πόλη ανά 100 km 9,5 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 10.

Εργοστάσιο Β:
Ισχύς 100 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 km/h 12,9 sec, τελική ταχύτητα 191 km/h, κατανάλωση στην πόλη ανά 100 km 11 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 11.

Εργοστάσιο Γ:
Ισχύς 45 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 km/h 17,9 sec, τελική ταχύτητα 140 km/h, κατανάλωση στην πόλη ανά 100 km, 7,1 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 6.

Εργοστάσιο Δ:
Ισχύς 174 DIN, χρόνος για τη μεταβολή της ταχύτητας από 0-100 km/h 7,6 sec, τελική ταχύτητα 225 km/h, κατανάλωση στην πόλη ανά 100 km 12,5 lit, φορολογήσιμοι ίπποι 20.

Τις πληροφορίες αυτές μπορούμε να τις παρουσιάσουμε πιο οργανωμένα ως εξής:




Τα αριθμητικά δεδομένα της ορθογώνιας αυτής διάταξης, κλεισμένα μέσα σε αγκύλες,



 

λέμε ότι σχηματίζουν έναν πίνακα με 4 γραμμές και 5 στήλες ή, συντομότερα, έναν πίνακα τύπου 4(5 ή ακόμα έναν 4(5 πίνακα.

Έστω το σύστημα



. 

Το σύστημα αυτό θα μπορούσε να παρασταθεί ως εξής:




Έτσι οι συντελεστές των αγνώστων σχηματίζουν τον 3(4 πίνακα




και οι συντελεστές των αγνώστων μαζί με τους σταθερούς όρους τον 3(5 πίνακα



.
Γενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Μια διάταξη 

 το πλήθος αριθμών σε μορφή ορθογωνίου σχήματος με μ γραμμές και ν στήλες, λέγεται πίνακας τύπου 

 ή απλούστερα 

 πίνακας.

Τους πίνακες τους συμβολίζουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα 

 κτλ. Οι αριθμοί με τους οποίους σχηματίζουμε έναν πίνακα λέγονται στοιχεία του πίνακα.

Το στοιχείο ενός 

 πίνακα Α που ανήκει στην i-γραμμή και j-στήλη συμβολίζεται με 

.

Έτσι ο 

 πίνακας Α γράφεται:

        j στήλη




ή συντομογραφικά 

, 

, 

.

Για παράδειγμα, ο 

 πίνακας 

 με 

 έχει στοιχεία 

, 

, 

 και 

. Επομένως, ο πίνακας αυτός γράφεται 

.

Η ισότητα μεταξύ των πινάκων ορίζεται ως εξής:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Δυο πίνακες 

 λέμε ότι είναι ίσοι, όταν έχουν τον ίδιο αριθμό γραμμών, τον ίδιο αριθμό στηλών (δηλαδή αν είναι του ίδιου τύπου) και τα αντίστοιχα στοιχεία τους είναι ίσα.

Για να δηλώσουμε ότι δύο πίνακες είναι ίσοι γράφουμε 


Από τον ορισμό αυτό προκύπτει ότι δύο πίνακες διαφορετικού τύπου δεν μπορεί να είναι ίσοι.

Αν ένας πίνακας έχει τον ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών, δηλαδή είναι τύπου 

 για κάποιο 

, τότε ο πίνακας αυτός λέγεται τετραγωνικός πίνακας.

Τα στοιχεία 

 ενός τετραγωνικού πίνακα Α, λέμε ότι σχηματίζουν την κύρια διαγώνιο του Α.

Αν τα στοιχεία ενός τετραγωνικού πίνακα Α που δεν βρίσκονται στην κύρια διαγώνιο είναι όλα 0, τότε ο Α λέγεται διαγώνιος πίνακας.

Για παράδειγμα, οι πίνακες:



,    

,    


είναι διαγώνιοι πίνακες.

Ένας πίνακας που έχει μία μόνο γραμμή, όπως ο 

 λέγεται πίνακας γραμμή, ενώ ένας πίνακας που έχει μία μόνο στήλη, όπως ο 

 λέγεται πίνακας στήλη. Ένας πίνακας που έχει ένα μόνο στοιχείο, όπως ο 

 λέγεται πίνακας στοιχείο.

Τέλος, ένας τετραγωνικός πίνακας λέγεται τριγωνικός άνω, όταν όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά και τριγωνικός κάτω, όταν όλα τα στοιχεία του που βρίσκονται πάνω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδενικά.

Για παράδειγμα, οι πίνακες



,    


είναι τριγωνικοί άνω, ενώ οι πίνακες



,    


είναι τριγωνικοί κάτω.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ



1. Το διπλανό σχήμα παριστάνει το οδικό δίκτυο που συνδέει τις πόλεις

 και Ε. Να παρασταθεί το δίκτυο αυτό με έναν πίνακα του οποίου κάθε στοιχείο να φανερώνει το πλήθος των δυνατών τρόπων μετάβασης από πόλη σε πόλη, (όχι οπωσδήποτε διαφορετική πόλη), αφού προηγουμένως περάσουμε από μία μόνο πόλη, π.χ. ΑΒΑ κτλ.

ΛΥΣΗ
Από την πόλη Α στην Α υπάρχουν 3 τρόποι: 

, 

, 

, από την Α στην Β δεν υπάρχει τρόπος, αφού πρέπει να περάσουμε από μία μόνο πόλη, από την Α στην Γ υπάρχουν 2 τρόποι 

, 

, από την Α στη Δ υπάρχει ένας τρόπος 

, από την Α στην Ε υπάρχει 1 τρόπος 

 κτλ.





Έτσι το οδικό δίκτυο μπορεί να παρασταθεί με τον πίνακα διπλής εισόδου.




 ή απλά με τον

 5 (5 πίνακα

2. Να εξεταστεί αν υπάρχουν τιμές των 

 για τις οποίες ισχύουν:
i) 


ii) 


ΛΥΣΗ

i) H ισότητα 

 ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι ισότητες 

.

Η τρίτη ισότητα αληθεύει για 

. Η τιμή αυτή του x επαληθεύει και τις άλλες δύο ισότητες. Επομένως, οι παραπάνω ισότητες συναληθεύουν για 

.

ii) Η ισότητα 

 ισχύει, αν και μόνο αν συναληθεύουν οι ισότητες 

.

Η δεύτερη και τρίτη ισότητα γράφονται 

 και προφανώς δεν συναληθεύουν για καμία τιμή των x και y. Επομένως, δεν υπάρχουν τιμές των 

 για τις οποίες οι πίνακες αυτοί να είναι ίσοι.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ







1.
Ο διπλανός πίνακας δείχνει για τρεις ομάδες ποδοσφαίρου τους αγώνες Α, τις νίκες Ν, τις ήττες Η, τις ισοπαλίες Ι, τα τέρματα Ε που πέτυχε η ομάδα, τα τέρματα Δ που δέχτηκε η ομάδα και τους βαθμούς Β που έχει. Αν 

 είναι ο πίνακας αυτός, τότε να βρείτε:

 i) Ποιος είναι ο τύπος του πίνακα.

ii) Ποιες πληροφορίες μας δίνουν τα στοιχεία 

 και 

.

2.
Δίνεται συντομογραφικά ο 

 πίνακας 

 όπου 

. Να παραστήσετε τον πίνακα αυτόν, αφού βρείτε τα στοιχεία του.

3.
Να βρείτε τα 

 για τα οποία ισχύει:

i)  


    ii) 

.

4.  Για ποια τιμή του θετικού αριθμού x ο πίνακας 

 είναι διαγώνιος.

5.
Να βρεθούν οι τιμές των 

 για τις οποίες ισχύει:



.

1.2

ΠΡΟΣΘΕΣΗ ΠΙΝΑΚΩΝ -
       ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ ΜΕ ΠΙΝΑΚΑ
Πρόσθεση πινάκων
Μία εταιρεία πουλάει τηλεοράσεις, ψυγεία, κουζίνες και πλυντήρια σε Αθήνα, Θεσσαλονίκη και Πάτρα. Οι πωλήσεις τους μήνες Σεπτέμβριο και Οκτώβριο παρουσίασαν την εξής κίνηση:


Σεπτέμβριος
Aθήνα      Θεσ/κη     Πάτρα
Οκτώβριος
Aθήνα      Θεσ/κη    Πάτρα

Τηλεοράσεις
18
16
13
20
18
15

Ψυγεία
12
10
9
15
13
12

Κουζίνες
9
11
8
13
10
10

Πλυντήρια
14
12
10
17
16
8

Επομένως, τους δυο αυτούς μήνες οι συνολικές πωλήσεις της εταιρείας ήταν οι εξής:



.

Αν τώρα θεωρήσουμε τους πίνακες των παραπάνω πωλήσεων έχουμε:

Για το Σεπτέμβριο:   


Για τον Οκτώβριο:    


και για τις συνολικές πωλήσεις:



.

O πίνακας Γ λέγεται άθροισμα των πινάκων Α και Β και συμβολίζεται με 

, δηλαδή 

.

Γενικά έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Άθροισμα δυο 

 πινάκων 

 και 

 λέγεται ο 

 πίνακας του οποίου κάθε στοιχείο είναι το άθροισμα των αντίστοιχων στοιχείων των Α και Β. Ο πίνακας αυτός συμβολίζεται με 

. Δηλαδή,




Δεν ορίζουμε άθροισμα πινάκων διαφορετικού τύπου.

Για παράδειγμα, οι πίνακες 

 και  

 που είναι του ίδιου τύπου 

, με βάση τον παραπάνω ορισμό, μπορούν να προστεθούν και το άθροισμά τους είναι



,

ενώ οι πίνακες 

 και 

, που δεν είναι του ίδιου τύπου δεν μπορούν να προστεθούν.

Η πράξη με την οποία βρίσκουμε το άθροισμα δύο πινάκων λέγεται π ρ ό σ θ ε σ η  π ι ν ά κ ω ν.

Ιδιότητες της πρόσθεσης των πινάκων
Η πρόσθεση των πινάκων έχει ιδιότητες ανάλογες με την πρόσθεση των πραγματικών αριθμών. Συγκεκριμένα: 

( Αν 

 είναι 

 πίνακες, τότε

        

              αντιμεταθετική



       προσεταιριστική 

( Αν 
[image: image1.wmf]Î

 είναι ο 

 πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι μηδέν, τότε για κάθε 

 πίνακα Α ισχύει
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Ο πίνακας 
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 λέγεται μηδενικός πίνακας.

Για παράδειγμα, οι πίνακες 

, 

 είναι μηδενικοί.

( Αν με 

 συμβολίσουμε τον πίνακα του οποίου όλα τα στοιχεία είναι αντίθετα των αντίστοιχων στοιχείων ενός πίνακα Α, τότε ισχύει
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Ο πίνακας 

 λέγεται αντίθετος του πίνακα Α.

Για παράδειγμα, ο αντίθετος του πίνακα 

 είναι ο πίνακας 

.

Η προσεταιριστική ιδιότητα μας επιτρέπει να γράφουμε 

 για καθένα από τα ίσα αθροίσματα 

, 

. Ομοίως, αν 

 είναι πίνακες του ίδιου τύπου, τότε έχουμε:

        



                   

  κτλ.

και επομένως, μπορούμε να γράφουμε 

 για καθένα από τα αθροίσματα αυτά. Γενικά, επειδή ισχύει η αντιμεταθετική και η προσεταιριστική ιδιότητα, μπορεί να αποδειχθεί ότι το άθροισμα τριών ή περισσοτέρων πινάκων  

 είναι το ίδιο κατά οποιονδήποτε τρόπο και αν εκτελεστεί η πρόσθεση και συμβολίζεται με 

.

Αφαίρεση πινάκων
Όπως και στην περίπτωση των πραγματικών αριθμών, έτσι και στους πίνακες η αφαίρεση ορίζεται με τη βοήθεια της πρόσθεσης. Συγκεκριμένα, αν 

 είναι δύο 

 πίνακες, τότε η διαφορά 

 ορίζεται ως εξής:





Για παράδειγμα, αν 

 και 

, τότε



.

Δηλαδή, ο πίνακας 

 προκύπτει με αφαίρεση των στοιχείων του Β από τα αντίστοιχα στοιχεία του Α.

Από τους παραπάνω ορισμούς της πρόσθεσης και της αφαίρεσης προκύπτει ότι:





Πράγματι:

( Αν 

, τότε 

, οπότε 

, ενώ

( Αν 

, τότε 

, οπότε 

.

Πολλαπλασιασμός αριθμού με πίνακα
Ο παρακάτω πίνακας Α περιγράφει τις τιμές πώλησης σε δραχμές τριών ηλεκτρικών ειδών μιας βιομηχανίας σε δύο υποκαταστήματα:

                   Tηλεοράσεις      Βίντεο     Στερεοφωνικά




Αν κατά την περίοδο των εκπτώσεων, ο βιομήχανος προτίθεται να κάνει έκπτωση 20% στα προϊόντα του, τότε πρέπει να διαμορφώσει τις νέες τιμές στο 80% των προηγουμένων. Οι νέες τιμές πώλησης θα προκύψουν αν πολλαπλασιάσουμε τις παλιές τιμές με 0,8, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:





 EMBED Equation.3  
.

Ο πίνακας Β λέγεται γινόμενο του αριθμού 0,8 με τον πίνακα Α και συμβολίζεται με 

, δηλαδή είναι 

. Γενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό:

OΡΙΣΜΟΣ
Γινόμενο ενός πραγματικού αριθμού λ με έναν πίνακα 

, λέγεται ο πίνακας που προκύπτει αν πολλαπλασιάσουμε κάθε στοιχείο του Α με λ. Ο πίνακας αυτός συμβολίζεται με 

 ή 

. Δηλαδή,




Η πράξη με την οποία βρίσκουμε το γινόμενο αριθμού με πίνακα λέγεται π ο λ- λ α π λ α σ ι α σ μ ό ς  α ρ ι θ μ ο ύ  μ ε  π ί ν α κ α.
Για παράδειγμα, το γινόμενο του αριθμού 

 με τον πίνακα 

 είναι ο πίνακας:





 EMBED Equation.3  
.





      
Iδιότητες του πολλαπλασιασμού αριθμού με πίνακα
Αν 

 είναι 

 πίνακες και 

 πραγματικοί αριθμοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες, που είναι άμεση συνέπεια του ορισμού:

1.   


2.   


3.       


4.           



Επιπλέον, ισχύει η ισοδυναμία:
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ΕΦΑΡΜΟΓH
Nα βρεθεί ο πίνακας Χ για τον οποίο ισχύει:



.

(Mια τέτοια ισότητα είναι μια ε ξ ί σ ω σ η  με  π ί ν α κ ε ς).

ΛΥΣΗ
Έχουμε
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.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις, να βρείτε το άθροισμα 

 και την διαφορά 

, εφόσον φυσικά ορίζονται:

  
  i) 

,



  ii) 

,



iii) 

,



iv) 

,



v)  

,


.

2.  Αν είναι 

, 

, 

 και 

, να βρείτε το άθροισμα 

.

3.
Να βρείτε τα 

 για τα οποία ισχύει η ισότητα:



.

4.
Να κάνετε τις πράξεις:

  i) 


      ii)


iii)  

.

5.
Αν 

   και   

, να βρείτε τους πίνακες:

 i) 

       ii) 

       iii) 

       iv) 

.

6.
Να λύσετε τις εξισώσεις:

 i) 


ii)  

.

7.
Να αποδείξετε ότι το άθροισμα




είναι ένας διαγώνιος πίνακας.

8.
Αν 

  και   

, να βρείτε τις τιμές των 

 ώστε να ισχύει:



.

B΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Να βρείτε τα 

 για τα οποία ισχύει:

i)

 ii) 

.

2.
Nα βρείτε τους πίνακες 

 για τους οποίους ισχύει:



    και    

.

3.
Αν 

  και  

, να λύσετε την εξίσωση



.

4.
Μια βιομηχανία που κατασκευάζει τηλεοράσεις, βίντεο και κάμερες έχει δύο εργοστάσια παραγωγής 

 και 

. Το κόστος παραγωγής ανά συσκευή δίνεται (σε χιλιάδες δρχ.) στους παρακάτω πίνακες:

              Τηλ.   Βιντ.  Καμ.

          Τηλ.  Βιντ.  Καμ.

      

    

.

Να βρείτε τον πίνακα 

 και να εξηγήσετε τι εκφράζει.

5.
Μια βιομηχανία έχει τέσσερα εργοστάσια παραγωγής 

 και 

, καθένα από τα οποία παράγει δύο προϊόντα 

 και 

. Το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής σε μονάδες προϊόντων δίνεται στον επόμενο πίνακα:




              


  

     

      




.

        i) Nα βρείτε το ημερήσιο επίπεδο παραγωγής, αν αυτή αυξηθεί κατά 10%.

       ii) Να βρείτε το σύνολο της παραγωγής ανά προϊόν σε 5 μήνες, αν υποτεθεί ότι τα εργοστάσια δούλεψαν 2 μήνες με το προηγούμενο επίπεδο και 3 μήνες με το νέο επίπεδο παραγωγής (1 μήνας = 30 μέρες).

1.3

ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΜΟΣ  ΠΙΝΑΚΩΝ
Ορισμός του γινομένου δύο πινάκων

Ας υποθέσουμε ότι για την κατασκευή δύο ειδών γλυκισμάτων 

 και 

 χρειαζόμαστε τα υλικά σε kg που φαίνονται στον παρακάτω 

 πίνακα:



     Αλεύρι     Ζάχαρη     Βούτυρο




 EMBED Equation.3  
.

Έστω επίσης ότι το κόστος σε δρχ. των υλικών αυτών ανά κιλό, για τα έτη 1992 και 1993, είναι όπως δείχνει ο παρακάτω 

 πίνακας:



        1992        1993

                        



 EMBED Equation.3  

Για να βρούμε το κόστος σε δραχμές των υλικών του γλυκίσματος 

, πολλαπλασιάζουμε τις ποσότητες των υλικών με τις αντίστοιχες τιμές και προσθέτουμε τα γινόμενα αυτά. Δηλαδή το κόστος του 

 το 1992 ήταν



.

Η παραπάνω διαδικασία περιγράφεται με τη βοήθεια των πινάκων ως εξής:
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