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.      (
Όριο σύνθετης συνάρτησης
Με τις ιδιότητες που αναφέρουμε μέχρι τώρα μπορούμε να προσδιορίσουμε τα όρια απλών συναρτήσεων. Αν, όμως, θέλουμε να υπολογίσουμε το 

, της σύνθετης συνάρτησης 

 στο σημείο 

, τότε εργαζόμαστε ως εξής:

1. Θέτουμε 

.

2. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το 

 και

3. Υπολογίζουμε (αν υπάρχει) το 

.

Αποδεικνύεται ότι, αν 

 κοντά στο 

, τότε το ζητούμενο όριο είναι ίσο με 

, δηλαδή ισχύει:



.

ΠΡΟΣΟΧΗ
Στη συνέχεια και σε όλη την έκταση του βιβλίου τα όρια της μορφής 

 με τα οποία θα ασχοληθούμε θα είναι τέτοια, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη: “

 κοντά στο 

” και γιαυτό δεν θα ελέγχεται.

Για παράδειγμα:

α) Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο



.

Αν θέσουμε 

, τότε 

, οπότε



.

β) Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το όριο



.

Είναι



.

Έτσι, αν θέσουμε 

, τότε 

, οπότε



.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Nα βρείτε τα όρια:

  i)


                           ii)


      iii)


                               iv) 


       v)


                                   vi) 


     vii)


                                   viii) 

.

2.
Έστω μια συνάρτηση  f  με 

. Να βρείτε το 

 αν:

   i)

                              ii)

      

 iii) 

.

3.
Να βρείτε τα όρια

         i) 

ii)                                   ii) 


 iii) 

                                       iv) 

.

4.
Να βρείτε τα όρια

        i) 

                                        ii) 


iii) 

                                  iv) 

.

5.
Να βρείτε (αν υπάρχει), το όριο της  f  στο 

 αν:

        i) 

             και     


  ii) 

      και      

.

6.
Να βρείτε τα όρια:

        i) 

                    ii) 

                  iii) 


      iv) 

               v) 

              vi) 
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7.
Να βρείτε τα όρια:

       i) 

                 ii) 

            iii) 

.

8.
Nα βρείτε το 

, αν:

  
 i) 

     για κάθε  
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ii) 

    για κάθε 

.

9.
Δίνεται η συνάρτηση 

. Να βρείτε τις τιμές των 
[image: image3.wmf]Ñ
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, για τις οποίες ισχύει    

.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Να βρείτε τα όρια:

 
  i) 

                 ii)

        

iii) 


2.
Nα βρείτε όσα από τα παρακάτω όρια υπάρχουν

   
  i) 



ii) 


 
iii) 


iv) 

.




3.
Στο διπλανό σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ορθογώνιο με 

. Να υπολογίσετε τα όρια:


 i) 

,            ii) 

            iii) 

.

4.
Να βρείτε το 

, αν:

 i)  



ii)  

.

1.6

ΜΗ  ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΟ  ΟΡΙΟ  ΣΤΟ 
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( Στο σχήμα 54 έχουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  f  κοντά στο 

. Παρατηρούμε ότι, καθώς το x κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα 

 πλησιάζει τον πραγματικό αριθμό 

, οι τιμές 

 αυξάνονται  απεριόριστα και γίνονται μεγαλύτερες από οποιονδήποτε θετικό αριθμό Μ. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτηση  f  έχει στο 

 όριο 

 και γράφουμε

                    

.




( Στο σχήμα 55 έχουμε τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης  f  κοντά στο 

. Παρατηρούμε ότι, καθώς το x κινούμενο με οποιονδήποτε τρόπο πάνω στον άξονα 

 πλησιάζει τον πραγματικό αριθμό 

, οι τιμές 

 ελαττώνονται απεριόριστα και γίνονται μικρότερες από οποιονδήποτε αρνητικό αριθμό 

 

. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η συνάρτηση  f  έχει στο 

 όριο 

 και γράφουμε

                  

.

ΟΡΙΣΜΟΣ(
Έστω μια συνάρτηση  f  που είναι ορισμένη σε ένα σύνολο της μορφής 

. Ορίζουμε

(


, όταν για κάθε 

 υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε για κάθε 

, με 

 να ισχύει




(


, όταν για κάθε 

 υπάρχει 

 τέτοιο, ώστε για κάθε 

, με 

 να ισχύει




Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν όταν 

 και 

.



                         


Όπως στην περίπτωση των πεπερασμένων ορίων έτσι και για τα άπειρα όρια συναρτήσεων, που ορίζονται σε ένα σύνολο της μορφής 

, ισχύουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:




                          

.

Με τη βοήθεια του ορισμού αποδεικνύονται οι παρακάτω ιδιότητες:

( Αν 

, τότε 

 κοντά στο 

, ενώ 

    αν 

, τότε 

 κοντά στο 

.

( Αν 

, τότε 

 ,  ενώ 

    αν 

, τότε 

.

( Αν 

 ή 

, τότε 

.

( Αν 

 και 

 κοντά στο 

, τότε 

, ενώ         αν  
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    και 
[image: image6.wmf]0

)

(

<

x

f
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,   τότε  
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( Αν 

 ή 

, τότε 

.

( Αν 

, τότε 

.

Σύμφωνα με τις ιδιότητες αυτές έχουμε:



  και  γενικά  

,    
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  και  γενικά  

, 
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 ενώ



   και γενικά  

,  
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     (Σχ. 57β).

Επομένως, δεν υπάρχει στο μηδέν το όριο της 

, 
[image: image11.wmf]Í
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Για τα όρια αθροίσματος και γινομένου δύο συναρτήσεων αποδεικνύονται τα παρακάτω θεωρήματα:

ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο (όριο αθροίσματος)
Αν στο x0(







το όριο της  f  είναι:
α(
α(
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και το όριο της g είναι:
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τότε το όριο της 

 είναι:
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο (όριο γινομένου) 

Αν στο  x0(,











το όριο της  f
είναι:
α>0
α<0
α>0
α<0
0
0
+(
+(
-(
-(

και το όριο της  g

είναι:
+(
+(
-(
-(
+(
-(
+(
-(
+(
-(

τότε το όριο της

f(g  είναι:
+(
-(
-(
+(
;
;
+(
-(
-(
+(

Στους πίνακες των παραπάνω θεωρημάτων, όπου υπάρχει ερωτηματικό, σημαίνει ότι το όριο (αν υπάρχει) εξαρτάται κάθε φορά από τις συναρτήσεις που παίρνουμε. Στις περιπτώσεις αυτές λέμε ότι έχουμε απροσδιόριστη μορφή. Δηλαδή, απροσδιόριστες μορφές για τα όρια αθροίσματος και γινομένου συναρτήσεων είναι οι:



   και   

.

Επειδή 

 και 

, απροσδιόριστες μορφές για τα όρια της διαφοράς και του πηλίκου συναρτήσεων είναι οι:



,   

   και   

,   

.

Για παράδειγμα:

( αν πάρουμε τις συναρτήσεις 

 και 

, τότε έχουμε:



,         


και




ενώ,

( αν πάρουμε τις συναρτήσεις 

 και 

, τότε έχουμε:



,     
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Ανάλογα παραδείγματα μπορούμε να δώσουμε και για τις άλλες μορφές.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Nα βρεθούν τα όρια:

i)     



ii)     

.

ΛΥΣΗ
 i) Επειδή 

 και 

 κοντά στο 1, είναι 

. Eπειδή επιπλέον είναι 

, έχουμε:



.

ii) Επειδή 

 και 

 κοντά στο 2, είναι 

. Επειδή επιπλέον είναι 

, έχουμε



.

2. Να βρεθούν τα πλευρικά όρια της συνάρτησης 

 στο 

 και στη συνέχεια να εξετασθεί, αν υπάρχει το όριο της 

 στο 2.

ΛΥΣΗ

( Επειδή 

 και 

 για 

, είναι 

. Επειδή επιπλέον 

, έχουμε


.

( Επειδή 

 και 

 για 

, είναι 

. Επειδή επιπλέον 

, έχουμε


.

Παρατηρούμε ότι τα δύο πλευρικά όρια δεν είναι ίσα. Επομένως δεν υπάρχει όριο της  f  στο 2.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Nα βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο 

 όταν:
   
  i) 

,  

                   ii) 

,  


 
iii) 

,    

.
2.
Να βρείτε (αν υπάρχει) το όριο της  f  στο 

, όταν:
   
  i) 

,  

             ii) 

,    


 iii) 

,    

.
Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.
Να βρείτε (εφόσον υπάρχει) το 

.

2.
Να αποδείξετε ότι:

  
 i) Η συνάρτηση 

 δεν  έχει όριο στο 

.

 
ii) Η συνάρτηση 

 δεν έχει όριο στο 0.

3.
Δίνονται οι συναρτήσεις

            

        και        

.

Nα βρείτε τις τιμές των 
[image: image20.wmf]Ñ
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 για τις οποίες υπάρχουν στο 
[image: image21.wmf]Ñ

 τα όρια



        και        

.

Στη συνέχεια να υπολογίσετε τα παραπάνω όρια.

4.
Να βρείτε το 

, όταν:

i) 

      ii) 

      iii) 

.

1.7

OΡΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΣΤΟ  ΑΠΕΙΡΟ
Στα παρακάτω σχήματα έχουμε τις γραφικές παραστάσεις τριών συναρτήσεων 

 σε ένα διάστημα της μορφής 

.
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Παρατηρούμε ότι καθώς το x αυξάνεται απεριόριστα με οποιονδήποτε τρόπο,

( το 

 προσεγγίζει όσο θέλουμε τον πραγματικό αριθμό 

. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η  f  έχει στο 

 όριο το 

 και γράφουμε




( το 

 αυξάνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η g έχει στο 

 όριο το 

 και γράφουμε




( το 

 μειώνεται απεριόριστα. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι η h έχει στο 

 όριο το 

 και γράφουμε



.

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να αναζητήσουμε το όριο μιας συνάρτησης  f  στο 

, πρέπει η  f  να είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής 

.

Ανάλογοι ορισμοί μπορούν να διατυπωθούν, όταν 

 για μια συνάρτηση που είναι ορισμένη σε διάστημα της μορφής 

. ΄Ετσι, για τις συναρτήσεις 

 των παρακάτω σχημάτων έχουμε:
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     και     

.

Για τον υπολογισμό του ορίου στο 

 ή 

 ενός μεγάλου αριθμού συναρτήσεων χρειαζόμαστε τα παρακάτω βασικά όρια:



                                       και              

,      
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            και              

,      
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Για παράδειγμα,



,      

      και      

.

Για τα όρια στο 

, 

 ισχύουν οι γνωστές ιδιότητες των ορίων στο 

 με την προϋπόθεση ότι:

( οι συναρτήσεις είναι ορισμένες σε κατάλληλα σύνολα και

( δεν καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή.

Όριο πολυωνυμικής και ρητής συνάρτησης
( Έστω η συνάρτηση 

. Αν εφαρμόσουμε τις ιδιότητες των ορίων για τον υπολογισμό του 

, καταλήγουμε σε απροσδιόριστη μορφή. Στην περίπτωση αυτή εργαζόμαστε ως εξής:

Για 

 έχουμε



.

Επειδή



   και   


έχουμε



.

Γενικά

Για την πολυωνυμική συνάρτηση 

, με 

 ισχύει:



       και       


Για παράδειγμα,



.

( Έστω τώρα η συνάρτηση 

.

Για 

 έχουμε:



.

Επειδή




και




έχουμε



.

Γενικά,

Για τη ρητή συνάρτηση 

,  

, 

 ισχύει:



        και       


Για παράδειγμα,



.




Όρια εκθετικής - λογαριθμικής συνάρτησης
Αποδεικνύεται(1)  ότι:

( Αν 

 (Σχ. 60), τότε



,                 




,           






( Αν 

 (Σχ. 61), τότε



,              




,           



Πεπερασμένο όριο ακολουθίας
Η έννοια της ακολουθίας είναι γνωστή από προηγούμενες τάξεις. Συγκεκριμένα:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Ακολουθία ονομάζεται κάθε πραγματική συνάρτηση    
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Η εικόνα 

 της ακολουθίας α συμβολίζεται συνήθως με 

, ενώ η ακολουθία α συμβολίζεται με 

. Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

, 
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 είναι μια ακολουθία.

Επειδή το πεδίο ορισμού κάθε ακολουθίας, είναι το 
[image: image30.wmf]...}
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, έχει νόημα να μελετήσουμε τη συμπεριφορά της για πολύ μεγάλες τιμές του ν, δηλαδή όταν 

.

Ο ορισμός του ορίου ακολουθίας είναι ανάλογος του ορισμού του ορίου συνάρτησης στο 

 και διατυπώνεται ως εξής:

ΟΡΙΣΜΟΣ
Θα λέμε ότι η ακολουθία 

 έχει όριο το 
[image: image31.wmf]Î
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, όταν για κάθε 

, υπάρχει 
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 τέτοιο, ώστε για κάθε 

 να ισχύει




Οι γνωστές ιδιότητες των ορίων συναρτήσεων όταν 

, που μελετήσαμε στα προηγούμενα, ισχύουν και για τις ακολουθίες. Με τη βοήθεια των ιδιοτήτων αυτών μπορούμε να υπολογίζουμε όρια ακολουθιών.

Για παράδειγμα,



.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Nα βρείτε τα όρια:

   
  i) 

      ii)

       iii) 


  
  ii) 

    v)

       vi) 


 
vii) 

               viii)

.

2.
Να βρείτε τα όρια:

   
  i) 



    ii) 


 
iii) 
[image: image33.wmf])
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    iv) 


   
 v) 
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3.
Να βρείτε τα όρια:

   
  i) 

                             ii) 

 

  
 iii)

                    iv) 


 
  v) 

                       vi) 

.

 B΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.
Για τις διάφορες πραγματικές τιμές του μ, να υπολογίσετε τα παρακάτω όρια:

 
i) 
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    ii) 

.

2.
Nα προσδιορίσετε το 
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3.
Αν 

, να βρείτε τις τιμές των 
[image: image38.wmf]Ñ
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, για τις οποίες ισχύει  

.

4.
Να βρείτε τα όρια:

       i) 

         ii) 

        iii) 

.
1.8

ΣΥΝΕΧΕΙΑ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
Oρισμός της συνέχειας
Έστω οι συναρτήσεις 

 των οποίων οι γραφικές παραστάσεις δίνονται στα παρακάτω σχήματα.
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Παρατηρούμε ότι:

( Η συνάρτηση  f  είναι ορισμένη στο 

 και ισχύει:




( Η συνάρτηση g είναι ορισμένη στο 

 αλλά



.

( Η συνάρτηση h είναι ορισμένη στο 

 αλλά δεν υπάρχει το όριό της.

Από τις τρεις γραφικές παραστάσεις του σχήματος μόνο η γραφική παράσταση της  f  δε διακόπτεται στο 

. Είναι, επομένως, φυσικό να ονομάσουμε συνεχή στο 

 μόνο τη συνάρτηση  f.  Γενικά, έχουμε τον ακόλουθο ορισμό.

ΟΡΙΣΜΟΣ
΄Εστω μια συνάρτηση  f  και 

 ένα σημείο 

 του πεδίου ορισμού της. Θα λέμε ότι η  f  είναι συνεχής στο 

, όταν




Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

 είναι συνεχής στο 0, αφού 



.

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό, μια συνάρτηση  f  δεν είναι συνεχής σε ένα σημείο 

 του πεδίου ορισμού της όταν:

α) Δεν υπάρχει το όριό της στο 

 ή

β) Υπάρχει το όριό της στο 

, αλλά είναι διαφορετικό από την τιμή της, 

, στο σημείο 
[image: image41.wmf]0
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Για παράδειγμα:

( Η συνάρτηση 

   δεν είναι συνεχής στο 0, αφού



,       ενώ       

,

οπότε δεν υπάρχει το όριο της  f  στο 0.

( Η συνάρτηση 

   δεν είναι συνεχής στο 1, αφού



,   ενώ   

.

Μία συνάρτηση  f  που είναι συνεχής σε όλα τα σημεία του πεδίου ορισμού της, θα λέγεται, απλά, συνεχής συνάρτηση. 

Για παράδειγμα:

( Κάθε πολυωνυμική συνάρτηση Ρ είναι συνεχής, αφού για κάθε 
[image: image42.wmf]Ñ
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( Κάθε ρητή συνάρτηση 

 είναι συνεχής, αφού για κάθε  

 του πεδίου ορισμού της ισχύει



.

( Οι συναρτήσεις 

 και 

 είναι συνεχείς, αφού για κάθε 
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Τέλος, αποδεικνύεται ότι:

( Οι συναρτήσεις 

   και   

,  

 είναι συνεχείς.

Πράξεις με συνεχείς συναρτήσεις
Από τον ορισμό της συνέχειας στο 

 και τις ιδιότητες των ορίων προκύπτει το παρακάτω θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ
Αν οι συναρτήσεις  f  και g είναι συνεχείς στο 

, τότε είναι συνεχείς στο 

 και οι συναρτήσεις:



,    

,   όπου    
[image: image44.wmf]Ñ
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με την προϋπόθεση ότι ορίζονται σε ένα διάστημα που περιέχει το 

.

Για παράδειγμα:

( Οι συναρτήσεις 

 και 

 είναι συνεχείς ως πηλίκα συνεχών συναρτήσεων.

( Η συνάρτηση 

 είναι συνεχής στο πεδίο ορισμού της 

, αφού η συνάρτηση 

 είναι συνεχής.

( Η συνάρτηση 

 είναι συνεχής, αφού είναι της μορφής 

, όπου 

 η οποία είναι συνεχής συνάρτηση ως γινόμενο των συνεχών συναρτήσεων 

 και 

.

Τέλος, αποδεικνύεται ότι για τη σύνθεση συνεχών συναρτήσεων ισχύει το ακόλουθο θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ



Αν η συνάρτηση  f  είναι συνεχής στο 

 και η συνάρτηση g είναι συνεχής στο 

, τότε η σύνθεσή τους 

 είναι συνεχής στο 

.

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 

 είναι συνεχής σε κάθε σημείο του πεδίου ορισμού της ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 

 και 

.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Για ποια τιμή του α η συνάρτηση 

    είναι συνεχής;










(1) Η απόδειξη παραλείπεται.
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