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7.3
Η γραμμική συνάρτηση ƒ(x) = αx + β

Μορφές της γραμμικής συνάρτησης
Από το γυμνάσιο μάθαμε ότι η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης με γενικό τύπο ƒ(x) = αx + β (α, β πραγματικοί αριθμοί) είναι μια ευθεία στο ορθογώνιο σύστημα αξόνων.

Ανάλογα με τις σταθερές τιμές των α και β, ο γενικός αυτός τύπος συνάρτησης μπορεί να μας δώσει τις εξής ειδικότερες μορφές. Συγκεκριμένα:

· Αν α 0 και β = 0: ο τύπος της συνάρτησης έχει τη μορφή ƒ(x) = αx.
· [image: image1.wmf]a

b
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Το σύνολο των σημείων με συντεταγμένες  (x, y) που αποτε​λούν τη γραφική παρά​σταση αυτής της συνάρ​τη​σης, είναι όπως γνωρίζουμε μια ευθεία που περνά από την αρχή των αξόνων.

· Αν α = 0 και β  0: ο τύπος της συνάρτησης έχει τη μορφή ƒ(x) = β.
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Το σύνολο των σημείων με συντεταγμένες (x, y)=(x,2) που αποτελούν τη γραφική παράσταση μιας τέτοιας συν​άρ​τησης, είναι μια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x’x καθώς όλα της τα σημεία ισαπέχουν απ’ αυτόν. (αυτές οι συναρτήσεις που το σύ​νο​λο τιμών τους είναι ένα στοι​χεί​ο λέγονται σταθερές συν​αρ​​​τήσεις). Είναι προφανές πως όταν β=0 ο τύπος y=0 έχει γραφική παράσταση την ευθεία του άξονα  x’x.
· Αν α  0 και β  0: ο τύπος της συνάρτησης έχει την πλήρη μορφή ƒ(x)=αx+β.

· [image: image155.png]


Το σύνολο των σημείων με συντεταγμένες (x, y) που αποτελούν τη γραφική παράσταση αυτής της συνάρτησης, είναι μια ευθεία που τέμνει τους άξονες x’x και y’y. Με  x=0 είναι ƒ(0)=β και με ƒ(x)=0 είναι αx+β=0 δηλαδή x =
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. Έτσι, τα σημεία τομής αυτής της ευθείας με τους άξονες x’x και τον y’y είναι αντίστοιχα τα
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 και Λ(0, β).

Από τα παραπάνω διαπιστώνουμε ότι ο γενικός τύπος της συνάρτησης ƒ(x)=αx+β είναι δυνατόν να παραστήσει όλες τις μορφές των ευθειών που μπορούμε να χαράξουμε στο ορθογώνιο σύστημα, εκτός από αυτές που είναι κάθετες στον άξονα x’x.
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ΣΧΟΛΙΟ: Οι ευθείες που είναι κάθετες στον άξονα x’x δεν μπορούν να παρουσιαστούν με τον τύπο y = ƒ(x) μιας συνάρτησης. Αν μια τέτοια ευθεία τέμνει για παράδειγμα τον άξονα x’x στο σημείο Μ(κ, 0), τότε όλα της τα σημεία έχουν συντεταγμένες (κ, y), δηλαδή στην τιμή x=κ αντιστοιχούν άπειρες τιμές του y.
Τις ευθείες αυτές παρουσιάζουμε με την εξίσωση x=κ. Έτσι για παράδειγμα η ευθεία που είναι κάθετη στον x’x και τον τέμνει στο σημείο x=-3, έχει εξίσωση x=-3. Προφανώς ο άξονας y’y έχει εξίσωση x=0.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Δίνεται η γραμμική συνάρτηση με τύπο ƒ(x) = (λ – 2)x + (λ – 1). Να βρείτε τις πραγματικές τιμές του λ, ώστε η ευθεία της γραφικής παράστασης της ƒ:
α) Να περνά από την αρχή των αξόνων.

β) Να είναι παράλληλη με τον άξονα x’x.

γ) Να τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο Κ(0, 2).

ΛΥΣΗ

α) Για να περνά η ευθεία από την αρχή των αξόνων πρέπει ƒ(0)=0. Έτσι:

(λ - 2) · 0 + (λ – 1) = 0  λ = 1.

Άρα για λ=1 η γραφική παράσταση της ƒ είναι η ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και ο τύπος της ƒ είναι ƒ(x) = -x.

β) Για να είναι η ευθεία παράλληλη με τον άξονα x’x πρέπει για κάθε τιμή του x να έχουμε ƒ(x) = σταθερός αριθμός. Άρα πρέπει λ-2=0 δηλαδή λ=2. Για λ=2 ο τύπος της συνάρτησης είναι ƒ(x)=2-1=1 και παριστάνει ευθεία παράλληλη προς τον άξονα x’x που τέμνει τον y’y στο σημείο με τεταγμένη y=1.
γ) Για να περνά η ευθεία της γραμμικής συνάρτησης ƒ από το σημείο Κ(0, 2) πρέπει ƒ(0)=2 δηλαδή (λ - 2) · 0 + (λ – 1) = 2  λ = 3. Για λ=3 ο τύπος της συνάρτησης είναι ƒ(x) = (3 - 2)x + (3 – 1)  ƒ(x) = x + 2.

2. Στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα αξόνων να χαράξετε την ευθεία με εξίσωση x=-1 και να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο y = -2x + 2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κοινού σημείου των δύο ευθειών.
ΛΥΣΗ
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Η ευθεία με εξίσωση x=-1 είναι κάθετη στον άξονα x’x στο σημείο Α(-1, 0). Η συνάρτηση με τύπο y = -2x +2 είναι γραμμική και συνεπώς η γραφική της παράσταση είναι ευθεία.

Για x=0 έχουμε y=2 και για y=0 έχουμε –2x + 2 = 0  x = 1.

Έτσι η ευθεία με τύπο y = -2x + 2 τέμνει τον άξονα x’x στο σημείο Β(1, 0) και τον y’y στο σημείο Γ(0, 2).

Το σημείο τομής των δύο ευθειών θα έχει τετμημένη x=-1. Έτσι από τη συνάρτηση με τύπο y = -2x + 2 έχουμε για x=-1, y=-2(-1)+2=4.

Άρα το κοινό σημείο των δύο ευθειών είναι το Κ(-1, 4).

Συντελεστής διεύθυνσης ή κλίση ευθείας
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Από τις μορφές της γραμμικής συνάρτησης ƒ(x) = αx + β είδαμε ότι η ευθεία που αποτελεί τη γραφικη της παράσταση τέμνει τους άξονες σε δύο σημεία όταν α·β  0.

Στο διπλανό σχήμα δίνεται η ευθεία ε που είναι η γραφική παράσταση της γραμμικής συνάρ​τησης y = 2x-8, και η ευθεία ε1 που είναι παράλληλη προς την ε και περνά από την αρχή των αξόνων.

Αν πάρουμε δύο τυχαία σημεία της ευθείας (ε) για παράδειγμα τα Μ1(5, 2) και Μ2(7, 6), τότε από το ορθογώνιο τρίγωνο Μ1ΑΜ2, η εφαπτομένη της γωνίας ω είναι: 
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. Όπου α=2 είναι ο αριθμητικός συντελεστής του x στο τύπο της ευθείας y = 2x – 8. Αυτή η ιδιότητα ισχύει για οποιαδήποτε σημεία Μ1(x1, y1) και Μ2(x2, y2) που μπορούμε να πάρουμε πάνω στην ευθεία της γραμμικής συνάρτησης y = αx + β.

Πράγματι:

εφω=
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Έτσι δίνουμε τον εξής ορισμό:

Ονομάζουμε συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας με τύπο y = αx + β, το πηλίκο α = 
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 που παριστάνει τη μεταβολή των τεταγμένων προς την αντίστοιχη μεταβολή των τετμημένων για δύο οποιαδήποτε σημεία της ευθείας.

Ο συντελεστής διεύθυνσης μιας ευθείας (ε) με τύπο y = αx + β είναι ο αριθμητικός συντελεστής του x σ’ αυτόν τον τύπο,και ισούται με την εφαπτομένη της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία με τον οριζόντιο άξονα x’x.
Είναι φανερό πως και η ευθεία (ε1) (σχ.1) που περνά από την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλη προς την (ε), σχηματίζει την ίδια γωνία ω με τον οριζόντιο άξονα x’x. Έτσι οι δύο ευθείες έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης α=2.

Πράγματι αν πάρουμε πάνω στην ευθεία (ε1) το σημείο Κ(2, 4) και θεωρή​σου​με για δεύτερο την αρχή των αξόνων Ο(0, 0) έχουμε: 
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 Έτσι ο τύπος της ευθείας (ε1) είναι y = 2x.
Γενικά:

· Όταν οι ευθείες με τύπους y = α1x και y = α2x + β είναι παράλληλες τότε α1=α2 και αντιστρόφως..

Παράλληλες ευθείες είναι και οι γραφικές παραστάσεις των γραμμικών συναρτήσεων ƒ(x) = αx + β και ƒ(x) = αx + γ με α, β, γ πραγματικούς. Αυτό διότι και οι δύο είναι παράλληλες με την ευθεία που αποτελεί τη γραφική παράσταση της συνάρτησης h(x) = αx.
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Στο διπλανό σχήμα παρουσιάζονται οι παράλληλες ευθείες ε1, ε2, ε3 και ε4 που είναι αντίστοιχα οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
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Τα σημεία τομής των ευθειών με τον άξονα y’y είναι αντίστοιχα τα Κ1(0, 3), Ο(0, 0), Κ3(0, -2) και Κ4(0, 4).

Από τα παρακάτω γίνεται φανερό πως μηδενίζοντας το x στον τύπο της γραμ​μικής συνάρτησης, βρίσκουμε πού τέμνει η ευθεία τον άξονα y’y. Έτσι για να σχεδιάσουμε την ευθεία y=αx+β όταν έχουμε τη γραφική παράσταση της y=αx αρκεί να βρούμε πάνω στον άξονα y’y το σημείο με τεταγμένη β, και απ’ αυτό να φέρουμε παράλληλη προς την y = αx.
Τέλος, όπως γνωρίζουμε απ’ την Γ’ γυμνασίου οι συντελεστές διεύθυνσης α1 και α2 των ευθειών με τύπους y = α1x + β1 και y = α2x + β2 ρυθμίζουν και την καθετότητα των δύο ευθειών.

Συγκεκρικμένα:

Οι δύο ευθείες είναι κάθετες τότε και μόνο τότε όταν α1·α2 =-1.

ΣΧΟΛΙΟ 1 (για την «κλίση» ευθείας)

Με την έννοια του συντελεστή διεύθυνσης ευθείας συνδέεται και η «κλίση» ευθείας. Πολλές φορές έχουμε χρησιμοποιήσει στην καθημερινή μας ζωή την έννοια της κλίσης σαν «κλίση του δρόμου».

Η κλίση ευθείας είναι ο ίδιος αριθμός με τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας. Απλά με την έννοια της κλίσης δίνουμε μεγαλύτερη σημασία στη γωνία που σχηματίζει η ευθεία με τον οριζόντιο άξονα, παρά στον τρόπο με τον οποίο μεταβάλλονται οι συντεταγμένες των σημείων της.

Απ’ το Γυμνάσιο μάθαμε ότι:

Η θετική γωνία ω του άξονα x’x και μιας ευθείας (ε) που περνά από το 0, σχηματίζεται από τον ημιάξονα Ox όταν αυτός περιστραφεί γύρω από το 0, αντίθετα με τους δείκτες του ρολογιού μέχρι να συμπέσει με την ευθεία.

Έτσι η γωνία ω κάθε ευθείας y = α · x  για την οποία γνωρίζουμε ότι 0οω180ο μπορεί να είναι:

· Μηδενική (ω=0ο)
όταν η ευθεία ταυτίζεται με τον x’x.
· Οξεία (0ω90 ο)
όταν η ευθεία βρίσκεται στο εσωτερικό της 1ης

και 3ης γωνίας των αξόνων.

· Ορθή (ω=90 ο)
όταν η ευθεία ταυτίζεται με τον y’y.

· Αμβλία (90 οω180 ο)
όταν η ευθεία βρίσκεται στο εσωτερικό της



2ης και 4ης γωνίας των αξόνων (σχ. 1).
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Στο διπλανό σχήμα έχουμε τις γραφικές παραστάσεις των ευθειών ε1 και ε2 με τύπους 
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 αντιστοίχως. Για τις γωνίες ω1 και ω2 που σχημα​τίζουν αντίστοιχα οι δύο ευθείες με τον άξονα x’x έχουμε:

εφω1=
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Οι αριθμοί αυτοί εφω1 και εφω2  που είναι ουσιαστικά οι συντελεστές διεύθυνσης των δυό ευθειών (ε1) και (ε2) δεν είναι διαφορετικοί απ’ τους συντελεστές διεύθυνσης των διαφόρων παραλλήλων προς αυτές ευθειών.

Η μόνη περίπτωση που δεν ορίζεται ο αριθμός εφω όταν 0 ο ω180 ο είναι η περίπτωση κατά την οποία ω=90ο. Τότε η ευθεία είναι κάθετη στον άξονα x’x.

Από τα παραπάνω ονομάζουμε κλίση μιας ευθείας με τύπο y = αx + β (που δεν είναι κάθετη στον άξονα x’x) την εφαπτομένη της γωνίας ω που σχηματίζει η ευθεία με τον οριζόντιο άξονα, δηλαδή το συντελεστή διεύθυνσής της.

Έτσι καταλήγουμε στα εξής συμπεράσματα:

· Όταν η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα x’x μηδενική γωνία, δηλαδή είναι παράλληλη ή συμπίπτει μ’ αυτόν, τότε εφω=0, οπότε η κλίση ή ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι μηδέν.

· Όταν η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα x’x οξεία γωνία ω, τότε εφω=α0, οπότε η κλίση ή ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι ένας θετικός αριθμός.

· Όταν η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα x’x ορθή γωνία τότε δεν ορίζεται κλίση ή συντελεστής διεύθυνσης για την ευθεία.

· Όταν η ευθεία σχηματίζει με τον άξονα x’x αμβλεία γωνία ω, τότε εφω=α0, οπότε η κλίση ή ο συντελεστής διεύθυνσής της είναι ένας αρνητικός αριθμός.

ΣΧΟΛΙΟ 2 (Για τις συναρτήσεις)

Στη γραμμική συνάρτηση ƒ(x) = αx + β ο λόγος 
[image: image12.wmf]1

2

1

2

)

(

)

(

x

x

x

f

x

f

-

-

 με x1x λέγεται γενικότερα ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ, και δηλώνει τη μεταβολή της ƒ όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή x μεταβάλλεται κατά 1.

Μόνο στη γραμμική συνάρτηση ο λόγος 
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 είναι σταθερός. Σε μη γραμμικές συναρτήσεις όπως για παράδειγμα στις ƒ(x)=x2, g(x)=αx2+βx+γ, α, β, γ πραγματικοί αριθμοί, κ.τ.λ. ο λόγος αυτός δεν είναι σταθερός. Ο ρυθμός μεταβολής σ’ αυτές ορίζεται διαφορετικά και θα τον συναντήσουμε σε μεγαλύτερες τάξεις.

ΣΧΟΛΙΟ 2 (Για τη Φυσική)

Αν μια ευθεία αποτελεί τη γραφική παράσταση της εξάρτησης του χρόνου και της μετατόπισης ενός κινητού, τότε οι συντεταγμένες των σημείων της είναι οι τιμές τους.

Σ’ αυτή την περίπτωση ο λόγος που συζητήσαμε αποκτά την ιδιαίτερη σημασία ενός ρυθμού μεταβολής.

Στη Φυσική ο ρυθμός αυτός χαρακτηρίζει το είδος της κίνησης.

Στην ευθύγραμμη κίνηση των σωμάτων, όταν ένα κινητό διανύει ισα διαστήματα σε ίσους χρόνους λέμε ότι κινείται ισοταχώς (η ταχύτητα είναι σταθερή).

Η συνάρτηση που παρουσιάζει την εξάρτηση του χρόνου και της μετατόπισης του κινητού είναι S(t) = υ · t με υ ένα σταθερό αριθμό.

Αν για παράδειγμα ένα αυτοκίνητο που κινείται ισοταχώς διανύει 12 Km σε μισή ώρα χωρίς να σταματήσει από τη χρονική στιγμή to = 0min, μέχρι τη χρονική στιγμή t30=30min, τότε τα μεγέθη «μετατόπιση του κινητού» και «χρόνος» είναι ανάλογα. Στον παρακάτω πίνακα τιμών σημειώνονται οι τιμές που πήραμε στο τέλος του 10ου 20ου και 30ου λεπτού:

Χρόνος

t σε min
to=0
t3=3
t10=10
t20=20
t26=26
t29=29
t30=30

Μετατόπιση

S σε km
S=0

S=12
S=24


S=36

Έτσι υ = 
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10

12

km

= 1,2 km/min.

Για τα δύο μεταβαλλόμενα μεγέθη, «μετατόπιση του κινητού» και «χρόνος» εκφράζουμε την εξάρτησή τους με τη συνάρτηση S(t) = 1,2 t.
Σε κάθε χρονική στιγμή t, ο αριθμός S(t) δείχνει πόσα χιλιόμετρα έχει μετατοπισθεί το αυτοκίνητο από τη θέση που είχε τη χρονική στιγμή to=0.

Έτσι στο τέλος του 3ου λεπτού το αυτοκίνητο μετατοπίσθηκε απ’ την αρχική του θέση κατά S(3) = 1,2·3 = 3,6 km. Όμοια στο τέλος του 26ου λεπτού κατά S(26) = 1,2·26 = 31,2 km και στο τέλος του 29ου λεπτού κατά S(29)=1,2·29=24,8 km.

Οι λόγοι 
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 δείχνουν τη σταθερή ταχύτητα του κινητού στα αντίστοιχα χρονικά διαστήματα.

Αν εξετάσουμε το λόγο 
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 σε δύο τυχαίες πιο γειτονικές θέσεις του αυτοκινήτου βλέπουμε ότι:
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Άρα η μετατόπιση του αυτοκινήτου από τη θέση που είχε το 26ο λεπτό, στη θέση του 29ου λεπτού, δηλαδή μια τυχαία μετατόπιση τριών λεπτών στη διαδρομή του, είναι ίδια με τη μετατόπιση που έκανε το κινητό στα τρία πρώτα λεπτά της κίνησής του.

· Ο παραπάνω λοιπόν λόγος που είναι ίσος με το πηλίκο της οσοδήποτε μικρής μετατόπισης ενός κινητού, προς τον ελάχιστο χρόνο που αυτή πραγματοποιείται, λέγεται ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ.

Στην ισοταχή ευθύγραμμη κίνηση ο ρυθμός μεταβολής είναι ένας σταθερός αριθμός.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. [image: image161.png]


Από το παρακάτω σχήμα που συνοδεύεται με τα αντίστοιχα σήματα της τροχαίας, να υπολογίσετε την κλίση του δρόμου κατά την άνοδο και κάθοδο του μοτοσυκλετιστή. Τι παρατηρείτε;

ΛΥΣΗ
Κατά την άνοδο του μοτοσυκλετιστή η γωνία ω που σχηματίζει ο δρόμος και ο οριζόντιος άξονας είναι οξεία.

Έτσι:

εφω = 
[image: image20.wmf]1
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Κατά την κάθοδο η γωνία που σχηματίζει ο δρόμος με τον οριζόντιο άξονα είναι η αμβλεία γωνία φ.

Έτσι: εφφ = εφ(180ο – ω) = -εφω = 
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Άρα η κλίση του δρόμου όταν «ανεβαίνουμε» είναι θετική, ενώ όταν «κατε​βαί​νουμε» είναι αρνητική.
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Χρησιμοποιώντας τις συντεταγμένες των σημείων Α, Β, Γ, και Δ του διπλανού σχήματος να αποδείξετε:

i) Ότι οι ευθείες ε1 και ε2 είναι παράλληλες.

ii) Ότι η ευθεία ε3 είναι κάθετη στις ε1 και ε2.

iii) Να βρείτε τους τύπους των γραμμικών συναρτήσεων που έχουν γραφικές παραστάσεις τις ευθείες ε1, ε2 και ε3, και να υπολογίσετε τη γωνία φ της ε3 με τον άξονα x’x.
ΛΥΣΗ
Το σημείο Α του σχήματος έχει συντεταγμένες (4, 4). Έτσι αν ω είναι η γωνία της ευθείας ε1 με τον άξονα x’x η κλίση της είναι: εφω = 
[image: image22.wmf]1
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. Επειδή η ευθεία ε1 διέρχεται από την αρχή των αξόνων έχει τύπο y = αx με α =1. Έτσι ο τύπος της ευθείας ε1 είναι y = x.
Επειδή η ευθεία ε2 περνά από τα σημεία Β(5, 0) και Γ(0, -5) έχει συντελεστή διεύθυνσης α = 
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Έτσι αφού και οι δύο ευθείες έχουν την ίδια κλίση είναι παράλληλες. Η ευθεία ε2 που τέμνει τους άξονες έχει τύπο y = α2x + β με α2=1, ενώ οι συντεταγμένες του Β(5, 0) επαληθεύουν τον τύπο της. Έτσι 0= 1·5+β οπότε β=-5.

Άρα ο τύπος της ε2 είναι y = x-5.
Επειδή η ευθεία ε3 περνά από τα σημεία Γ(0, -5) και Δ(-5, 0) έχει συντελεστή διεύθυνσης α3 = 
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Έτσι αφού α2·α3 = 1·(-1) = -1 η ευθεία ε3 είναι κάθετη στις δύο παράλ​λη​λες ε1 και ε2.

Ο τύπος της ευθείας ε3 είναι y = α3x+β με α3 = -1. Επίσης αφού το σημείο Γ(0, -5) ανήκει σ’ αυτή θα έχουμε –5 = -1·0+β. Άρα β=-5.

Έτσι ο τύπος της ε3 είναι y = -x-5.

Τέλος για τη γωνία φ της ε3 έχουμε:

εφφ=-1=-εφ45ο=εφ(180ο-45ο)=εφ135ο. Έτσι φ=135ο.

3. [image: image163.png]100 m




Στο διπλανό σχήμα η ευθεία (ε) είναι η γραφική παράσταση μιας γραμμικής συνάρτησης, και περνά από το σημείο Α(-1, 2). Αν ο συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας είναι 2 να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης.

ΛΥΣΗ
Αν πάρουμε ένα τυχαίο σημείο Μ(x, ƒ(x)) της ευθείας (ε) τότε για το συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας θα έχουμε: 
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 οπότε ƒ(x)-2 = 2x+2. Άρα ο τύπος της συνάρτησης είναι ƒ(x)=2x+4.
Γραφική λύση γραμμικών συστημάτων 2x2
Με την αλγεβρική επίλυση γραμμικών συστημάτων 2x2 ασχοληθήκαμε στο κεφάλαιο 3.

Όπως γνωρίζουμε ένα γραμμικό σύστημα 2x2 έχει μορφή 
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με Α1, Β1, Γ1, Α2, Β2, Γ2 πραγματικούς αριθμούς.

Για να έχει πρακτική σημασία η γραφική λύση τέτοιων συστημάτων θα πρέπει και οι δύο εξισώσεις του συστήματος να παρουσιάζονται με ευθείες στο ορθογώνιο σύστημα αναφοράς.

Όπως γνωρίσαμε στην αρχή της παραγράφου, οι ευθείες που παρουσιάζονται με εξίσωση ή τύπο συνάρτησης μπορεί να είναι:

· Κάθετες στον άξονα x’x ή επιπλέον να συμπίπτουν με τον y’y.

· Παράλληλες με τον άξονα x’x ή να ταυτίζονται μ’ αυτόν.

· Να τέμνουν τους δύο άξονες σε δύο σημεία ή να περνούν απ’ την αρχή των αξόνων.

Έτσι οι μορφές του συστήματος 2x2 που μας ενδιαφέρει η γραφική του λύση είναι οι εξής:

i) Δύο ευθείες κάθετες στον άξονα x’x

Τέτοιας μορφής είναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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ii) Μια  ευθεία κάθετη και μια παράλληλη προς τον x’x
Τέτοιας μορφής έιναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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iii) Μια  ευθεία κάθετη στον άξονα x’x και μια που τέμνει τους άξονες
Τέτοιας μορφής είναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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iv) Δύο ευθείες παράλληλες με τον άξονα x’x
Τέτοιας μοργής είναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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v) Μια ευθεία παράλληλη με τον άξονα x’x και μια που τέμνει τους άξονες
Τέτοιας μορφής είναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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vi) Δύο ευθείες που τέμνουν κάθε μία τους άξονες
Τέτοιας μορφής είναι για παράδειγμα τα συστήματα:
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ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Να βρείτε σε ποιες από τις παραπάνω έξι περιπτώσεις οι δύο ευθείες μπορεί να συμπίπτουν.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να λυθεί γραφικά το σύστημα:
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ΛΥΣΗ
Επειδή το σύστημα γράφεται ισοδύναμα 
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οι δύο εξισώσεις του, αποτελούν τύπους δύο γραμμικών συναρτήσεων. Έτσι από τον τύπο 
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Άρα η ευθεία (ε1) που αποτελεί τη γραφική παράσταση της συνάρτησης 
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 διέρχεται από την αρχή των αξόνων και απ’ το σημείο Κ(2, 3).
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Για την ευθεία ε2 με τύπο 
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 βρίσκουμε για x=0, y=6, ενώ για y=0, είναι 
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Έτσι –3x=-12, οπότε x=4. Η ευθεία λοιπόν ε2 διέρχεται απ’ τα σημεία Α(0, 6) και Β(4, 0).

Αν χαράξουμε τις δύο ευθείες στο διπλανό σύστημα αξόνων διαπιστώ​νου​με ότι τέμνονται στο σημείο Κ(2, 3).

Πράγματι οι συντεταγμένες του Κ επαληθεύουν τον τύπο της ευθείας ε2 αφού για x=2 έχουμε 
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Έτσι το σύστημα έχει μοναδική λύση την (x, y) = (2, 3).

2. Να λυθεί γραφικά το σύστημα:
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ΛΥΣΗ
[image: image165.png]


Επειδή το σύστημα γράφεται ισοδύναμα 
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 οι εξισώσεις του αποτελούν τύπους δύο γραμμικών συναρτήσεων.

Οι δύο ευθείες των γραμμικών συναρ​τη​σεων έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης α=-2. Άρα είναι παράλληλες ή συμπίπτουν.

Όμως ενώ η πρώτη με τύπο y=-2x-2 δίνει για x=0, y=-2, η δεύτερη για x=0 δίνει y=2. Αυτό σημαίνει πως οι δύο ευθείες τέμνουν σε διαφορετικά σημεία Κ1(0, -2) και Κ2(0, 2) τον άξονα y’y. Άρα οι ευθείες είναι παράλληλες όπως φαίνεται στη διπλανή γραφική παράσταση. Επειδή οι ευθείες δεν τέμνονται έπεται ότι το σύστημα είναι αδύνατο.

3. Να λυθεί γραφικά το σύστημα:
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ΛΥΣΗ
Επειδή το σύστημα γράφεται ισοδύναμα 
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συμπεραίνουμε ότι οι λύσεις του παρουσιάζονται γραφικά μόνο από τα σημεία που οι συντεταγμένες τους επαληθεύουν την ευθεία με τύπο y = x +2.

[image: image166.png]


Αυτά είναι τα άπειρα σημεία με συντεταγμένες (x, x+2) για κάθε πραγματικό x, που βρίσκονται πάνω στην ευθεία με τύπο y = x+2 όπως βλέπουμε στο διπλανό ορθογώνιο σύστημα αξόνων.

Άρα το σύστημα έχει άπειρες λύσεις της μορφής (x, y)=(x, x+2) για κάθε πραγματικό x.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα τιμών της γραμμικής συνάρτησης ƒ(x) = -2x +6. Ποιες είναι οι συντεταγμένες των σημείων που η γραφική παράσταση της ƒ τέμνει τους δύο άξονες;

x
0
-1

-2


ƒ(x)


0

4

2) Η γραμμική συνάρτηση ƒ δίνεται από τον τύπο ƒ(x)=λ(x-1)-3x-2 με λ πραγματικό αριθμό. Αν η γραφική παράσταση της ƒ τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο Κ(0, 1) να βρείτε τον λ και να κάνεται τη γραφική της παράσταση.

3) Για τη γραμμική συνάρτηση ƒ γνωρίζουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών. Αν η ευθεία που αποτελεί τη γραφική παράσταση της ƒ διέρχεται από το σημείο Μ(5, β) να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης και τον αριθμό β.
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4) [image: image167.png]


Με τη βοήθεια των σημείων Μ1 και Μ2 του διπλανού σχήματος, να βρείτε τις κλίσεις των ευθειών ε1 και ε2.

Ποιοι είναι οι τύποι των γραμμικών συναρτήσεων για τις δύο ευθείες;

Δείξτε ότι οι δύο ευθείες είναι κάθετες.

5) Η γραφική παράσταση της γραμμικής συνάρτησης ƒ είναι μια ευθεία με κλίση 1. Αν αυτή η ευθεία τέμνει τον κατακόρυφο άξονα στο σημείο Μ με τεταγμένη –2 να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης ƒ.
6) Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης ƒ με τύπο ƒ(x)= 
[image: image63.wmf]x
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 και πεδίο ορισμού το IR.

Στη συνέχεια να κάνετε στο ίδιο σύστημα αναφοράς στις γραφικές παρα​στά​σεις των συναρτήσεων g(x)= 
[image: image64.wmf]4
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 και h(x)= 
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 χωρίς να σχηματίσετε πίνακα τιμών.

7) Να ελέγξετε αν τα σημεία Α(3, 8), Β(2, 5) και Γ(1, 2) μπορούν να είναι σημεία της γραφικής παράστασης μιας γραμμικής συνάρτησης.

8) Στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα αξόνων, να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων με τύπους:
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. Τι παρατηρείτε;

9) [image: image168.png]


Από τη διπλανή γραφική παράσταση να βρείτε τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας (ε) και στη συνέχεια τον τύπο της γραμμικής συνάρτησης που έχει γραφική παρά​σταση αυτή την ευθεία.

10) Να προσδιορίσετε τον πραγματικό αριθμό λ ώστε οι γραφικές παραστάσεις των γραμμικών συναρ​τήσεων ƒ(x)=λx+(λ-2) και g(x)=(λ-2)x+2λ να είναι κάθετες ευθείες. Στη συνέ​χεια να γράψετε τους τύπους των δύο συναρτήσεων και να κάνετε τη γραφική τους παράσταση στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα.

11) Για ποιες τιμές του πραγματικού λ οι ευθείες των γραμμικών συναρτήσεων 
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 είναι κάθετες;

12) Αν η ευθεία της γραμμικής συνάρτησης ƒ περνά από την αρχή των αξόνων και είναι κάθετη στην ευθεία της συνάρτησης 
[image: image71.wmf]2
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, ποιος είναι ο τύπος της;

13) Οι ευθείες των γραμμικών συναρτήσεων 
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 τέμνονται στο σημείο Μ.

Να βρείτε τον τύπο της γραμμικής συνάρτησης που η ευθεία της περνά απ’ το Μ και έχει κλίση –1.

14) Δίνεται η γραμμική συνάρτηση ƒ με τύπο 
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 και το σημείο Α(4, 4).

i) Να βρείτε τον τύπο της γραμμικής συνάρτησης που η ευθεία της περνά απ’ το Α και είναι κάθετη στην ευθεία της ƒ.

ii) Ποιες οι συντεταγμένες του σημείου τομής των δύο ευθειών;

15) Να βρείτε τους μη μηδενικούς πραγματικούς αριθμούς λ, μ ώστε οι ευθείες των γραμμικών συναρτήσεων 
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[image: image76.wmf]3

2

2

+

+

-

=

m

x

y

 να συμπίπτουν.

16) Να λύσετε γραφικά τα συστήματα:

i) 
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ii) 
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iii) 
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iv) 
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v) 
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17) Να λύσετε γραφικά τα συστήματα:

i) 
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ii) 
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19. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση ƒ με τύπο 
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 και πεδίο ορισμού Α=[-3, 3] είναι σταθερή. Στη συνέχεια να γίνει η γραφική της παράσταση.
20. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο 
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i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού Α της ƒ.

ii) Να αποδείξετε ότι η ƒ είναι σταθερή συνάρτηση και να κάνετε τη γραφική της παράσταση.
7.4

Προσδιορισμός της συνάρτησης με την έννοια και το συμβολισμό των συνόλων.

Έννοια και παράσταση συνόλου.
Από την αρχαιότητα οι άνθρωποι ενδιαφέρθηκαν για την ταξινόμηση σε κατηγορίες κάθε συλλογής αντικειμένων που προέρχονται από την εμπειρία ή τη διανόησή τους.

Αυτές τις διάφορες συλλογές ή κατηγορίες, τις ονομάζουμε σύνολα. Όταν τα αντικείμενα ενός συνόλου είναι συγκεκριμένοι αριθμοί, έχουμε με κάποιο τρόπο τη δυνατότητα να τους ξεχωρίζουμε από άλλους που αποτελούν τα αντικείμενα ενός άλλου συνόλου. 

Για παράδειγμα, άλλος είναι ένας ρητός αριθμός και άλλος ένας άρρητος, όπως γνωρίσαμε στην αρχή του βιβλίου. Έτσι διαφορετικό σύνολο θεωρείται το σύνολο των ρητών από το σύνολο των αρρήτων.

Tα αντικείμενα που αποτελούν ένα σύνολο λέγονται στοιχεία του συνόλου.

Τα κύρια γνωρίσματα που προσδιορίζουν την έννοια του συνόλου είναι η κοινή ιδιότητα που πρέπει να έχουν όλα τα στοιχεία του και η μοναδικότητα που πρέπει να χαρακτηρίζει κάθε στοιχείο ξεχωρίζοντάς το από κάθε άλλο.


[image: image87.wmf]
Τη θεωρία για τα σύνολα παρουσίασε πρώτος ο μαθηματικός G. Cantor. (1845-1918) (φωτογραφία)
Τα διάφορα σύνολα τα συμβολίζουμε συνήθως με κεφαλαία γράμματα του Ελληνικού ή του Λατινικού αλφάβητου. Ένα βασικό σύμβολο που χρησιμοποιούμε για να δηλώσουμε ότι ένα στοιχείο x αποτελεί στοιχείο ενός συνόλου Α είναι το “(” που σημαίνει “ανήκει”.

Έτσι γράφουμε x(Α (το x ανήκει στο Α) ενώ όταν θέλουμε να δηλώσουμε ότι το x δεν είναι στοιχείο του Α, γράφουμε x(Α.

Χρησιμοποιώντας το σύμβολο “(” και το σύμβολο ( που παριστάνει το σύνολο των ρητών αριθμών, μπορούμε για παράδειγμα να γράψουμε
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(Q
Όταν τα στοιχεία που δίνονται ή έχει ένα σύνολο Α είναι λίγα σε πλήθος, για παράδειγμα έστω τα 2,4,6,8 τότε για να παραστήσουμε το σύνολο γράφουμε Α={2,4,6,8} χωρίς να έχει σημασία η διάταξη των στοιχείων του ανάμεσα στα δύο άγγιστρα.

Πολλές φορές πάλι, γράφουμε ανάμεσα στα άγγιστρα μερικά, παραλείποντας τα υπόλοιπα, αρκεί βέβαια να είναι σαφές ποια είναι αυτά που λείπουν. Για παράδειγμα το σύνολο των φυσικών από 1 έως 50 μπορούμε να το γράψουμε Β={1,2,3,4,...,50}. Τα σύνολα όμως μπορούμε να τα παραστήσουμε και με βάση την κοινή ιδιότητα που χαρακτηρίζει τα στοιχεία τους.

Αν από ένα σύνολο Ω επιλέξουμε εκείνα τα στοιχεία του που έχουν μια ορισμένη ιδιότητα (κ) και χρησιμοποιήσουμε το σύμβολο “/”, που σημαίνει “όπου”, μπορούμε να γράψουμε Α={x(Ω / x έχει την ιδιότητα (κ)}.

Για παράδειγμα το σύνολο των θετικών πραγματικών αριθμών το συμβολίζουμε με (0, +)={x(IR/ x >0}. Το σύνολο των μη αρνητικών αριθμών το συμβολίζουμε [0, +)={x(IR / x (0}, ενώ για το σύνολο των μη μηδενικών πραγματικών αριθμών γράφουμε IR –{0}={x(IR / x (0}.
Ίσα σύνολα - υποσύνολα συνόλου.
Ας υποθέσουμε ότι δόθηκαν τα σύνολα:

A={(1,2}, B={x(IR / x((x(2) =0}, Γ={ x(IR / x ψηφίο του αριθμού 20200}.

Επειδή οι αριθμοί 0 και 2 είναι τόσο οι λύσεις της εξίσωσης x((x(2) =0 όσο και τα ψηφία του αριθμού 20200, τα σύνολα Β και Γ έχουν ακριβώς τα ίδια στοιχεία.

Σε αυτήν την περίπτωση λέμε ότι τα σύνολα Β και Γ είναι ίσα και γράφουμε Β=Γ. Αντίθετα το Α δεν είναι ίσο με κανένα από τα Β και Γ αφού (1(Β και (1(Γ. Γενικά έχουμε

Δύο σύνολα Β και Γ λέγονται ίσα όταν έχουν ανριβώς τα ίδια στοιχεία.

Αν τώρα θεωρήσουμε τα σύνολα Π={1,3,5,7,9} και P={v(IN / 0<v<10} τότε είναι φανερό πως κάθε στοιχείο του Π είναι και στοιχείο του P, ανεξάρτητα από το πλήθος των στοιχείων του P. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι το σύνολο Π είναι υποσύνολο του P και συμβολίζουμε Π(P. Γενικά:
Ένα σύνολο Α λέγεται υποσύνολο ενός συνόλου Β, όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β.

Από τον ορισμό γίνονται φανερές οι εξής ιδιότητες:


A(A για κάθε σύνολο Α,
ανακλαστική

Αν Α(Β και Β(Α, τότε Α=Β,
αντισυμμετρική

Αν Α(Β και Β(Γ, τότε Α(Γ,
μεταβατική
Σύμφωνα με την ιδιότητα του υποσυνόλου τα γνωστά αριθμοσύνολα

IN ={0,1,2,3,...} των φυσικών αριθμών,

Z ={...,(2, (1, 0, 1, 2,...} των ακεραίων,

Q ={
[image: image91.wmf]b
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 / α,β ακέραιοι με β(0) των ρητών και

IR των πραγματικών αριθμών πληρούν τη σχέση IN ( Z ( Q ( IR.

Κενό σύνολο. Διαστήματα του IR. Διαγράμματα Venn. Βασικές πράξεις στα σύνολα.

Θεωρούμε τα σύνολα Α={x(IR / (x-1)2+(2x-2)2 = 0},

B={x(IR / (x-1)2+(x-2)2 = 0} και Γ={x(IR / x(2 ( 0}.

Είναι γνωστό ότι τα σύνολα περιγράφονται από μια ιδιότητα που έχουν τα στοιχεία τους, δηλαδή την ιδιότητα να είναι αντίστοιχα λύσεις των δύο εξισώσεων και της ανίσωσης x(2 ( 0.

( Η πρώτη εξίσωση αληθεύει προφανώς μόνο όταν x-1 = 0 και 2x-2 = 0. Οι δύο αυτές εξισώσεις έχουν κοινή λύση x=1. Άρα το μοναδικό στοιχείο x(Α είναι το 1 και συνεπώς Α={1}.

( Η δεύτερη εξίσωση αληθεύει, όταν x-1=0 και ταυτόχρονα x(2=0, δηλαδή όταν x=1 και x=2. Αυτό είναι άτοπο και συνεπώς κανένα στοιχείο x του IR δεν περιέχεται στο σύνολο Β.

Το σύνολο αυτό που δεν έχει καθόλου στοιχεία λέγεται κενό σύνολο και συμβολίζεται με ( ή {}. Για το κενό σύνολο δεχόμαστε ότι είναι υποσύνολο παντός συνόλου και ότι είναι ένα και μοναδικό.

( Από την ανίσωση x(2 ( 0 ( x ( 2, δηλαδή ότι το σύνολο Γ περιέχει όλα τα στοιχεία του IR  που είναι ίσα η μεγαλύτερα του 2.

Για λόγους συντομίας αυτά τα σύνολα που είναι υποσύνολα του IR και περιέχουν άπειρα στοιχεία τα συμβολίζουμε με τα διαστήματα που είχαμε γνωρίσει στο 1ο κεφάλαιο με τη μορφή διαγραμμάτων. Για να τα παρουσιάσουμε, χρησιμοποιούσαμε την ευθεία των πραγματικών αριθμών.
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Στις παρακάτω περιπτώσεις περιγράφεται το σύνολο που χρησιμοποιούμε, συμβολίζεται με διάστημα, και παρουσιάζεται πάνω στην ευθεία των πραγμα​τικών αριθμών με διάγραμμα.

{x(IR / x ( α}=[α,+()
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{x(IR / x > α}=(α,+()
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{x(IR / x ( α}=(((,α]
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Έτσι για παράδειγμα, αν x((3, τότε x([(3,+(), ενώ αν, 0<x(4, τότε x((0,4].

Για μια πιο εποπτική παρουσίαση των συνόλων ώστε να φαίνο​νται οι σχέσεις μεταξύ τους, χρησιμοποιούμε εκτός από τους παραπάνω συμβολισμούς και τα διαγράμματα του Venn.

J. Venn 

Διαγράμματα Venn. Βασικές πράξεις στα σύνολα
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Κάθε φορά που χρησιμοποιούμε σύνολα τα θεωρούμε υποσύνολα ενός συνόλου Ω, που λέγεται βασικό ή καθολικό σύνολο αναφοράς. Όπως είδαμε για παράδειγμα τα σύνολα IN, Z, και Q είναι υποσύνολα του βασικού συνόλου IR. Συνήθως το βασικό σύνολο το συμβολίζουμε με ένα ορθογώνιο, μέσα στο οποίο παριστάνουμε κάθε υποσύνολό του με μια κλειστή καμπύλη γραμμή.

Στο διπλανό σχήμα είναι Α ( Β ( Ω.
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Η εποπτική αυτή παρουσίαση των συνόλων βοηθάει να φανούν και οι διάφορες πράξεις (σχέσεις) με τις οποίες μπορεί να συνδέονται δύο ή περισσότερα σύνολα.

Έτσι ονομάζουμε ένωση των συνόλων Α και Β το σύνολο που τα στοιχεία του ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα σύνολα Α, Β και συμβολίζουμε Α(Β.

Δηλαδή, Α(Β={x(Ω / x(Α ή x(Β}.
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Για παράδειγμα:
Έστω τα σύνολα Α={2,3,4,5}, Β={3,6,4,9}

Γ={x(IR / |x| ( 3}, Δ={x(IR / 0 ( x( 4}. Τότε

Α(Β = {2,3,4,5,6,9}.
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Επίσης |x| ( 3 ( x( 3 ή (3 ( x, οπότε Γ=(((,(3]([3,+().
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Τέλος, Δ=[0,4], γιατί 0 ( x( 4  x([0,4].
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Αν ζητάμε το σύνολο Γ(Δ τότε όπως φαίνεται στο διπλανό σχήμα θα έχουμε
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Γ=(((,(3]([0,4]([3,+() = (((,(3]([0,+()
Ονομάζουμε τομή των συνόλων Α και Β το σύνολο, του οποίου τα στοιχεία ανήκουν συγγχρόνως και στο Α και στο Β, και συμβολίζουμε Α(Β.

Δηλαδή Α(Β={x(Ω / x(Α και x(Β}.
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Αν στο προηγούμενο παράδειγμα αναζητούσαμε τα σύνολα Α(Β και Γ(Δ τότε θα είχαμε
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Α(Β={3,4} και Γ(Δ=[3,4], όπως φαίνεται και στα διπλανά σχήματα.
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Τέλος ονομάζουμε συμπλήρωμα ενός συνόλου 
Α ( Ω, το σύνολο που περιέχει εκείνα τα στοιχεία του Ω, τα οποία δεν ανήκουν στο Α. Το  συμπλήρωμα του Α συμβολίζουμε Α(.

Έτσι Α(={ x(Ω / x(Α}.

Αν αναζητήσουμε για παράδειγμα το πεδίο ορισμού της συνάρ​τη​​σης 
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, διαπιστώνουμε πως πρέπει x+|x|0. Υποθέτουμε ότι x+|x|=0. Αν x0 τότε έχουμε x+x=0 πράγμα άτοπο αφού x0. Αν x=0 η εξίσωση x+|x|=0 αληθεύει. Αν x0 έχουμε x+|x|=x-x=0 που επίσης αληθεύει. Άρα x+|x|=0 όταν x(A=(((,0]. Αν Ω=IR επειδή πρέπει x+|x|(0 εμείς αναζητούμε το Α( που είναι το (0,+(). Αυτό είναι και το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.
Χρησιμοποιώντας στις συναρτήσεις την έννοια του συνόλου και τους συμβο​λισμούς του, που γνωρίσαμε σε αυτή την παράγραφο, μπορούμε να προσδι​ορίσουμε με σαφήνεια το πεδίο ορισμού μιας συνάρτησης και σε πολλές περι​πτώσεις να υπολογίσουμε και το πεδίο τιμών της. Αυτό διαπιστώνεται στις παρακάτω εφαρμογές.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Θεωρούμε ως βασικό σύνολο Ω το σύνολο των μονοψήφιων θετικών ακεραίων και τα υποσύνολά του Α={2, 5, 9}, Β={1, 3, 5, 7, 9}

Να βρεθούν τα σύνολα:

α) (ΑΒ) ΄ και Α΄Β ΄

β) (ΑΒ) ΄ και Α΄Β ΄

Τι παρατηρείτε στις παραπάνω περιπτώσεις;

ΛΥΣΗ
Έχουμε Ω={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

α) Επειδή ΑΒ={2, 5, 9, 1, 3, 7} έχουμε (ΑΒ) ΄={4, 6, 8}

Επίσης  Α΄={1, 3, 4, 6, 7, 8} και Β΄={2, 4, 6, 8}

Έτσι Α΄Β ΄={4, 6, 8}

β) Επειδή ΑΒ={5, 9} έχουμε (ΑΒ) ΄={1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}

Επίσης Α΄Β ΄={1, 3, 4, 6, 7, 8}.

Όπως παρατηρούμε ισχύει (ΑΒ )΄= Α΄Β ΄ και (ΑΒ)΄= Α΄Β΄

Σχόλιο: Οι δύο παραπάνω ισότητες ισχύουν για οποιαδήποτε υποσύνολα Α και Β ενός βασικού συνόλου Ω και είναι γνωστές ως τύποι του De Morgan.
[image: image170.png]



2.
Αν η συνάρτηση f με τύπο f(x) = 1(2(x έχει πεδίο ορισμού το διάστημα Α=[(3,2) να βρείτε το σύνολο τιμών της. Στη συνέχεια να γίνει η γραφική της παράσταση.

ΛΥΣΗ
Επειδή x([(3,2), ισχύει (3(x<2.(1)

Από τον τύπο y = 1(2(x της f έχουμε 2(x = 1(y ή x =
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Θέτοντας την τιμή του x στην (1) έχουμε:

(3 (
[image: image113.wmf]2
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 <2 ή (3(2 ( 1(y < 2(2. Άρα, (6 ( 1(y < 4. Αφαιρούμε από τα μέλη της ανίσωσης το 1. Έτσι (6(1 ( (y < 4(1 ή (7 ( (y < 3. Πολλαπλασιάζοντας την ανίσωση με (1, έχουμε 7 ( y > (3 ή (3< y ( 7. Άρα f(Α)=((3,7]. Για x = (3 έχουμε f((3)=7 και για x = 1 έχουμε  f(1)= (1. Έτσι η γραφική παράσταση της f είναι το ευθύ​γραμμο τμήμα ΑΒ χωρίς το σημείο Β.

3.
Στο παρακάτω σχήμα έχει δοθεί η γραφική παράσταση μιας παράστασης f.

i)
Παρατηρώντας τις κάθετες ευθείες στον άξονα x(x του συστήματος αναφο​ράς να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.
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ii)
Παρατηρώντας τις πα​ράλ​ληλες ευθείες προς τον άξονα x(x του συ​στή​​ματος αναφοράς να βρείτε τη μέγιστη και την ελάχιστη τιμή του συνόλου τιμών f(A) της f.

iii)
Ποιες είναι οι τιμές της f όταν το x παίρνει μόνο ακέ​ραι​ες τιμές απ’ το πε​δίο ορισ​μού της;

iv)
Ποια από τα σημεία με διαφορετικές ακέραιες τετμημένες έχουν την ίδια τεταγ​μένη; (Δηλα​δή αν x1(x2, να έχουμε f(x1) = f(x2))

ΛΥΣΗ

(i)
Επειδή οι κάθετες ευθείες στον x(x τέμνουν τη γραφική παράσταση πάντα σε ένα μόνο σημείο, συμπεραίνουμε ότι καθένα από τα σημεία της γραφικής παράστασης έχει μοναδική τεταγμένη.
Το ένα άκρο Κ της γραφικής παράστασης έχει τετμημένη x=(2 και το άλλο Λ έχει x=4. Έτσι το πεδίο ορισμού της f είναι το κλειστό διάστημα Α=[(2,4].

(ii) Επειδή οι παράλληλες ευθείες προς τον άξονα x(x συναντούν το πιο «χαμηλό» σημείο της γραφικής παράστασης στο Ε με τεταγμένη y=1 και το πιο «ψηλό» σημείο της γραφικής παράστασης στο Μ με τεταγμένη 5, συμπεραίνουμε ότι το πεδίο τιμών f(Α) της f είναι το κλειστό διάστημα f(Α)=[1,5].

Σχόλιο: Αν σε ένα σημείο xo του πεδίου ορισμού Α μιας συνάρτησης f είναι f(x)( f(xo) για κάθε x(Α, τότε η τιμή f(xo) λέγεται ελάχιστο της συνάρτησης f. Αντίθετα αν σε ένα σημείο xo του πεδίου ορισμού Α μιας συνάρτησης f είναι f(x)( f(xo) για κάθε x(Α, τότε η τιμή f(xo) λέγεται μέγιστο της συνάρτησης f
(iii)
Οι ακέραιες τιμές του x στο πεδίο ορισμού Α=[(2,4] είναι οι (2, (1, 0, 1, 2, 3, 4.

Οπως βλέπουμε στη γραφική παράσταση της f στα σημεία αυτά αντιστοιχούν οι τεταγμένες f((2)=2, f((1)= 1, f(0)=2, f(1)=4, f(2)=5, f(3)=4, και f(4)=2.

(iv) Όπως διαπιστώνουμε από τη γραφική παράσταση

f((2)= f(0)= f(4)=2 και f(1)= f(3)=4.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις έχουμε ίσα σύνολα:

i) A={2, 5, 9}
ii) A= 
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iii) A=
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  B={5, 9, 2}
    B={2}
     B={-2, -1, 0, 1}

2. Αν Α={3, 5, y, 2} και Β={5, x, 2, 7} είναι ίσα σύνολα να βρείτε τους αριθμούς x και y.

3. Ποιο απ’ τα παρακάτω σύνολα είναι κενό;

Α={xIR /x2-25=0 και |x-5|=0}


B={ xIR /x+5=5}


Γ={ xIR /x+5=0 και |x-5|=0}

4. Για τα σύνολα Α={-1, 2, 3, 0}, Β={2, 0, -1}, Γ={2} και Δ={0, -1, 2} ποιος από τους παρακάτω ισχυρισμούς είναι σωστός;
i) A  B,
ii) Γ  Β,
iii) Β  Δ,
iv) Γ  Β

5. Αν Α={3, 2, 7, 0, -4}, Β={-4, 7, 5, 0} και Γ={3, 2, 7, 9} να βρείτε τα σύνολα Α(ΒΓ) και (ΑΒ)  (ΑΓ).
Τι συμπεραίνετε;

6. Αν Ω={-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5}, Α={0, 1, 3}, και Β={1, 3, 4, 5} να βρείτε τα σύνολα, Α΄, Β΄, (ΑΒ)΄, Α΄Β΄, ΄ και Ω΄.
7. Δίνονται τα σύνολα:


Α={ xIR /6688 -2x+6709  6699}


B={ xZ /6688 -2x+6709  6699}


i) Να γράψετε με συνοπτικό τρόπο (συμβολικά) τα παραπάνω σύνολα


ii) Ποια σχέση τα συνδέει;

8. Να βρείτε τις παρακάτω τομές και ενώσεις διαστημάτων του IR.
i) 
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9. Να βρείτε το σύνολο τιμών της συνάρτησης με τύπο f(x)=1-
[image: image121.wmf]3

x

 και πεδίο ορισμού Α=[-1, 4].
Ποια είναι η μέγιστη και ποια η ελάχιστη τιμή της f; Για ποιες τιμές του x βρίσκουμε αυτές τις τιμές της f;

10. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f με τύπο f(x)=
[image: image122.wmf]x

x

-

9

. Αν η χωρητι​κότητα του ψυγείου ενός αυτοκινήτου σε αντιψυκτικό και νερό είναι 9 λίτρα και x λίτρα είναι το αντιψυκτικό που περιέχει, τότε ο λόγος 
[image: image123.wmf]x
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παριστάνει την αναλογία αντιψυκτικού και νερού στο ψυγείο.

α) Ποιο είναι τότε το πεδίο ορισμού Α της παραπάνω συνάρτησης;

β) Με δεδομένο ότι ο λόγος αντιψυκτικού προς το νερό στα ψυγεία των αυτοκινήτων πρέπει να είναι 
[image: image124.wmf]2

3

, να βρείτε την ποσότητα του αντιψυκτικού που έχει το παραπάνω ψυγείο σ’ αυτή την περίπτωση.

11. To σύνολο τιμών μιας συνάρτησης f που εκφράζει δύο αντιστρόφως ανάλογα ποσά είναι f(Α)=[(12,(1]. Αν f((12)= (1 να βρείτε τον τύπο της συνάρτησης, να κάνετε τη γραφική της παράσταση και να γράψετε το πεδίο ορισμού της.
12. Δίνονται οι συναρτήσεις f και g με τύπους f(x)= 
[image: image125.wmf]x

4

, x([1,4] και g(x)=2, x([1,4]. Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου τομής των γραφικών τους παραστάσεων και στη συνέχεια να γράψετε τα σύνολα τιμών τους.
13. Δίνεται η συνάρτηση f με τύπο f(x)= 
[image: image126.wmf]x

 και πεδίο ορισμού Α=[0, 9].

Να κάνετε τη γραφική παράσταση της f και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

Ποιο το ελάχιστο και ποιο το μέγιστο της f:
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14. Στο διπλανό σχήμα παρουσιάζονται οι γρα​φικές παραστάσεις τες​σάρων συναρ​τήσε​​ων με κοινό πεδίο ορισμού Α=[1, 4]. Το ευθύγραμ​μο τμήμα ΘΖ. Το τμήμα ΘΒ της υπερβολής. Το ευθύ​γραμ​μο τμήμα ΓΔ και το ευθύγραμμο τμήμα ΕΖ. Να βρείτε τους τύπους των τεσ​σάρων συναρτή​σε​ων και τα σύνολα τιμών τους.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 7ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1. Να σημειώσετε σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις τα ποσά ή μεγέθη είναι αντιστρόφως ανάλογα.

· [image: image171.png]
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Ο αριθμός των εργατών που τελειώνουν ένα έργο και ο χρόνος που αυτό ολοκληρώνεται

· Το βάρος ενός υλικού και η αξία του σε δρχ.

· [image: image173.png]


Η ακτίνα του κύκλου και το μήκος του

· Οι δύο διαστάσεις ενός ορθογωνίου που έχει εμβαδό ίσο με ένα σταθερό θετικό αριθμό

2. Σε ποιες από τις παρακάτω περιπτώσεις μπορούμε να εκφράσουμε την εξάρτηση των δύο ποσών ή μεγεθών με μια συνάρτηση του τύπου 
[image: image128.wmf]ax
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· Η ταχύτητα με την οποία μπορούμε να διατρέξουμε ένα σταθερό διάστημα και ο αντίστοιχος χρόνος που κάνουμε για να το διανύσουμε

· Το βάρος σώματος και η επιμήκυνση που αυτό προκαλεί σε ένα ελατήριο

· Οι κιλοβατώρες του ρεύματος που καταναλώνουμε και η τιμή τους

3. Σε ποια από τις συναρτήσεις με τους παρακάτω τύπους, η γραφική παράσταση είναι ευθεία;
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4. Σε ποιες γωνίες των αξόνων βρίσκονται οι δύο κλάδοι της υπερβολής 
[image: image133.wmf]x
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Στην I και II
Στην I και III
Στην II και IV
Στην II και III
5. Ποια από τις συναρτήσεις με τους παρακάτω τύπους έχει πεδίο ορισμού το IR ;
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6. Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων με τύπους 
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 είναι παράλληλες ευθείες. Ποια απ’ αυτές τέμνει τον άξονα y’y σε σημείο με θετική τεταγμένη;
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7. Η συνάρτηση που εκφράζει την εξάρτηση δύο αντιστρόφως ανάλογων μεγεθών δίνεται απ΄τον τύπο 
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2
16
4
-2

8. Ποιο από τα παρακάτω τρία ορθογώνια τρίγωνα ερμηνεύει σωστά το σήμα της τροχαίας για την κλίση του δρόμου;
9. Αν τα Α(3, 5) και Β(2, 7) είναι σημεία μιας ευθείας (ε), τότε ποιος είναι ο συντελεστής διεύθυνσής της;
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10. Ποια είναι η σωστή απάντηση για τα στοιχεία x και y όταν τα σύνολα:

Α={2, x, 3, 5} και Β={3, 5, y, 7} είναι ίσα;
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Οι διπλανοί πίνακες τιμών έχουν προκύψει από συναρ�τή�σεις που εκφράζουν την εξάρ�τη�ση ανάλογων μεγεθών, στα�θε�ρών μεγεθών και γραμμικά μεταβαλλόμενων μεγεθών.


Να βρείτε από τον κάθε πίνακα τον αντίστοιχο τύπο της συνάρ�τη�σης.
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