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8  Η ΕΞΙΣΩΣΗ ΤΟΥ ΚΥΚΛΟΥ
Εισαγωγή

Όπως μάθαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο το βασικό γνώρισμα που έχουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων είναι ότι το κάθε x του τύπου y=f(x) είναι τετμημένη ενός μόνο σημείου Μ(x,y) της γραφικής παράστασης.

Αυτό βέβαια δεν ισχύει όπως είδαμε για όλους τους μαθηματικούς τύπους, που αποτελούν εξισώσεις με δύο αγνώστους x και y. Για παρά​δειγμα η εξίσωση x2+y2=8 για x=2 δίνει 4+y2=8 ή y2=4 οπότε y=2 ή y=(2.

Έτσι στην τετμημένη x=2 βρίσκουμε δύο σημεία Μ1(2,2) και Μ2(2,(2) της γραμμής C που αποτελεί τη γραφική παράσταση της εξίσωσης αυτής. Αν δεν λάβουμε υπ’όψιν μας αυτή τη διάκριση για τη γραμμή C που αποτελεί τη γραφική παράσταση μιας εξίσωσης δύο μεταβλητών, τότε μπορούμε να ορίσουμε την εξίσωση μιας γραμμής ως εξής:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Μια εξίσωση με δύο αγνώστους x, y, θα λέμε ότι είναι η εξίσωση μιας γραμμής C, ή αλλιώς ότι παριστάνει τη γραμμή C, όταν οι συντεταγμένες των σημείων της C και μόνο αυτές την επαληθεύουν.

Με τις εξισώσεις γραμμών μπορούμε με καθαρά αλγεβρικές μεθόδους να μελετάμε γεωμετρικές ιδιότητες των γραμμών. Μια απ’ τις πιο βασικές εξισώσεις γραμμών που θα μελετήσουμε παρακάτω, είναι η εξίσωση του κύκλου.

8.1

Απόσταση σημείων - Εξίσωση κύκλου.
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Στο Καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων Οxy δίνονται τα σημεία

Α(x1,y1) και Β(x2,y2).

Ο υπολογισμός της απόστα​σης ΑΒ μπορεί να γίνει εφαρ​μόζοντας το Πυθαγόρειο θεώ​ρημα στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ.

Είναι φανερό οτι ΑΓ = |x2(x1| και ΒΓ = |y2(y1|.

Έτσι ΑΒ2 = ΑΓ2 + ΒΓ2 = (|x2(x1|)2 + (|y2(y1|)2. Από τις απόλυτες τιμές γνωρίζουμε ότι |x|2 = x2 οπότε

ΑΒ2 = (x2(x1)2 + (y2(y1)2. Άρα 
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Στις ειδικές περι​πτώσεις που το ευθύγραμμο τμή​μα είναι παράλ​ληλο ή κάθετο στον άξονα x(x έ​χουμε:

i) AB = |x2(x1| =
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αφού y1 = y2.

ii) AB = |y2(y1| = 
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 αφού x1 = x2.
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Άρα σε κάθε περίπτωση 
Ας δούμε τώρα ποια είναι η εξίσωση ενός κύκλου C που έχει κέντρο το σημείο Κ(α,β) και ακτίνα ίση με ρ>0, στο ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων
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Αν πάρουμε ένα τυχαίο σημείο Μ(x,y) του κύκλου C τότε η απόσταση ΚΜ είναι η ακτίνα του κύκλου.

Έτσι αφού Κ(α,β) έχουμε 

ΚΜ=
[image: image9.wmf](
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(x(α)2 + (y(β)2 = ρ2
Επειδή ένα σημείο Μ(x,y) είναι σημείο του κύκλου C αν και μόνο αν ισχύει ΚΜ=ρ, προκύπτει ότι οι συντεταγμένες των σημείων του κύκλου C και μόνο αυτές ικανο​ποιούν την εξίσωση (x(α)2 + (y(β)2 = ρ2
Οι μορφές που μπορεί να πάρει η εξίσωση ενός κύκλου C, προσδιορίζονται από τις ειδικές θέσεις που μπορεί να έχει το κέντρο του Κ(α,β) πάνω σε ένα ορθογώνιο σύστημα. Έτσι διακρίνουμε τις παρακάτω τρείς περιπτώσεις.
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i) Όταν α=0 και β(0 δηλαδή Κ(0,β) τότε ο κύκλος έχει το κέντρο του πάνω στον άξονα y(y.

Η εξίσωση με α=0 έχει τη μορφή

x2 + (y(β)2 = ρ2
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ii) Όταν α(0 και β=0 δηλαδή Κ(α,0) τότε ο κύκλος έχει το κέντρο του πάνω στον άξονα x(x.

Η εξίσωση με β=0 έχει τη μορφή

(x(α)2  + y2  = ρ2

[image: image12.wmf] 
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iii) Όταν α=0 και β=0 δηλαδή Κ(0,0) τότε ο κύκλος έχει το κέντρο του στην αρχή των αξόνων.

Η εξίσωση με α = β = 0 έχει τη μορφή

x2  + y2  = ρ2
Από τη γενική μορφή  (x(α)2 + (y(β)2 = ρ2 ενός κύκλου C με κέντρο Κ(α,β) και ακτίνα ρ, μπορεί να προκύψει μια ισοδύναμη μορφή αν αναπτύξουμε τα τετράγωνα. Έτσι x2(2(α(x+α2+y2(2(β(y+β2 = ρ2 

ή x2+y2(2(α(x(2(β(y+(α2+β2(ρ2)=0

Επειδή α,β,ρ(IR αν θέσουμε (2(α=Α, (2(β=Β και Γ= α2+β2(ρ2 τότε η εξίσωση του κύκλου C μπορεί να πάρει τη γενική μορφή
x2+y2+Α(x+Β(y+Γ=0

Όταν όμως δοθεί η εξίσωση μιάς γραμμής με την παραπάνω μορφή πρέπει να ελέγχουμε αν αποτελεί εξίσωση ενός κύκλου C.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ

Ποια από τις παρακάτω εξισώσεις είναι εξίσωση κύκλου; Στη θετική περίπτωση να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου και η ακτίνα του.

x2+y2(4(x+2(y+1=0
x2+y2(6(x(2(y+12=0

ΛΥΣΗ

(x2(4(x) + (y2+2(y) = (1
(x2(6(x) + (y2(2(y)  = (12

Συμπληρώνουμε τις ταυτότητες προσθέτοντας και στα δύο μέλη τους αριθμούς που χρειάζονται.

(x2(4(x+4) + (y2+2(y+1) = (1+4+1
(x2(6(x+9) + (y2(2(y+1)  = (12+9+1

(x(2)2 + (y+1)2 = 4 = 22
(x(3)2 + (y(1)2 = (2

Προφανώς η εξίσωση παριστάνει κύκλο με κέντρο Κ(2,(1) και ακτίνα ρ=2.
Αυτή δεν είναι εξίσωση γραμμής διότι (x(3)2 + (y(1)2 (0 για κάθε τιμή των x,y((.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Αν Γ1 : x2(x(y+4 = 0 και Γ2 : 4(x2+y2(32 = 0 είναι οι εξισώσεις δύο γραμμών στο ορθογώνιο σύστημα αξόνων, να βρείτε τις τεταγμένες εκείνων των σημείων τους που έχουν τετμημένες x=(1, x=2 και x=3 αντίστοιχα. Ποιο σημείο είναι κοινό και στις δύο γραμμές;
ΛΥΣΗ

Η Γ1 :
με x=(1 δίνει ((1)2( ((1)(y+4 = 0 ή 1+y+4 = 0 οπότε (y = (5. Άρα ένα σημείο της Γ1 είναι το Α((1, (5)


με x=2 έχουμε 22(2(y+4 = 0 ή (2(y = (8 οπότε y = 4. Έτσι το Β(2,4) είναι σημείο της γραμμής Γ1.


με x=(2 έχουμε ((2)2(((2)(y+4 = 0 ή 2(y = (8 οπότε (y = (4. Άρα το Γ((2,(4) είναι και αυτό σημείο της γραμμής Γ1.

Η Γ2 :
με x=(1 δίνει 4(((1)2+(y2(32 = 0 ή y2 = 28 οπότε (έχουμε δύο λύσεις 
y = 
[image: image13.wmf]28

= 2(
[image: image14.wmf]7

και y =(
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= (2(
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. Έτσι τα σημεία Δ((1,
[image: image17.wmf]7
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) και Ε((1, (
[image: image18.wmf]7
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×

) είναι σημεία της Γ2.

με x=2 έχουμε 4(4+y2(32 = 0 οπότε y2 = 16. Δηλαδή y = 4 ή y = (4. Έτσι τα σημεία Ζ(2,4) και Η(2,(4) είναι σημεία της γραμμής Γ2.


με x=(2 έχουμε 4(4+y2(32 = 0 οπότε y2 = 16. Δηλαδή y = 4 ή y = (4. Έτσι τα σημεία Θ((2,4) και Κ((2,(4) είναι σημεία της γραμμής Γ2.

Από τα παραπάνω σημεία των δύο γραμμών τα σημεία Γ((2,(4) και Κ((2,(4) έχουν ίδιες συντεταγμένες και συνεπώς συμπίπτουν.

Άρα στο σημείο Κ((2,(4) οι δύο γραμμές τέμνονται.
2.
Δίνονται τα σημεία Α(0,4) και Β(5,4). Να βρείτε πάνω στον άξονα x(x σημείο Γ ώστε το τρίγωνο ΑΒΓ να είναι ισοσκελές (ΑΒ=ΑΓ).
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ΛΥΣΗ

Το σημείο Γ του άξονα x(x θα έχει συντεταγμένες (γ,0). Έτσι

ΑΓ=
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Επίσης

ΑΒ=
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=5. Έτσι θα έχουμε 
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=5 ή γ2+16=52 ή γ2=9 οπότε 
|γ| =
[image: image25.wmf]9

=3. Άρα γ=3 ή γ=(3. Έτσι τα σημεία Γ1(3,0) και Γ2((3,0) είναι οι δύο λύσεις του προβλήματος.

2.
Να δείξετε ότι η εξίσωση της γραμμής C : 3(x2(8(x+3(y2+13 = 0 είναι εξίσωση κύκλου, και να βρείτε την ακτίνα και τις συντεταγμένες του κέντρου του.
ΛΥΣΗ

Από την 3(x2(8(x+3(y2+13 = 0 διαιρώντας με 3 έχουμε 
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Προσθέτουμε το 
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και στα δύο μέλη της ισότητας για να συμπληρώσουμε την ταυτότητα. Έτσι
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Άρα η εξίσωση γράφεται 
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 και παριστάνει κύκλο με κέντρο Κ(
[image: image32.wmf]3

4

,0) και ακτίνα ρ=1.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Αν ο κύκλος C έχει εξίσωση  (x+κ)2 + (y+λ)2 =  (2(κ+λ)2, κ,λ(IR, και κέντρο το σημείο Μ((2,5), να βρείτε την ακτίνα του.

2. Να βρείτε τις αποστάσεις της αρχής των αξόνων από τα σημεία Α(3,4), Β(9,6,(7,2). Τι τρίγωνο είναι το ΟΑΒ;
3. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και την ακτίνα του κύκλου C με εξίσωση C : x2+y2(4(x(4(y+4 = 0. Ποια είναι η θέση του κύκλου σε σχέση με τους θετικούς ημιάξονες 0x και 0y;
4. Δίνεται ο κύκλος C με εξίσωση x2+y2 = 9. Να ελέγξετε αν τα σημεία Α(3,4) και Β((1,(2) είναι εσωτερικά ή εξωτερικά σημεία του κύκλου.

5. Δίνονται οι κύκλοι C1 και C2 με εξισώσεις, C1 : x2+y2(2(x(4(y+1 = 0,  και 
C2 :x2+y2(2(x(4(y(4 = 0. Δείξτε ότι είναι ομόκεντροι.

6. Δείξτε ότι ο κύκλος C: (x-3)2+(y-4)2=25 διέρχεται απ’ την αρχή των αξόνων. Σε ποια σημεία ο κύκλος τέμνει τους άξονες x’x και y’y;
7. Δύο κύκλοι C1 και С2 έχουν εξισώσεις:
C1: x2-6x+y2=0 και C2: (x-3)2+(y-5)2=4.
Να βρείτε το μήκος που έχει η διάκεντρος των δύο κύκλων. Τι συμπεραίνετε για τη θέση των δύο κύκλων;

8. Αν η γραμμή C με εξίσωση x2+y2+Ax+By+Γ=0 παριστάνει κύκλο, να βρείτε ποια συνθήκη πρέπει να πληρούν οι πραγματικοί αριθμοί Α, Β και Γ.

9. Ένας κύκλος C περνά απ’ τα σημεία Α(0, 4), Ο(0, 0) και Β(4, 0). Ποια η εξίσωσή του;

10. Δείξτε ότι τα σημεία Κ(0, -1), Λ(4, 0) και Μ(3, 4) είναι κορυφές ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου C που έχει κέντρο το σημείο Λ και ακτίνα ΛΜ. Ποιες οι τεταγμένες των σημείων τομής του κύκλου C με τον άξονα y’y;

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 8ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1. Ποιες από τις παρακάτω γραμμές είναι γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων;
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2. Σε ποιο σημείο τέμνει τον θετικό ημιάξονα οx ο κύκλος C με εξίσωση C:x2+ y2= 4
Στο A(4, 0)
Στο Β(-2, 0)
Στο Γ(2, 0)
Στο Δ(0, 4)

3. Οι δύο κύκλοι 
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 και 
[image: image38.wmf]6

)

1

(

:

2

2

2

=

-

+

y

x

C

 έχουν κέντρα Κ1 και Κ2 αντιστοίχως. Αν Ο η αρχή των αξόνων, ποια από τις παρακάτω σχέσεις είναι αληθής;

ΟΚ1>ΟΚ2
ΟΚ1=ΟΚ2
ΟΚ1<ΟΚ2 

4. Το σημείο Α(1, 3) βρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου, πάνω στον κύκλο ή εκτός του κύκλου 
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5. Δύο από τους τρείς κύκλους 
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 και 
[image: image42.wmf](

)

5

5

:

2

2

3

=

+

-

y

x

C

 είναι ίσοι.

Ποια είναι η σωστή απάντηση;

C1=C2
C1=C3
C2=C3
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