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3 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣΣΥΣΤΗΜΑΤΑ

1ΟΥ ΒΑΘΜΟΥ
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3.1

Εξισώσεις 1ου βαθμού.

Ας πάρουμε τη σχέση x + 6 = 10. Αυτή αληθεύει (δηλαδή, γίνεται σωστή αριθμητική ισότητα), όταν η μεταβλητή x πάρει την τιμή 4.

Τέτοιες ισότητες με μία μεταβλητή, για τις οποίες ζητάμε τις τιμές της μεταβλητής της, ώστε να αληθεύουν, λέγονται εξισώσεις με έναν άγνωστο. Ο άγνωστος της εξίσωσης είναι η μεταβλητή της. Οι τιμές του αγνώστου για τις οποίες αληθεύει η εξίσωση λέγονται λύσεις (ή ρίζες) της εξίσωσης. 

Η εξίσωση x+6 =10 έχει μοναδική λύση το 4, γιατί οποιοσδήποτε άλλος αριθμός δεν την επαληθεύει.

Μια εξίσωση που δεν έχει λύσεις λέγεται αδύνατη, ενώ εκείνη που έχει λύση κάθε πραγματικό αριθμό λέγεται αόριστη (ή λέμε γι’ αυτή ότι είναι ταυτότητα).

Π.χ η εξίσωση 0x=5 είναι αδύνατη, ενώ η 0x=0 είναι αόριστη.

Δύο εξισώσεις που έχουν τις ίδιες λύσεις λέγονται ισοδύναμες. Για παρά​δειγμα, οι εξισώσεις 2x+12=20 και x+6=10 είναι ισοδύναμες (και οι δύο έχουν μοναδική λύση το 4).

Επειδή οι εξισώσεις είναι ισότητες, γι’ αυτό μπορούμε να εφαρμόσουμε σε αυτές τις ιδιότητες των ισοτήτων, που είδαμε στην παράγραφο 1.5

Τονίζουμε  ότι:

·  Μπορούμε να προσθέσουμε (ή να αφαιρέσουμε) και στα δύο μέλη μιας εξίσωσης τον ίδιο αριθμό και η εξίσωση που προκύπτει είναι ισοδύναμη με την αρχική.

·  Μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε (ή να διαιρέσουμε) και τα δύο μέλη μιας εξίσωσης με τον ίδιο αριθμό, διάφορο του 0, και η εξίσωση που προκύπτει είναι ισοδύναμη με την αρχική.

Για να λύσουμε μια εξίσωση (δηλαδή, να βρούμε τις λύσεις της), εφαρμόζουμε κατάλληλες ιδιότητες (όπως, για παράδειγμα, οι παραπάνω) και κάνουμε πράξεις, βρίσκοντας έτσι απλούστερες εξισώσεις, ισοδύναμες με την αρχική, από τις οποίες προκύπτουν εύκολα οι λύσεις.

Η εξίσωση που μπορεί να γραφεί με τη μορφή  αx + β = 0, όπου x ο άγνωστος και α,β σταθεροί αριθμοί (που δεν εξαρτώνται από το x), λέγεται εξίσωση α΄ βαθμού με έναν άγνωστο.

Τέτοιες εξισώσεις μάθαμε να λύνουμε στο Γυμνάσιο.

Παρατήρηση

Οι εξισώσεις δεν είναι όλες πρώτου βαθμού.Υπάρχουν εξισώσεις δευτέρου βαθμού, όπως η x23x+2=0, τρίτου βαθμού, όπως η x3x2+1=0, και γενικά ανωτέρου βαθμού, όπως λέγονται.Ο βαθμός καθορίζεται από τον μεγαλύτερο εκθέτη του αγνώστου, εφόσον το 20 μέλος είναι 0 και το 10 μπορεί να γραφεί με τη μορφή ενός πολυωνύμου.

Υπάρχουν επίσης και εξισώσεις που έχουν:

·  Τον άγνωστο σε παρονομαστή.
Π.χ. 
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Λέγονται κλασματικές εξισώσεις.

· Τον άγνωστο σε υπόρριζο.
Π.χ. 2x+
[image: image3.wmf]x

 = 6.
Λέγονται άρρητες εξισώσεις

· Τον άγνωστο μέσα σε απόλυτο.
Π.χ  2+|x| = 5x.
Λέγονται εξισώσεις με απόλυτα.

Οι εξισώσεις γενικά αποτελούν ένα από τα σπουδαιότερα ζητήματα του αλγεβρικού λογισμού, γιατί χρησιμοποιούνται στη λύση των προβλημάτων.

Στην παράγραφο που ακολουθεί, θα δούμε πώς καταστρώνουμε την εξίσωση ενός προβλήματος, δηλαδή πώς ένα πρόβλημα διατυπώνεται στη μαθηματική γλώσσα και θα θυμηθούμε τον τρόπο που λύνονται οι εξισώσεις  α΄ βαθμού με έναν άγνωστο.

3.2

Προβλήματα που λύνονται με εξισώσεις α΄ βαθμού.

Πρόβλημα 1

Ένα συνεργείο αυτοκινήτων εισέπραξε συνολικά από τρεις οδηγούς 95000 δρχ για τη συντήρηση των αυτοκινήτων τους.

Ο δεύτερος πλήρωσε 10000 δρχ. λιγότερο από τον πρώτο και το ποσό των χρημάτων που πλήρωσε ο τρίτος ήταν διπλάσιο από αυτό που πλήρωσε ο δεύτερος.

Πόσο πλήρωσε καθένας τους;

ΛΥΣΗ
Το πρόβλημα έχει τρία ζητούμενα, αλλά, αν υπολογίσουμε το ένα από αυτά, τότε εύκολα μπορούμε να βρούμε και τα άλλα δύο. Γι’ αυτό θα συμβο​λίσουμε με x ένα από τα ζητούμενα και θα εκφράσουμε τα άλλα δύο με τη βοήθεια του x.

· Έστω x το ποσό που πλήρωσε ο πρώτος οδηγός. Τότε, σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος, ο δεύτερος πλήρωσε x10000 και ο τρίτος 2(x10000).

Από τη φύση του προβλήματος καταλαβαίνουμε ότι ο αριθμός x είναι θετικός μικρότερος από το 95000 και μεγαλύτερος από το 10000.

· Επειδή το ποσό των χρημάτων που πλήρωσαν και οι τρεις μαζί είναι 95000δρχ, έχουμε την εξίσωση x+(x10000)+ 2(x10000) = 95000.

· Για να λύσουμε την εξίσωση αυτή, κάνουμε τις παρακάτω ενέργειες.

x+(x10000)+2(x10000) = 95000
Εξαλείφουμε τις παρενθέσεις
x+x10000+2x20000 = 95000
Χωρίζουμε τους γνωστούς από 
τους άγνωστους όρους (Ιδιότητα 
μεταφοράς όρου στις ισότητες)
x+x+2x = 95000+20000+10000
Κάνουμε αναγωγή ομοίων όρων.
 4 x = 125000
Διαιρούμε και τα δύο μέλη της
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εξίσωσης με το συντελεστή του 
αγνώστου
x=31250.
Η λύση που βρήκαμε είναι δεκτή, γιατί συμφωνεί με τον περιορισμό να είναι αυτή θετικός αριθμός μικρότερος από το 95000 και μεγαλύτερος από το 10000. Ώστε, ο πρώτος οδηγός θα πληρώσει 31250δρχ. Ο δεύτερος θα πληρώσει 3125010000=21250δρχ και ο τρίτος 221250=42500δρχ.

(Για να δούμε αν σωστά λύθηκε η εξίσωση, κάνουμε και την επαλήθευση:

31250 +(3125010000)+ 2(3125010000) =95000

31250 +21250+ 2(21250 =95000

31250 +21250+ 42500 =95000

 95000 = 95000.Άρα, η εξίσωση λύθηκε σωστά).

Πρόβλημα  2

Μια οικογένεια δαπανά το 1/3 του μηνιαίου εισοδήματός της για διατροφή, το 1/4 για ενοίκιο, το 1/6 για λογαρισμούς και της μένουν 100500 δρχ  για τις άλλες ανάγκες. Ποιο είναι το μηνιαίο εισόδημα της οικογένειας; 

ΛΥΣΗ

Το πρόβλημα αυτό έχει ένα ζητούμενο, το μηνιαίο εισόδημα της οικογένειας.

· Ας το ονομάσουμε x. Είναι φανερό ότι το x πρέπει να είναι αριθμός μεγαλύτερος του 100500. Σύμφωνα με την εκφώνηση, για διατροφή δαπανώνται x/3 δρχ, για ενοίκιο x/4 δρχ  και για λογαρισμούς x/6 δρχ.

· Το άθροισμα αυτών μαζί με τις 100500δρχ αποτελεί το μηνιαίο εισόδημα. Άρα, έχουμε την εξίσωση: 
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· Για να λύσουμε αυτήν την εξίσωση, θα κάνουμε πρώτα απαλοιφή παρονομαστών. Γι’ αυτό πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη της εξίσωσης με το 12, που είναι το Ε.Κ.Π των παρονομαστών.

12(
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Επιμεριστική ιδιότητα.
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Απλοποιήσεις
4x +3x + 2x +1206000 = 12x
Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους
1206000 = 12x4x3x2x
Αναγωγή ομοίων όρων
1206000 = 3x
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Διαιρούμε με το συντελεστή του αγνώστου

x = 402000
Λύση δεκτή.

Ώστε, το μηνιαίο εισόδημα της οικογένειας είναι 402000δρχ.

Πρόβλημα  3

Αναμειγνύουμε δύο ποιότητες ενός λιπαντικού. Η α΄ αξίζει 450 δρχ το κιλό και η β΄ 625 δρχ το κιλό. Πόσα κιλά από κάθε ποιότητα του λιπαντικού πρέπει να αναμείξουμε, ώστε  να πάρουμε μείγμα 350 κιλών με αξία 575 δρχ το κιλό;

ΛΥΣΗ
Το πρόβλημα έχει δύο αγνώστους. Γι’ αυτό θα συμβολίσουμε με x τον ένα και θα εκφράσουμε με τη βοήθεια του x τον άλλον.

·  Έστω x τα κιλά της α΄ ποιότητας. Τότε τα κιλά της β΄ ποιότητας είναι 350x. Το x πρέπει να είναι αριθμός θετικός και μικρότερος του 350.

Τα x κιλά της α΄ ποιότητας αξίζουν 450x δρχ και τα 350x κιλά της β΄ ποιότητας αξίζουν 625(350x) δρχ.

·  Το άθροισμα της αξίας στις δύο ποιότητες του λιπαντικού ισούται με την αξία του παραγόμενου μείγματος, που είναι 575350 = 201250 δρχ.

Έτσι, έχουμε την εξίσωση: 450x + 625(350x) = 201250

·  Λύνουμε την εξίσωση και διαδοχικά έχουμε:

450x + 625(350x) = 201250
Επιμεριστική ιδιότητα
450x 218750  625x = 201250
Χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους
450x  625x = 201250  218750
Αναγωγή ομοίων όρων

175x = 17500
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Διαιρούμε με το συντελεστή του αγνώστου
x = 100
Λύση δεκτή.

Άρα, πρέπει να αναμείξουμε 100 κιλά της α΄ ποιότητας με 350100=250 κιλά της β΄.

Πρόβλημα  4

Για τη μεταφορά μιας ποσότητας χώματος ο εκσκαφέας Α χρειάζεται 4 ώρες, ο εκσκαφέας Β 6 ώρες και ο εκσκαφέας Γ 10 ώρες. Αν δουλέψουν ταυτόχρονα και οι τρεις εκσκαφείς, σε πόσες ώρες θα μεταφερθεί αυτή η ποσότητα του χώματος;

ΛΥΣΗ
·  Συμβολίζουμε με x τις ζητούμενες ώρες. Αφού θα δουλέψουν και οι τρεις εκσκαφείς ταυτόχρονα, γι’ αυτό οι ώρες x που ζητάμε θα είναι λιγότερες από αυτές που κάνει κάθε εκσκαφέας μόνος του. Άρα, το x είναι θετικός αριθμός και μικρότερος του 4.

Επειδή ο εκσκαφέας Α μεταφέρει σε 4 ώρες μόνος του την ποσότητα του χώματος, γι’ αυτό σε 1 ώρα μπορεί να μεταφέρει το 1/4 της ποσότητας. Άρα, σε x ώρες μεταφέρει τα x/4 της ποσότητας. Με τον ίδιο τρόπο καταλαβαίνουμε ότι ο εκσκαφέας Β σε x ώρες μεταφέρει τα x/6 της ποσότητας και ο Γ τα x/10. 

· Επειδή σε x ώρες θα έχει μεταφερθεί όλο το μέρος της ποσότητας του χώματος από τους τρεις εκσκαφείς, έχουμε την εξίσωση: 
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 (Το 1 στο δεύτερο μέλος παριστάνει ολόκληρη την ποσότητα).

·  Λύνουμε την εξίσωση και διαδοχικά έχουμε
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15x + 10x + 6x = 60

31x = 60

x = 
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 1,932 (Στρογγυλοποίηση). Λύση δεκτή.

Άρα, η μεταφορά του χώματος θα γίνει σε 2 ώρες.

Πρόβλημα  5

Σε μια εκδρομή έλαβαν μέρος 50 άτομα άνδρες γυναίκες και παιδιά. Αν οι γυναίκες είναι τα 3/4 των ανδρών και τα παιδιά το 1/3 των γυναικών, πόσοι άνδρες, πόσες γυναίκες και πόσα παιδιά έλαβαν μέρος ;

ΛΥΣΗ
Ας συμβολίσουμε με x τον αριθμό των ανδρών. Τότε οι γυναίκες είναι 
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3

x και τα παιδιά 
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Αφού το x παριστάνει πλήθος ατόμων, πρέπει να είναι ακέραιος θετικός και μικρότερος του 50. Στο πρόβλημα αυτό όμως δεν αρκούν αυτές οι συνθήκες, για να δεχτούμε μια ακέραια λύση, γιατί εκτός από τον x, πρέπει να είναι και οι αριθμοί 
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x, 
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x) θετικοί ακέραιοι.

Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος, έχουμε την εξίσωση:

x+
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Η εξίσωση γράφεται: 
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4x+3x+x = 200


8x=200


x= 
[image: image25.wmf]8
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Το 25 είναι θετικός ακέραιος μικρότερος του 50, αλλά, όπως παραπάνω αναφέραμε, για να το δεχτούμε ως λύση, πρέπει να εξετάσουμε και τις άλλες συνθήκες. Τα 3/4 του 25 δεν είναι ακέραιος αριθμός (
[image: image26.wmf]4
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25=18,75). Άρα, η λύση που βρήκαμε απορρίπτεται και το πρόβλημα με αυτά τα δεδομένα δεν έχει λύση.

Σύμφωνα με τα προηγούμενα, τα βήματα που ακολουθούμε γενικά για να λύσουμε με εξίσωση ένα πρόβλημα είναι:

( Συμβολίζουμε τον άγνωστο του προβλήματος με μια μεταβλητή x, ή κάποιο άλλο γράμμα. Αν το πρόβλημα έχει περισσότερους από έναν αγνώστους, τότε συμβολίζουμε με x τον ένα και εκφράζουμε τους άλλους με τη βοήθεια του x. Αναφέρουμε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιεί ο x, οι οποίες εξαρτώνται από τη φύση του προβλήματος.

( Καταστρώνουμε την εξίσωση του προβλήματος, δηλαδή μεταφέρουμε το πρόβλημα στη μαθηματική γλώσσα.

( Λύνουμε την εξίσωση και ελέγχουμε αν  η λύση της είναι δεκτή. 

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ

1) Να εξετάσετε αν το πρόβλημα 5 έχει λύση, όταν τα άτομα της εκδρομής είναι 80.

2) Να σχεδιάσετε στο τετράδιό σας τρία τετράγωνα με πλευρά  1, 2, 3cm αντιστοίχως. Γύρω από κάθε τετράγωνο και σε επαφή με αυτό να βάλετε μικρά τετραγωνάκια πλευράς 1 cm, ώστε να καλυφτεί το περίγραμμα του αρχικού τετραγώνου και να σχηματιστεί ένα μεγαλύτερο τετράγωνο, όπως στο σχήμα.
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i) Να υπολογίσετε σε cm την περίμετρο κάθε νέου τετραγώνου που σχηματίστηκε.

ii) Αν η πλευρά του αρχικού τετραγώνου είναι x cm (x ακέραιος), πόση είναι η περίμετρος του νέου τετραγώνου ;

iii) Πόσο είναι το x , αν η περίμετρος του νέου τετραγώνου είναι 48cm ;

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Να λυθεί η εξίσωση 
[image: image28.wmf]1
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ΛΥΣΗ

Τέτοιες εξισώσεις, που έχουν τον άγνωστο σε παρονομαστή λέγονται κλασματικές. Αυτή η εξίσωση έχει νόημα, όταν  x  για να είναι ο παρονομαστής διάφορος του 0. Για να λύσουμε τέτοιες εξισώσεις, κάνουμε πρώτα απαλοιφή παρονομαστών. 
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Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με το x1

(x(1)(
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Απλοποιούμε το κλάσμα του πρώτου μέλους

18 = 3( (x1)
H εξίσωση αυτή είναι ισοδύναμη με την αρχική και λύνεται με το γνωστό τρόπο, που λύνονται οι πρωτοβάθμιες εξισώσεις με έναν άγνωστο.
18 = 3x3

18 + 3 = 3x

21 = 3x

x = 
[image: image31.wmf]3
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x = 7.
Λύση δεκτή, γιατί είναι διάφορη του 1.
2.
Να λυθεί η εξίσωση  x3  4x = 0.

ΛΥΣΗ
Η εξίσωση δεν είναι πρωτοβάθμια. Τέτοιες εξισώσεις (ανωτέρου βαθμού, όπως λέγονται) μπορούμε να τις λύσουμε, αν παραγοντοποιείται το πρώτο μέλος τους (ενώ το δεύτερο είναι 0).

x3  4x = 0
Κοινός παράγοντας το x.
x(x2  4) = 0
Διαφορά δύο τετραγώνων
x(x2)(x+2)=0
Θυμηθείτε (παράγραφος 1.5) την ιδιότητα: «αν αβ=0 τότε α=0 ή β=0»
x=0 ή x2=0 ή x+2=0
Λύνουμε αυτές τις πρωτοβάθμιες εξισώσεις.
x=0  ή x=2  ή x= 2

Άρα η αρχική εξίσωση έχει τρεις λύσεις 2, 0, 2

3.
Να λυθεί η εξίσωση  x4=16.

ΛΥΣΗ

Η εξίσωση είναι ανωτέρου βαθμού και θα λυθεί με παραγοντοποίηση, μεταφέροντας πρώτα όλους τους όρους της στο πρώτο μέλος.

x416 =0
Διαφορά τετραγώνων
(x2+4)(x24) =0
Διαφορά τετραγώνων

(x2+4)(x+2)(x2) =0
Γινόμενο ίσο με το 0
x2+4 =0  ή x+2 =0 ή x2 =0

Αλλά το x2+4  είναι θετικός αριθμός (αφού x2), οπότε έχουμε: x+2=0 ή x2=0 από τις οποίες παίρνουμε τις λύσεις: x=2 ή x=2

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να λύσετε τις εξισώσεις:
i) x  3(2x) = x + 
[image: image32.wmf]2
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ii) 4(13x)  
[image: image33.wmf]2

x

 = x.
2.
Να λύσετε τις εξισώσεις:
i) 
[image: image34.wmf]4
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  x + 
[image: image35.wmf]12
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ii) 
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5

1

2

15

10

23

2

x

x

x

x

-

=

-

+

-


iii)  3(2x7)+8x = 7(2x3)



iv) 2(x  
[image: image38.wmf]2
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) 4x = 
[image: image39.wmf]3
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v) 
[image: image40.wmf]3

x 4(
[image: image41.wmf]2


[image: image42.wmf]3

x) = 6
[image: image43.wmf]3

x 
[image: image44.wmf]2
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3. Να λυθούν οι εξισώσεις: i) x([1(2(1(x)+6x]= (4((x+2)


[image: image45.wmf]27
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ii) [((x(1)+2(1(x)] (3x=x([(2(x+1) (1].
4.
Ένας σωλήνας ύδρευσης έχει εξωτερική διάμετρο 35mm και εσωτερική 27mm. Να σχηματίσετε μια εξίσωση, που να έχει άγνωστο το πάχος του τοιχώματος και να τη λύσετε.
5.
Καθεμιά από τις γωνίες της βάσης ισοσκελούς τριγώνου είναι ίση με το 2πλάσιο της γωνίας της κορυφής του. Να υπολογιστούν οι γωνίες του τριγώνου.


[image: image46.wmf]80cm


6.
Δύο οδοντωτοί τροχοί συμπλέκονται μεταξύ τους, όπως στο σχήμα. Η ακτίνα του ενός τροχού είναι 10cm μεγαλύτερη της ακτίνας του άλλου. Πόσο είναι το μήκος καθεμιάς ακτίνας; 

7.
Τρία άτομα μοιράζονται 8.400 δρχ ως εξής: Το δεύτερο παίρνει 850 δρχ περισ​σότερες από το  πρώτο και το τρίτο παίρνει 920 δρχ λιγότερες από το δεύτερο. Να βρείτε πόσα χρήματα πήρε καθένα.

8. Να βρεθούν δύο διαδοχικοί θετικοί ακέραιοι τέτοιοι, ώστε το 1/7 του μεγαλυ​τέρου να υπερβαίνει το 1/9 του μικροτέρου κατά 7 μονάδες.

9. Ενας μαθητής έπρεπε να πολλαπλασιάσει έναν αριθμό επί 224, αλλά πολλαπλα​σίασε επί 242 και έτσι βρήκε γινόμενο μεγαλύτερο κατά 621. Ποιος ήταν ο αριθμός;
10. Να υπολογίσετε με προσέγγιση δεκάτου τη χωρητικότητα ενός δοχείου νερού, γνωρίζοντας ότι: Όταν το δοχείο είναι γεμάτο κατά το 
[image: image47.wmf]5
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του και του ρίξουμε άλλα 20 λίτρα νερό, τότε γεμίζει κατά τα 
[image: image48.wmf]7

4

του.
11. Ο μπρούντζος είναι ένα κράμα κασίτερου και χαλκού. Σε ένα δείγμα μπρούντζου η μάζα του χαλκού είναι μεγαλύτερη κατά 42 gr από το 11-πλάσιο της μάζας του κασίτερου. Πόσα gr χαλκού και πόσα κασίτερου περιέχονται σε 1050 gr του παραπάνω δείγματος;

12. Ένα σιδερένιο κομμάτι χάνει με την κατεργασία του στον τόρνο τα 3,5% του βάρους του. Αν το κομμάτι ζυγίζει μετά την κατεργασία του 2900gr, να βρείτε το αρχικό του βάρος.

13. Για την αγορά ενός μηχανήματος πληρώσαμε μετρητοίς το 1/3 της τιμής πώλησής του και το υπόλοιπο αυξημένο κατά 5% συμφωνήσαμε να το πληρώσουμε με δόσεις. Έτσι το μηχάνημα θα μας κοστίσει 465000δρχ. Πόση είναι η τιμή πώλησής του;
14.
Με τη μέθοδο της παραγοντοποίησης να λύσετε τις εξισώσεις:
i) 2x3 18x= 0


ii)  3υ2υ = 2υ
iii)  (2x1)2 + 3(2x1) = 0

iv) κ3 = 0,04κ


v) κ3(2κ2 = 9κ(18.
15.
Να λύσετε τις κλασματικές εξισώσεις:
i) 
[image: image49.wmf]x

x

x

3

2

1

=

-

 2

ii) 
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iii)  3  
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16. Να λύσετε τις εξισώσεις:  i) (ω(1)3(ω(ω2+1) = ω(4(3ω)


ii) 
[image: image52.wmf](
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iii) (2x(3)(3x+1) ((5(x)(x+3) = x(5x(9).
17.
Να λύσετε τις εξισώσεις:
i)  x4  2x2 = 0
ii) 
[image: image53.wmf]x
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3.3

Επίλυση τύπων.

Είναι γνωστό ότι σε πολλά θέματα εκφραζόμαστε με τύπους, που συνδέουν δύο ή περισσότερες μεταβλητές μεταξύ τους.

Επίλυση ενός τύπου ως προς μια μεταβλητή του σημαίνει να εκφράσουμε αυτή τη μεταβλητή με τη βοήθεια των άλλων μεταβλητών του.

Στην επίλυση ενός τύπου ως προς μια μεταβλητή του εφαρμόζουμε κανόνες και ιδιότητες παρόμοιες με αυτές που χρησιμοποιούμε στη λύση των εξισώσεων.

Για να κατανοήσουμε καλύτερα τον τρόπο επίλυσης ενός τύπου δίνουμε τα παρακάτω παραδείγματα:
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ

1. Η ισότητα ρ = 
[image: image54.wmf]V

m

 είναι ο τύπος της πυκνότητας ρ ενός σώματος με μάζα m και όγκο V. Θέλουμε να επιλύσουμε αυτόν τον τύπο ως προς τη μεταβλητή V. 

ΛΥΣΗ

ρ = 
[image: image55.wmf]V

m


Απαλοιφή παρονομαστών (Πολλαπλασιάζουμε και τα δύο μέλη με το V)

[image: image56.wmf]V
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Κάνουμε απλοποίηση στο δεύτερο μέλος.
V(ρ = m
Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το  ρ (που είναι σαν συντελεστής του V)

[image: image57.wmf]ρ
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×


Κάνουμε απλοποίηση στο πρώτο μέλος.


[image: image58.wmf]ρ
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2. Ο τύπος που μας δίνει το εμβαδό Ε ενός τραπεζίου που έχει βάσεις Β και β και ύψος υ είναι: 
[image: image59.wmf]υ
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. Να επιλυθεί ως προς Β.

ΛΥΣΗ


[image: image60.wmf]υ
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Απαλοιφή παρονομαστών


[image: image61.wmf]υ
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Απλοποίηση στο δεύτερο μέλος

2Ε = (Β+β)υ
Επιμεριστική ιδιότητα

2Ε = Βυ+βυ
Μεταφορά όρων ( σαν να χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους)

2Ε ( βυ = Βυ
Διαιρούμε και τα δύο μέλη με το υ


[image: image62.wmf]υ
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Απλοποίηση στο δεύτερο μέλος


[image: image63.wmf].
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3. Ο τύπος R= ρ
[image: image64.wmf]S

L

 συνδέει την ηλεκτρική αντίσταση R ενός χάλκινου αγωγού (θερμοκρασίας 00 Κελσίου) με το μήκος L του αγωγού, που έχει εμβαδό διατομής S και ειδική αντίσταση  ρ. Να επιλυθεί ο τύπος ως προς  ρ.

ΛΥΣΗ

R = ρ(
[image: image65.wmf]S
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Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη με S

SR = S(ρ(
[image: image66.wmf]S

L

)
Προσεταιριστική ιδιότητα στο δεύτερο μέλος

SR = ρL
Διαιρούμε τα μέλη με το L


[image: image67.wmf]L
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Απλοποίηση στο δεύτερο μέλος


[image: image68.wmf]L
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Ο τύπος 
[image: image69.wmf]t

s
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u

 μας δίνει το μέτρο της ταχύτητας υ στην ευθύγραμμη ομαλή κίνηση. s είναι το διάστημα σε μέτρα που διανύει το κινητό σε χρόνο t sec.

α) Να επιλύσετε τον τύπο ως προς t.

β) Αν υ=1,6 (m/sec) σε πόσο χρόνο το κινούμενο σώμα θα διανύσει τα 100m;

2.
Το ύψος υ ισόπλευρου τριγώνου πλευράς α δίνεται από τον τύπο υ =
[image: image70.wmf]2

3

a

. Αν το ύψος είναι 6,9 cm, βρείτε πόσα  cm είναι η πλευρά του τριγώνου.

3.
Το πηλίκο μ της διαμέτρου D (σε mm) ενός οδοντωτού τροχού δια του αριθμού α των δοντιών του, λέγεται μοντούλ. Αν το μοντούλ είναι 4 και η ακτίνα του τροχού 7,6cm, βρείτε πόσα δόντια έχει ο τροχός.  

4.
 Όταν ένα κινητό κινείται με ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση, τότε οι ταχύτητές του υ0, υ1, υ2 (m/sec) στις χρονικές στιγμές 0, 1, 2 (sec) αντιστοίχως είναι υ1=υ0+γ, υ2=υ1+γ, όπου γ  η επιτάχυνση (m/sec2). Αν υ0= 3,5 m/sec και υ1= 4,75 m/sec, να υπολογίσετε α) την επιτάχυνση του κινητού και β) την ταχύτητα υ2.

5.
Δίνεται ο τύπος 
[image: image71.wmf]R
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α) Να επιλύσετε τον τύπο ως προς R
 β) Να υπολογίσετε το R όταν R1=5,1 και  R2=10,2.

6.
Η κοπτική ταχύτητα  υ (m ανά λεπτό) μιας φρεζομηχανής δίνεται από τον τύπο  υ=
[image: image72.wmf]1000
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, όπου D η διάμετρός της και n η περιστροφική της ταχύτητα (στροφές ανά λεπτό) και π 3,1415.

α) Εκφράστε το n με τη βοήθεια των άλλων μεταβλητών του τύπου.

β) Αν μια άλλη φρεζομηχανή έχει την ίδια κοπτική ταχύτητα, αλλά μεγαλύτερη διάμετρο, η περιστροφική της ταχύτητα θα είναι μικρότερη ή μεγαλύτερη της πρώτης ;


[image: image73.wmf]R

R

I

I

A

B

1

2

1

2

=3 

=10 

U=120


7.
Η ένταση I (σε Αμπέρ) του ηλεκτρικού ρεύματος που διαρρέει έναν αγωγό με αντίσταση R (σε Ωμ) και διαφορά δυναμικού U (σε Volts) στα άκρα του Α,Β δίνεται από τον τύπο I = 
[image: image74.wmf]R

U

.

Στη διπλανή ηλεκτρική σύνδεση, βρείτε την αντίσταση R2 και την ένταση  I1.

8.
Μια σιδερένια ράβδος έχει μήκος L (cm) και εμβαδό διατομής S (cm2). Διατηρώντας σταθερό το ένα άκρο της ράβδου, τραβάμε το άλλο άκρο της με μια δύναμη F, οπότε η ράβδος μακραίνει κατά d (cm) σύμφωνα με τον τύπο 
[image: image75.wmf].
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α) Να επιλύσετε τον τύπο:   i) ως προς S

ii) ως προς L.


β) Αν F=4000, S=5 και d=12(10(3, πόσο είναι το μήκος L της ράβδου;

3.4

Γραμμικά συστήματα εξισώσεων.

Εκτός από τις εξισώσεις με έναν άγνωστο, υπάρχουν και εξισώσεις με δύο ή και με περισσότερους αγνώστους.

Η x+y=10 είναι μια εξίσωση που έχει δύο αγνώστους, το x και το y. Αυτή η εξίσωση επαληθεύεται με τις τιμές x=1και y=9. Γι’ αυτό το διατεταγμένο(1) ζεύγος (x,y)=(1,9) λέμε ότι είναι λύση της. Αυτή δεν είναι η μοναδική λύση της εξίσωσης, γιατί, αν βάλουμε στο x την τιμή 2 και λύσουμε ως προς y, θα βρούμε y=8, δηλαδή και το διατεταγμένο ζεύγος (x,y)=(2,8) είναι λύση της εξίσωσης. Έτσι μπορούμε να βρούμε άπειρες λύσεις της εξίσωσης. Αυτό δε σημαίνει ότι η x+y=10 είναι μια ταυτότητα, γιατί η ισότητα αυτή δεν επαληθεύεται για οποιεσδήποτε τιμές των μεταβλητών της. Π.χ. το ζεύγος (x,y)=(1,5) δεν την επαληθεύει.

Γενικά: Η εξίσωση που μπορεί να γραφεί με τη μορφή  αx+βy=γ, όπου x και y άγνωστοι και α,β,γ σταθεροί αριθμοί (που δεν εξαρτώνται από τα x,y), λέγεται εξίσωση α΄ βαθμού με δύο αγνώστους(2).
Δύο εξισώσεις της παραπάνω μορφής, για τις οποίες θέλουμε να βρούμε τις κοινές τους λύσεις π.χ. x+2y=1 και 3x(5y=14, λέμε ότι αποτελούν ένα σύστημα α΄ βαθμού δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους (ή αλλιώς, ένα γραμμικό σύστημα δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους).

Αν δεν υπάρχουν κοινές λύσεις αυτών των εξισώσεων, λέμε ότι το σύστημα είναι αδύνατο, ενώ αν όλες οι λύσεις της μιας είναι και λύσεις της άλλης, λέμε ότι είναι αόριστο.

Συστήματα που έχουν τις ίδιες λύσεις λέγονται ισοδύναμα.

Στο Γυμνάσιο μάθαμε να λύνουμε τέτοια συστήματα και είδαμε ότι αυτά ή θα έχουν μία μόνο λύση ή θα είναι αδύνατα ή θα είναι αόριστα.

Παρακάτω υπενθυμίζουμε τις δυο βασικότερες μεθόδους που χρησιμοποιούμε για την αλγεβρική επίλυση του πρωτοβάθμιου συστήματος δύο εξισώσεων με δύο αγνώστους.

Με τις μεθόδους αυτές μετατρέπουμε το σύστημα σε άλλο ισοδύναμο και απλούστερο, από το οποίο προκύπτουν εύκολα οι λύσεις.

_________________

 (1) Διατεταγμένο λέγεται το ζεύγος στο οποίο έχουμε ορίσει ποιο στοιχείο του γράφεται πρώτο και ποιο δεύτερο.

(2) Λέγεται και γραμμική εξίσωση  με δύο αγνώστους
Μέθοδος της αντικατάστασης
Λύνουμε τη μια εξίσωση (την απλούστερη) ως προς έναν άγνωστο και αντικαθιστούμε στην άλλη. Προκύπτει έτσι μια εξίσωση με έναν άγνωστο.

x+3y =14      (1)

5x+10y =47   (2)
Λύνουμε την (1) ως προς x. Έχουμε x=143y

x=143y 

5x+10y =47
Αντικαθιστούμε το x με το ίσο του 143y  στην άλλη εξίσωση

x=143y 

5(143y)+10y =47
Λύνουμε τη δεύτερη εξίσωση, που είναι α΄βαθμού με άγνωστο το y. Έχουμε: 7015y+10y=47 ή 5y=4770 ή 5y=23 ή
y= 
[image: image76.wmf]5
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 =4,6

x=143y 

y = 4,6
Αντικαθιστούμε την τιμή του y που βρήκαμε στην άλλη εξίσωση.

x=14 34,6 = 1413,8 = 0,2

y = 4,6

Άρα, η λύση του συστήματος είναι (x,y) = (0,2, 4,6)

(Σημείωση: Η μέθοδος της αντικατάστασης μπορεί να εφαρμοστεί και σε συστήματα που δεν είναι γραμμικά)

Μέθοδος των αντίθετων συντελεστών
Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη των εξισώσεων με κατάλληλους αριθμούς, ώστε να γίνουν αντίθετοι οι συντελεστές ενός αγνώστου, και προσθέτουμε κατά μέλη. Προκύπτει έτσι μια εξίσωση με έναν άγνωστο.

5

2
x+2y = 1   (1)

3x5y =14 (2)
Πολλ/ζουμε τα μέλη της (1) με το 5 και της (2) με το 2, για να γίνουν αντίθετοι οι συντελεστές του y






5(x+2y) = 15

2(3x5y) =2(14
Κάνουμε τις πράξεις (Επιμεριστική ιδιότητα)






5x+10y =5

6x10y =
Προσθέτουμε κατά μέλη τις δύο εξισώσεις (Ιδιότητα στις ισότητες). Βρίσκουμε: 11x+0y=33 ή 11x=33 Αντικαθιστούμε μια από τις εξισώσεις π.χ. την πρώτη   με την  11x=33






11x =33

6x10y =28ή
x=3

6x10y =28                    Θέτουμε στη δεύτερη όπου x το 3






x =3

610y =28
Λύνουμε τη δεύτερη εξίσωση, που έχει μοναδικό άγνωστο το y. 1810y=28  ή  10y=2818 ή  10y=10 ή y=1






x =3

y = 1
Άρα η λύση του συστήματος είναι (x,y)=(3,1)

(Για να δούμε αν σωστά λύθηκε το σύστημα κάνουμε την επαλήθευση: Η πρώτη εξίσωση δίνει: 3+2(1)=32=1 και η δεύτερη 335(1)=9+5=14. Βλέ​πουμε ότι επαληθεύονται και οι δύο, άρα, η λύση που βρήκαμε είναι σωστή)

Συστήματα α΄ βαθμού με τρεις εξισώσεις και τρεις αγνώστους

Η εξίσωση 2x+y+ω = 2 είναι μια εξίσωση α΄ βαθμού με τρεις αγνώστους. Για x=1 και y=3, αυτή γίνεται  2+3+ω=2, από την οποία βρίσκουμε ω= 3. Η διατεταγμένη τριάδα (x,y,ω)=(1,3,3) είναι μια λύση της.

Όταν θέλουμε να βρούμε τις κοινές λύσεις τριών τέτοιων εξισώσεων, λέμε ότι έχουμε να λύσουμε ένα γραμμικό σύστημα 3 εξισώσεων με 3 αγνώστους.

Από τις διάφορες μεθόδους επίλυσης τέτοιων συστημάτων χρησιμοποιείται κυρίως η λεγόμενη μέθοδος των διαδοχικών απαλοιφών, τα βήματα της οποίας θα δούμε στο παράδειγμα που ακολουθεί.

Παραδειγμα: Να λυθεί το σύστημα
(Σ1)
x+3y4ω=11 (1)

2x+y+ω =2      (2)

3xy6ω =3    (3)

ΛΥΣΗ

· Παίρνουμε τις εξισώσεις (1) και (2) και απαλοίφουμε (με τη μέθοδο των αντίθετων συντελεστών) έναν άγνωστο π.χ. τον x.

 2


x+3y4ω=11

2x+y+ω=2
ή
2x+6y8ω=22

2x y ω =2
Προσθέτουμε κατά μέλη και βρί​σκουμε  5y  9ω = 24  (2΄)

· Παίρνουμε τις εξισώσεις (1) και (3) και απαλοίφουμε τον ίδιο άγνωστο.

 3


x+3y4ω=11

3xy6ω=3
ή
3x+9y12ω=33

3x +y+6ω =3
Προσθέτουμε κατά μέλη και βρίσκουμε 10y  6ω = 36  (3΄)

Το σύστημα
(Σ2)
x+3y 4ω =11

    5y 9ω =24

   10y6ω =36
είναι ισοδύναμο του (Σ1)

·  Παίρνουμε τις εξισώσεις (2΄) και (3΄) και απαλοίφουμε τον άγνωστο y
 2


5y 9ω =24

10y6ω =
ή
10yω =
10y+6ω = 36
Προσθέτουμε κατά μέλη και βρί​σκουμε 12ω = 12 οπότε  ω=1

Το σύστημα
(Σ3)
x+3y 4ω =11

5y 9ω =24

ω = 1
είναι ισοδύναμο του (Σ2), άρα και του (Σ1)

· Το (Σ3) όμως λύνεται εύκολα, αφού ένας άγνωστος, ο ω, έχει βρεθεί. Έτσι στο (Σ3) αντικαθιστούμε το ω=1 στη δεύτερη εξίσωση και βρίσκουμε τον άγνωστο y.

5y91 = 24 ή 5y = 24+9 ή 5y= 15 ή y = 3.

Αντικαθιστούμε τώρα το ω=1 και το y=3 στην πρώτη εξίσωση του (Σ3) και βρίσκουμε και τον άγνωστο  x.

x+3(3)41 = 11 ή x94 = 11 ή x = 11+9+4 ή  x = 2

Άρα, η λύση του συστήματος είναι  (x,y,ω) = (2,3,1).

Το σύστημα (Σ3), του οποίου οι εξισώσεις έχουν ένα, δύο, τρεις αγνώστους αντιστοίχως, λέγεται κλιμακωτό σύστημα. 

(Σημείωση: Αν κατά τη διαδικασία εφαρμογής της μεθόδου διαπιστώσουμε ότι κάποια από τις εξισώσεις είναι αδύνατη (π.χ. πάρει τη μορφή 0y+0ω= γ με γ, τότε και το αρχικό σύστημα θα είναι αδύνατο).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να υπολογίσετε τα α και β γνωρίζοντας οτι:

i) 
[image: image77.wmf]3

2

b

=

a

 και α+β =18

ii) 
[image: image78.wmf]3
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a

=

b

 και α(β =20.

i)
2x+y = 7

4+5y=3x
ii)
3x+5y =8

4x 2y = 1

2. Να λύσετε τα συστήματα:

i)
3x+y = 6

2(x+1)(y+1)=3
ii)
xy = 3(2x)+2y
12x 9y = 18
iii)

[image: image79.wmf]1
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4x+6(y2) = 0

3. Να λύσετε τα συστήματα:

i)
3(x+7y)=(4

9(3+x)=5(y+3)
ii)
3(φ(3ω)=5(3ω(φ)

2(3φ(ω)=3(4ω+φ)+5

4.
Να λύσετε τα συστήματα:
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5.
Να λύσετε το σύστημα και να κάνετε επαλήθευση.

i)
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ii)
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6.
Να λύσετε τα συστήματα:

i)
α(2β+3γ = 9

      β+3γ  = 5

             γ = 2
ii)
α(β+2γ = 3

2α(β+γ = 1

     2β+γ = 4

7.
Να λύσετε τα συστήματα:

8. Να λύσετε τα συστήματα:

i)
x+y+ω = 0

2x3y+8ω = 0

x y2ω = 2
ii)
xy+ω = 0

x+2y+2ω = 4

y3ω+2 = 0
iii)
x+y+z = 9

x y+z = 3

x+y z = 1

3.5

Προβλήματα που λύνονται με γραμμικά συστήματα.

Πρόβλημα  1

Αν ο Νίκος δώσει 100 δρχ στο Γιώργο, τότε ο Γιώργος θα έχει 3-πλάσια χρήματα από το Νίκο. Αν ο Γιώργος δώσει 200 δρχ στο Νίκο, τότε ο Νίκος θα έχει 2-πλάσια χρήματα από το Γιώργο. Πόσα χρήματα έχει καθένας τους;

ΛΥΣΗ

Ας ονομάσουμε x δρχ τα χρήματα του Νίκου και y δρχ τα χρήματα του Γιώργου. Αν ο Νίκος δώσει τις 100 δρχ , θα του μείνουν  x100 και ο Γιώργος θα έχει y+100. Σύμφωνα με την εκφώνηση του προβλήματος, θα έχουμε την εξίσωση: 3(x100) = y+100 

Αν ο Γιώργος δώσει τις 200 δρχ , θα του μείνουν y200 και ο Νίκος θα έχει x+200. Σύμφωνα με την εκφώνηση, θα έχουμε την εξίσωση :x+200 = 2(y200)

Οι εξισώσεις που βρήκαμε σχηματίζουν ένα γραμμικό σύστημα με αγνώστους τα x και y, που παριστάνουν θετικούς αριθμούς.

3(x100) = y+100

x+200 = 2(y200)
Κάνουμε τις πράξεις, για να γράψουμε πιο απλά τις εξισώ​σεις, και λύνουμε τη δεύτερη ως προς x

3x300 = y+100

x+200 = 2y400
ή
3xy = 300+100

x = 2y400200
ή
3xy = 400

x = 2y600
ή
3(2y600)y=400

x = 2y600









5y = 220

x = 2y600
ή
y = 440

x = 2y600
ή
y = 440

x = 440600=280

Η λύση του συστήματος είναι (x,y)=(280,440) και είναι δεκτή.

Άρα, ο Νίκος είχε 280 δρχ και ο Γιώργος 440.

Πρόβλημα  2

Να βρεθούν οι ποσότητες των υγρών που περιέχονται σε δυο δοχεία  α΄ και β΄, αν γνωρίζουμε ότι: i) Αν αυξηθεί κατά 1 λίτρο το 3-πλάσιο της ποσότητας του α΄, θα βρούμε το 4-πλάσιο της ποσότητας του β΄. ii) Αν μειώσουμε κατά 1 λίτρο το 2-πλάσιο της ποσότητας του β΄, θα βρούμε την ποσότητα του α΄.

ΛΥΣΗ
Έστω x λίτρα η ποσότητα του α΄ και y λίτρα η ποσότητα του β΄. Σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος, έχουμε τις εξισώσεις: 3x+1 = 4y  και  2y 1 =x  όπου x,y είναι θετικοί αριθμοί. Λύνουμε το σύστημα των εξισώσεων με τη μέθοδο της αντικατάστασης, αφού η δεύτερη είναι ήδη λυμένη ως προς x.

3x+1=4y

2y 1 =x
ή
3(2y1)+1=4y

2y 1=x
ή
6y3+1=4y

2y 1=x
ή
6y4y=31

2y 1=x
ή
2y=2

2y 1=x











2 y = 2

2 y 1 =x
ή
y = 1

2 y 1 =x
ή
y = 1

2(1 1 =x
ή
y = 1

x = 1



Λύση (x,y)=(1,1) δεκτή. Άρα, τα δοχεία έχουν από 1 λίτρο το καθένα.

Πρόβλημα  3

Δύο κράματα αργύρου α΄ και β΄ έχουν περιεκτικότητα σε άργυρο 30% και 50% αντιστοίχως. Πόσα gr από κάθε κράμα πρέπει να πάρουμε, ώστε να έχουμε ένα νέο κράμα 80 gr με περιεκτικότητα 42% σε άργυρο;
ΛΥΣΗ

Ας ονομάσουμε x και y  την ποσότητα (σε gr) που θα πάρουμε από τα κράματα α΄ και β΄ αντιστοίχως. Επειδή το νέο κράμα είναι 80 gr, έχουμε την εξίσωση: x+y= 80 

Τα x gr του α΄ κράματος περιέχουν 
[image: image84.wmf]100

30

x άργυρο και τα y  gr του β΄κράματος περιέχουν 
[image: image85.wmf]100

50

y άργυρο.

Τα 80 gr του νέου κράματος περιέχουν 
[image: image86.wmf]100

42

80 άργυρο. Η ποσότητα όμως του αργύρου στο νέο κράμα είναι το άθροισμα των ποσοτήτων του αργύρου που πήραμε από τα κράματα  α΄ και β΄. Άρα έχουμε την εξίσωση:
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Οι άγνωστοι των εξισώσεων που σχηματίσαμε είναι θετικοί αριθμοί, μικρό​τε​ροι του 80.

x+y= 80
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100

42

100

50

100

30

×

=

+

y

x


Κάνουμε απαλοιφή παρονομαστών στη δεύτερη εξίσωση πολλαπλασιάζοντας τα μέλη της με το 100.




x+y= 80

30x+50y =4280
Απλοποιούμε τη δεύτερη εξίσωση διαιρώντας τα μέλη της με το 10.




x+y= 80

3x+5y =336
Λύνουμε το σύστημα  και διαδοχικά έχουμε:

x= 80y

3x+5y=336
ή
x= 80y

3(80y)+5y =336
ή
x= 80y

2403y+5y=336
ή
x=80y

2y =336240









x=80y

2y =96
ή
x=80y

y =48
ή
x=8048=32

y =48



Λύση (x,y)=(32,48) δεκτή. Άρα, θα πάρουμε 32 gr από το α΄κράμα και 48 gr από το β΄.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

1.
Να βρεθούν (αν υπάρχουν) οι αριθμοί x και y, ώστε να ισχύει (x+y+6)2+(y2x)2 = 0.

ΛΥΣΗ

Για να είναι το άθροισμα δύο αριθμών 0, δύο περιπτώσεις υπάρχουν. Ή να είναι και οι δύο 0 ή να είναι αντίθετοι. Αν αποκλείσουμε τη μια περίπτωση, τότε υποχρεωτικά θα ισχύει η άλλη. Έτσι, αν πούμε ότι είναι αντίθετοι οι αριθμοί  (x+y+6)2 και (y2x)2, τότε κάποιος από αυτούς είναι αρνητικός. Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί οι αριθμοί αυτοί, αφού είναι δυνάμεις με εκθέτη το 2, είναι μη αρνητικοί. Άρα, οι προσθετέοι του αθροίσματος πρέπει να είναι και οι δύο ίσοι με το 0.

Δηλαδή πρέπει να ισχύει  (x+y+6)2=0  και  (y2x)2=0, οπότε x+y+6=0 και y2x=0.

Έχουμε πει (παράγρ. 1.5) ότι ο σύνδεσμος «και» συνδέει δύο ισχυρισμούς στην περίπτωση που και οι δύο αληθεύουν. Αυτό σημαίνει εδώ ότι ζητάμε τις κοινές λύσεις των εξισώσεων  x+y+6=0 , y2x=0, δηλαδή τις λύσεις του συστήματος
x+y+6=0

y2x=0
Λύνουμε το σύστημα με τη μέθοδο της αντικατάστασης και διαδοχικά έχουμε:

x+y+6=0

y =2x
ή
x+2x+6=0

y =2x
ή
3x = 6

y =2x
ή
x = 2

y =2x
ή
x = 2

y = 4

Άρα, οι ζητούμενοι αριθμοί είναι (x,y) = (2,4)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να βρείτε δύο αριθμούς που να έχουν άθροισμα 50 και διαφορά 14.

2. Η περίμετρος ενός ορθογωνίου με διαστάσεις x και y είναι 16m. Αν το x είναι μεγαλύτερο του y κατά 2m, να βρείτε πόσα μέτρα είναι κάθε διάσταση.

3.
 Θέλουμε να κόψουμε ένα  χάλκινο σύρμα με μήκος 30m σε δύο κομμάτια, ώστε το μήκος του ενός να είναι τα 2/3 του μήκους του άλλου. Τι θα κάνουμε για να βρούμε το σημείο τομής;

4.
Να βρείτε δύο θετικούς αριθμούς που η διαφορά τους είναι 24 και η διαίρεση του μεγαλύτερου με το μικρότερο δίνει πηλίκο 4 και υπόλοιπο 3.

5.
 Οι τρεις τορναδόροι και οι πέντε βοηθοί τους σε ένα μηχανουργείο πληρώνονται με 55125 δρχ την ημέρα. Αν το ημερομίσθιο του βοηθού είναι τα 5/8 του ημερο​μισθίου του τορναδόρου, πόσο είναι το ημερομίσθιο καθενός; (Οι τορναδόροι πληρώνονται με το ίδιο ημερομίσθιο)


[image: image89.wmf]60


6.
Το διπλανό σχήμα δείχνει έναν τροχό και έναν τροχίσκο που συμπλέκονται μεταξύ τους και έχουν απόσταση στους άξονές τους 60 mm. Το διπλάσιο της διαμέτρου του τροχίσκου είναι μικρότερο κατά 40 mm από τη διάμετρο του τροχού. Να υπολογίσετε τις ακτίνες του τροχού και του τροχίσκου.

7. Ένα ορθογώνιο με μήκος x cm και πλάτος  y cm έχει περίμετρο 10cm. Αν μεγαλώσουμε το μήκος κατά y/3 και μικρήνουμε το πλάτος κατά x/4, η περίμετρος αυξάνει κατά 1cm. Να βρείτε το μήκος και το πλάτος του αρχικού ορθογωνίου.

8. Ένας έμπορος υφασμάτων, όταν θέλησε να πληρώσει την πρώτη δόση από τις οκτώ του φόρου του στην εφορία, σκέφτηκε πως αν πουλούσε ένα κομμάτι ύφασμα προς 320δρχ το μέτρο, θα του έλειπαν ακόμα 3200δρχ. Αν όμως το πουλούσε προς 400δρχ. το μέτρο, θα του περίσσευαν 2000δρχ. Πόσα μέτρα ήταν το κομμάτι αυτό και πόσος ολόκληρος ο φόρος;

[image: image90.wmf]Κ
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9. Δύο μαθητές Α και Β ξεκίνησαν από το ίδιο σημείο Ο ενός δρόμου προς την ίδια κατεύθυνση με ταχύτητα 60μέτρα το λεπτό ο Ακαι 75 μέτρα το λεπτό ο Β. Αν ο Α ξεκίνησε 4 λεπτά νωρίτερα από τον Β, να βρείτε σε πόσο χρόνο θα συναντηθούν από τη στιγμή που ξεκίνησε ο Α και σε πόση απόσταση από το σημείο Ο.
10. Να βρείτε τα μήκη των ακτίνων των κύκλων του διπλανού σχήματος.
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11.
Βρείτε τα μήκη x, y, z των τμημάτων στα οποία χωρίζονται οι πλευρές του τριγώνου από τα σημεία Κ, Λ, Μ του κύκλου στο διπλανό σχήμα. (Οι αποστάσεις που δίνονται είναι σε cm)

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 3ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ.
1. Δίνεται η εξίσωση: x2y=10. Ποια από τα παρακάτω ζεύγη (x,y) είναι λύσεις της;


(Βάλτε + στο πλαίσιο)

(

(12,1)

(1,5) 

((2, (6) 

(10,0)

(8,1) 


2.
Το ζεύγος (x,y) που επαληθεύει την εξίσωση  x2 + (x  y )2 = 0 είναι:


Α: (1,0)     Β: (1,1)    Γ: (0,0)    Δ: (0,1)     Ε: (2,2)
3.
Το σύστημα


α(β = 0

0α+β = 1
έχει λύση το ζεύγος (α,β) που ισούται με:


Α: (0,1)
Β: (1,0)
Γ: (0,0)
Δ: (1,1)
Ε: (1, (1)

4. Να γράψετε μια εξίσωση α( βαθμού με έναν άγνωστο η οποία να είναι αδύνατη και μια άλλη που να έχει λύση κάθε πραγματικό αριθμό.

5. Ποια είναι η γνώμη σας για τις λύσεις της κλασματικής εξίσωσης 
[image: image92.wmf](
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6. Ποιές τιμές δεν μπορεί να πάρει η μεταβλητή d στον τύπο 
[image: image93.wmf]4
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7.
Το σύστημα


α(β+γ = 0

    β(γ = 0

         γ = 1
έχει λύση την τριάδα (α,β,γ) που ισούται με:


Α: (0,0,1)
Β: (0,1,0)
Γ: (1,1,0)
Δ: (0,1,1)
Ε: (1,0,1).

8. Δίνεται η εξίσωση x(x(1)(x2+1)=0. Να χαρακτηρίσετε με Σ (σωστό) ή με Λ (λάθος) καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις:
i) Η εξίσωση είναι αδύνατη.


ii) Ο αριθμός (1 είναι λύση της.


iii) Οι λύσεις της είναι οι αριθμοί 0 και 1.


iv) Η εξίσωση έχει τρεις λύσεις.


v) Μόνο το 0 είναι λύση της.


9.    Να δικαιολογήσετε γιατί το σύστημα
35x+2(5y=0

210x(310y=0
δεν μπορεί να είναι αδύνατο
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