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4.1

Βασικές ιδιότητες ανισοτήτων.

Για να συγκρίνουμε δύο πραγματικούς αριθμούς α και β, βρίσκουμε τη διαφορά τους α(β. Αν η διαφορά αυτή είναι θετικός αριθμός, τότε ο α (μειωτέος) είναι μεγαλύτερος από τον β (αφαιρετέος), ενώ, αν η διαφορά είναι αρνητικός αριθμός, τότε ο α είναι μικρότερος από τον β. Αν η διαφορά είναι 0, τότε είναι ίσοι.

Π.χ
i)  50<2, γιατί (50)(2)=502= 52<0 (αρνητικός αριθμός).

ii) 5>50, γιατί (5)(50)= 5+50= 45>0 (θετικός αριθμός).

Ας πάρουμε την ανισότητα 3<5 και ας προσθέσουμε και στα δύο μέλη της τον αριθμό γ. Τότε τα μέλη της θα γίνουν 3+γ και 5+γ. Για να συγκρίνουμε αυτούς τους αριθμούς, σχηματίζουμε τη διαφορά τους: (3+γ)(5+γ)=3+γ5γ= 2<0. Άρα, 3+γ<5+γ, δηλαδή βρήκαμε ομοιόστροφη ανισότητα.
Αν προσθέσουμε (ή αφαιρέσουμε) στα μέλη μιας ανισότη​τας τον ίδιο αριθμό, θα προκύψει ομοιό​στροφη ανισότητα.


Γενικά
Το ίδιο θα συμβεί αν προσθέσουμε στα μέλη της 3+γ<5+γ το γ. Θα βρούμε 3<5.
α < β α +γ < β+ γ

Έτσι, 3<5 3+γ<5+γ



Γενικά
Προσθέτουμε στα μέλη της ανισότητας 3<2+γ το γ. Βρίσκουμε 3γ < 2+γγ, δηλαδή 3 γ <2.
α < β+γ α  γ < β


(Μεταφορά όρου)

Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της ανισότητας 3<5 με το θετικό αριθμό γ και σχηματίζουμε τη διαφορά των γινομένων. 3γ  5γ = 2γ < 0 (γινόμενο ετεροσήμων). Άρα, 3γ<5γ, δηλαδή βρήκαμε ομοιόστροφη ανισότητα. 
Αν πολλαπλασιά​σουμε (ή διαιρέ​σουμε) τα μέλη μιας ανισότητας με ένα θετικό αριθμό, θα προκύψει ομοιό​στροφη ανισότητα.


Γενικά

Το ίδιο θα συμβεί, αν πολλαπλασιάσουμε τα μέλη της 3γ<5γ με το θετικό αριθμό 1/γ. Θα προκύψει η 3<5.
α < β αγ < β γ

με γ > 0

Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της ανισότητας 3<5 με τον αρνητικό αριθμό γ και σχηματίζουμε τη διαφορά των γινομένων. 3γ5γ = 2γ > 0 (γινόμενο ομοσή​μων). Άρα, 3γ > 5γ, δηλαδή βρήκαμε ετερόστροφη ανισότητα.
Αν πολλαπλασιά​σουμε (ή διαιρέ​σουμε) τα μέλη μιας ανισότητας με έναν αρνητικό αριθμό, θα προκύψει ετερό​στροφη ανισότητα.


Γενικά

Το ίδιο θα συμβεί, αν πολλαπλασιάσουμε τα μέλη της 3γ>5γ με τον αρνητικό αριθμό 1/γ. Θα προκύψει 3<5
Αν α < β αγ > βγ 
με γ < 0


Γενικά

Είναι φανερό ότι από τις ομοιόστροφες ανισότητες 3<5 και 5<7 προκύπτει η ανισότητα 3<7.
α< β και β γ τότε α< γ


(μεταβατική ιδιότητα)
Από την 3<5 (που έχει μη αρνητικά μέλη) έχουμε 33<53, αλλά 53< 55. Άρα 33<55, δηλαδή 32 < 52. Ομοίως: 33< 53, 34<54  και  3ν <5ν  (ν φυσικός)
Αν μια ανισότητα έχει θετικά μέλη και τα υψώσουμε στον ίδιο φυσικό () εκθέτη, προκύπτει ομοιόστροφη ανισό​τητα.


Γενικά

Για δυνάμεις με μη αρνητικές βάσεις ισχύει και το αντίστροφο.

Π.χ Από την  34 < 54   έχουμε την 3 < 5.
α < βαν < βν με α β>0

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Με κατάλληλα παραδείγματα να δικαιολογήσετε ότι στις ανισότητες ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες:

α) Αν προσθέσουμε ομοιόστροφες ανισότητες κατά μέλη, θα προκύψει ομοιόστροφη ανισότητα.

β) Αν πολλαπλασιάσουμε κατά μέλη δύο ομοιόστροφες ανισότητες με θετικά μέλη, θα προκύψει ομοιόστροφη ανισότητα.

Διαστήματα

Το σύνολο όλων των αριθμών που είναι, για παράδειγμα, μεγαλύτεροι από το 2 και μικρότεροι από το 5 συμβολικά το γράφουμε (2,5) και το λέμε ανοιχτό διάστημα από το 2 μέχρι το 5. Αν θέλουμε το σύνολο αυτό να περιλαμβάνει και τους αριθμούς 2 και 5, τότε το γράφουμε [2,5] και το λέμε κλειστό διάστημα από το 2 μέχρι το 5.

Οι αριθμοί 2 και 5 λέγονται άκρα του διαστήματος.

Τονίζουμε ότι κάθε διάστημα, ανοιχτό ή κλειστό, περιλαμβάνει όλους τους αριθμούς που είναι ανάμεσα στα άκρα του.

Η διαφορά μεταξύ κλειστού και ανοιχτού διαστήματος είναι ότι το κλειστό περιλαμβάνει και τα άκρα του, ενώ το ανοιχτό όχι.

Άλλες μορφές διαστημάτων είναι:

[2,5) Κλειστό αριστερά, ανοιχτό δεξιά.

(2,5] Ανοιχτό αριστερά, κλειστό δεξιά. 

Με μορφή διαστήματος μπορούμε να γράψουμε και το σύνολο όλων των αριθμών που είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι του 2, [2,+∞). Επίσης το σύνολο των αριθμών που είναι μικρότεροι ή ίσοι του 5 γράφεται (∞,5].

Με όμοιο τρόπο ορίζονται και τα διαστήματα (2,+∞) και (∞,5).

(Σημείωση: Τα σύμβολα ∞  και +∞, που διαβάζονται «πλην άπειρο», «συν άπειρο» αντίστοιχα, δεν παριστάνουν πραγματικούς αριθμούς)

4.2

Ανισώσεις α΄ βαθμού.
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Ας πάρουμε τη σχέση x  5 > 0. Αν βάλουμε στη μεταβλητή x την τιμή 6, θα δούμε ότι η σχέση αληθεύει, δηλαδή γίνεται μια σωστή αριθμητική ανισότητα. Το 6 όμως δεν είναι η μοναδική τιμή του x, για την οποία αληθεύει η x5>0. Εύκολα διαπιστώνουμε ότι αυτή αληθεύει για κάθε τιμή του x που είναι μεγαλύτερη από το 5. Δηλαδή η x5>0 αληθεύει, όταν x>5. Το σύνολο όλων αυτών των αριθμών που είναι μεγαλύτεροι από το 5, το παριστάνουμε  γραφικά πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών, όπως στο διπλανό σχέδιο.

Τέτοιες ανισότητες με μια μεταβλητή, στις οποίες ζητάμε τις τιμές της μετα​βλητής τους, ώστε να αληθεύουν, λέγονται ανισώσεις με έναν άγνωστο.
Ο άγνωστος της ανίσωσης είναι η μεταβλητή της. Το σύνολο των τιμών του αγνώστου για τις οποίες αληθεύει η ανίσωση λέγεται σύνολο λύσεων αυτής και μπορούμε να το γράψουμε με τη μορφή ενός διαστήματος ή να το παραστήσουμε γραφικά στον άξονα των πραγματικών αριθμών.

Το σύνολο λύσεων της ανίσωσης x5>0  είναι το διάστημα (5,+∞)

Αν σε μια ανίσωση δεν υπάρχουν τιμές του αγνώστου που να την επαληθεύουν τότε λέμε ότι η ανίσωση είναι αδύνατη. Π.χ η ανίσωση 0x > 1 είναι αδύνατη.

Ανισώσεις που έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων λέγονται ισοδύναμες.

Η ανίσωση που μπορεί να γραφεί με τη μορφή αx + β > 0 ή αx + β < 0, όπου x ο άγνωστος και α, β σταθεροί αριθμοί (που δεν εξαρτώνται από το x), λέγεται ανίσωση α΄ βαθμού με έναν άγνωστο.
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Ας πάρουμε τις ανισώσεις x+2>0 και x3<0. Tα σύνολα λύσεων αυτών  είναι αντιστοίχως τα διαστήματα (2,+∞) και (∞,3). Παρατηρούμε ότι οι ανισώσεις αυτές έχουν κοινές λύσεις τους αριθμούς που είναι ανάμεσα στο 2 και στο 3. Δηλαδή, το σύνολο των κοινών λύσεων είναι το διάστημα (2,3). Λέμε τότε ότι οι ανισώσεις συναληθεύουν για τις τιμές του x που είναι: 2 < x < 3 (διπλή ανι​σότητα). Το διπλανό σχήμα δείχνει γραφικά τη συναλήθευση των δύο ανισώσεων.

Για να λύσουμε μια ανίσωση, χρησιμοποιούμε τις ιδιότητες των ανισοτήτων και κάνουμε πράξεις, ώστε τελικά να βρούμε μια απλή ανίσωση ισοδύναμη με την αρχική, από την οποία να προκύπτει εύκολα το σύνολο λύσεων.

Η διαδικασία επίλυσης της πρωτοβάθμιας ανίσωσης μοιάζει με αυτή της πρωτοβάθμιας εξίσωσης (απαλοιφή παρονομαστών, χωρισμός γνωστών και άγνωστων όρων, αναγωγή ομοίων όρων, διαίρεση με το συντελεστή του αγνώστου). Κατά την επίλυση των ανισώσεων πρέπει να θυμόμαστε ότι, όταν ο συντελεστής του αγνώστου είναι αρνητικός αριθμός και διαιρούμε τα μέλη της με αυτόν, πρέπει να αλλάζουμε φορά στην ανίσωση.

Παραδείγματα

1. Να λυθεί η ανίσωση 
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Απαλοιφή παρονομαστών (Πολ/ζουμε τα μέλη με το 70)
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14(3x1)  35(x+1)140+10x
Πράξεις

42x1435x35140 +10x
Χωρίζουμε γνωστούς από άγνωστους
42x35x10x140+14+35
Αναγωγή ομοίων όρων

3x189
Διαιρούμε με το συντελεστή του αγνώστου
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x
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Το σύνολο λύσεων της ανίσωσης είναι το διάστημα (∞,63].

2. Να βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων

i) 3(12x)5x>2(56x) και ii) 5(2x+3)> 
[image: image9.wmf]3
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ΛΥΣΗ
Λύνουμε τις ανισώσεις i) και ii) και διαδοχικά έχουμε:

i) 3(12x)5x>2(56x)

36x5x>1012x
6x5x+12x>103

x>7
ii) 5(2x+3)> 
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7

4

-

x


15(2x+3)> 4x7 ή 30x+45> 4x7

30x4x> 457 ή 26x> 52

x> 2

Το διάστημα που συναληθεύουν είναι το (7,+∞) και αποδίδεται γραφικά με το διπλανό σχήμα.
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ΣΗΜΕΙΩΣΗ: Όταν στο διάστημα λύσεων μιας ανίσωσης περιλαμβάνεται και άκρο του διαστήματος, τότε το αντίστοιχο σημείο του άξονα θα έχει «μαύρη τελεία». Σε αντίθετη περίπτωση θα έχει «άσπρη».

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Αν για τους αριθμούς α και β ισχύει 1<α<3 και 3<β<1, να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχεται η τιμή καθεμιάς από τις παραστάσεις:   i) α+β,   ii) αβ,


iii) 2α+3β.

2.
Να λύσετε τις ανισώσεις:       i)  4(x+3)5>2x7(x+6)      ii)  x34(x+2) 5x       iii)  5(x+4) 3x 2x.

3. Να λύσετε τις ανισώσεις:

i) 2(α(1) (3(2α+4) (8<5(2α(1) ((3(α)          ii) 12β(3(5(2β)(6(3β(1) (2(1(2β).

4. Να βρείτε το σύνολο λύσεων των ανισώσεων:
Διάστημα
Ανισότητα
Γραφική παράστ

(((,2)



[2,3]




x > 2



1< x (2,5
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i) 
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5. Να συμπληρώσετε τον πίνακα:
6. Να βρείτε για ποιες τιμές του x  συναληθεύουν οι ανισώσεις:
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7.
Nα βρείτε τις κοινές λύσεις των ανισώσεων:


2(x+4)  (x+6) 12x
και
2x+ 
[image: image18.wmf]3
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8.
Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση 5x2  45 και μετά να βρείτε το πρόσημο της αριθμητικής τιμής της για  κάθε  x που είναι  3 < x < 3.
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9.
Τα μήκη των πλευρών α και β των τετραγώνων του διπλανού σχήματος είναι 1 < α < 2 και 2 < β < 3. Να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών περιέχεται το εμβαδό του σχήματος.

10.
Να βρείτε τις τιμές του x , για τις οποίες ισχύει:


i)  6 < x  2(1+x) < 3
ii)  x  12(13x)32x.
4.3

Ιδιότητες των απόλυτων τιμών.
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Στην παράγραφο 1.5 είχαμε ορίσει την απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού  α με τη βοήθεια του άξονα των πραγματικών αριθμών.

Συγκεκριμένα, είχαμε πει ότι η |α| παριστάνει την απόσταση του αριθμού α από την αρχή του άξονα (που είναι το σημείο με τον αριθμό 0).

Π.χ |+2|=2,  |+
[image: image21.wmf]3

|= 
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,  |0|=0,  |2|=2,  |
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 κ.τ.λ

|α | = α, όταν α

Από τα παραδείγματα αυτά βλέπουμε ότι, η απόλυτη τιμή ενός μη αρνητικού αριθμού ισούται με τον ίδιο τον αριθμό, ενώ η απόλυτη τιμή ενός αρνητικού αριθμού ισούται με τον αντίθετό του.

|α| = α, όταν α<0

Γενικά:
| α | 0

(1) Αφού η απόλυτη τιμή ενός αριθμού παριστάνει την απόσταση δύο σημείων, θα είναι αριθμός θετικός ή 0. Απόλυτη τιμή 0 έχει μόνο το 0. 
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Οι αντίθετοι αριθμοί π.χ. +2 και 2 απέχουν εξίσου από το 0.

Δηλαδή, |+2| = | 2|.

Γενικά: Οι αντίθετοι αριθμοί έχουν την ίδια απόλυτη τιμή.

|α | = |α|

|α |2 = α2

(2) Επειδή | α | = α ή |α| = α, γι’ αυτό |α|2 = (α)2 = α2.

Δηλαδή, σε κάθε περίπτωση ισχύει |α |2 = α2.

(4) Ας θεωρήσουμε την εξίσωση |x| = 2. Οι τιμές του x που επαληθεύουν την εξίσωση παριστάνονται από εκείνα τα σημεία του άξονα που απέχουν από την αρχή 0 απόσταση ίση με 2.
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|x| θ x=θ ή x= θ

με θ > 0

Είναι φανερό από τον άξονα ότι λύσεις της εξίσωσης είναι οι αριθμοί (2, 2.

Δηλαδή ισχύει: |x| = 2  x = 2 ή x = 2.

(5) Ας θεωρήσουμε την ανίσωση |x| < 2. Οι τιμές του x που επαληθεύουν την ανίσωση παριστάνονται από εκείνα τα σημεία του άξονα που απέχουν από την αρχή 0 απόσταση μικρότερη του 2.
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|x| θ θ < x < θ

με θ > 0

Είναι φανερό από τον άξονα ότι το σύνολο λύσεων της ανίσωσης είναι το διάστημα (2, 2).

Δηλαδή, ισχύει: | x | < 2  2 < x < 2.

|x| θ θxθ με θ > 0

Από τις ιδιότητες (4) και (5) έχουμε:

|x| 22 x 2

(6) Ας παρατηρήσουμε τον πίνακα:

α=6
β=(2
|6|
|(2|
6(((2)
|6(((2)|
|6|(|(2|



6
2
(12
12
12










Έχουμε:

|6(2)|= |6||2 |

| αβ| = | α || β |

Γενικά: Η απόλυτη τιμή του γινομένου δύο αριθμών ισούται με το γινόμενο των απόλυτων τιμών τους. 

Ομοίως::

α=6
β=(2
|6|
|(2|
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Έχουμε:
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Γενικά: Η απόλυτη τιμή του πηλίκου δύο αριθμών ισούται με το πηλίκο των απόλυτων τιμών τους.


(β(0)

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ

Να πάρετε δύο ετερόσημους αριθμούς α και β, να υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων |α + β| και |α| + |β| και να τις συγκρίνετε. Τι διαπιστώνετε;
Να κάνετε το ίδιο και με δύο ομόσημους αριθμούς. Να διατυπώσετε μετά μια πρόταση που να εκφράζει γενικά τις διαπιστώσεις που κάνατε. 

 Απόσταση δύο αριθμών


[image: image35.wmf]0
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Όπως με την | α | παριστάνουμε την απόσταση του α από το 0, έτσι και με την |α3| παριστάνουμε την απόσταση του α από τον αριθμό 3.

Γενικά: Η απόσταση δύο αριθμών α και β ισούται με |α  β | (ή |β  α |).
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Παραδείγματα

1. Η απόσταση των αριθμών 3 και 5 είναι |35| = | 8| = 8
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2. Οι αριθμοί x, για τους οποίους ισχύει |x3 | =2, είναι αυτοί που απέχουν 2 μονάδες από το 3. Δηλαδή, είναι οι 32 = 1 και 3+2=5.

Άρα, | x  3 | = 2  x =1 ή x = 5.

3. Οι αριθμοί x, για τους οποίους ισχύει | x3 | < 2, είναι αυτοί που απέχουν από το 3 λιγότερο από 2 μονάδες. Δηλαδή, είναι οι αριθμοί του διαστήματος (1 , 5). Άρα, |x  3| < 2  1<x<5.

5. Οι αριθμοί x, για τους οποίους ισχύει |x3| > 2, είναι αυτοί που απέχουν από το 3 περισσότερο από 2 μονάδες. Δηλαδή, είναι οι αριθμοί των διαστημάτων 
(∞, 1) και (5, +∞ ). Άρα, | x3| >2 x<1  ή x >5.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Να βρείτε τους αριθμούς x για τους οποίους ισχύει:  | 2x1| < 5.
ΛΥΣΗ
Κάνουμε εφαρμογή της ιδιότητας |x| < θ θ < x < θ  (όπου θ>0).

|2x1| < 5 5 < 2x1 < 5. Βρίσκουμε τις τιμές που συναληθεύουν οι ανισώσεις 
5 < 2x1 και 2x1 < 5.  Για τις λύσεις αυτών των ανισώσεων έχουμε διαδοχικά:

5 < 2x1

5 +1< 2x

4 < 2x

x> 2
2x1< 5

2x < 5+1

2x < 6

x < 3
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Άρα,   2 < x < 3

2. Nα βρείτε τους αριθμούς x που επαληθεύουν την ανίσωση |x| > 3.

Γενικά, ποιες είναι οι λύσεις της ανίσωσης  | x | > θ  (όπου θ>0);

ΛΥΣΗ

Η |x|> 3 σημαίνει ότι οι αριθμοί x έχουν απόσταση από το 0 μεγαλύτερη του 3.


[image: image39.wmf]3
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Παρατηρώντας τον άξονα των πραγματικών αριθ​μών βρίσκουμε ότι οι ζητούμενοι αριθμοί x είναι:
x < 3 ή x > 3. 

Ένας άλλος τρόπος λύσης είναι ο εξής: Οι αριθμοί που επαληθεύουν την |x| > 3 είναι εκείνοι που δεν επαληθεύουν την  |x|  3. Επειδή οι λύσεις της  |x| 3 είναι  3 x  3,  γι’ αυτό οι λύσεις της  |x| > 3  είναι  x< 3  ή  x> 3 

Γενικά, σύμφωνα με τα παραπάνω, έχουμε: | x | > θ     x < θ  ή  x > θ.

Σφάλμα μέτρησης

Ένας χαλκοσωλήνας έχει μήκος 3m. Αν θέλουμε να τον μετρήσουμε, θα χρησι​μοποιήσουμε μια μετροταινία ή το Γαλλικό μέτρο ή ακόμη και ένα υπο​δεκάμετρο. Δεν είναι καθόλου σίγουρο όμως ότι θα βρούμε ακριβώς 3m, ούτε το αποτέλεσμα της μέτρησης με τα παραπάνω όργανα θα είναι ακριβώς το ίδιο.

Στις περισσότερες περιπτώσεις το αποτέλεσμα της μέτρησης ενός μεγέθους δεν εκφράζει με απόλυτη ακρίβεια αυτό που μετράμε, αλλά είναι μια προσεγγιστική τιμή του.

Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι με την μέτρηση που κάναμε βρήκαμε 3m και 2cm. H διαφορά των 2cm, ή αλλιώς των 0,02m, μεταξύ της πραγματικής τιμής 3 και της τιμής 3,02 της μέτρησης, λέγεται σφάλμα μέτρησης.

Γενικά: Αν  α είναι η πραγματική τιμή ενός μετρήσιμου μεγέθους και β η τιμή μέτρησης, η διαφορά  βα  λέγεται σφάλμα μέτρησης.

Στο παραπάνω παράδειγμα το σφάλμα μέτρησης είναι θετικό, γιατί η τιμή της μέτρησης είναι μεγαλύτερη από την πραγματική. Θα μπορούσε όμως το σφάλμα 0,02 να ήταν αρνητικό, αν το αποτέλεσμα της μέτρησης ήταν 2,98m.

Η απόλυτη τιμή του σφάλματος |αβ| (ή |βα |) λέγεται απόλυτο  σφάλμα.

Το απόλυτο σφάλμα δείχνει πόσο «λάθος» κάναμε κατά τη μέτρηση. Όσο πιο μικρό είναι το απόλυτο σφάλμα, τόσο πιο κοντά στην πραγματική τιμή  α  είναι η τιμή  β της μέτρησης, δηλαδή τόση μεγαλύτερη ακρίβεια έχουμε.

( Που οφείλονται όμως τα σφάλματα  μέτρησης ;

Αν δεν υπάρχει η περίπτωση της απροσεξίας στη μέτρηση, τα σφάλματα μέτρησης οφείλονται αφ’ενός στην ακρίβεια των οργάνων που χρησιμοποιούμε (σφάλματα οργάνων) και αφ’ετέρου στην ακρίβεια ανάγνωσης της ένδειξης του οργάνου (σφάλματα παρατήρησης). Ιδίως, όταν πρέπει να εκτιμήσουμε την τιμή μιας ένδειξης, που είναι μεταξύ δύο υποδιαιρέσεων της κλίμακας του οργάνου. 

Για μετρήσεις πολύ μεγάλης ακρίβειας χρησιμοποιούνται ηλεκτρονικά όργανα ή άλλα ειδικά όργανα μέτρησης, όπως ελεγκτήρες, μικρόμετρα κ.τ.λ Και αυτά όμως επηρεά​ζονται από διάφορες παραμέτρους, όπως, για παράδειγμα τη θερμοκρασία)

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Με ένα δίμετρο μετράμε το μήκος της αίθουσας διδασκαλίας και βρίσκουμε ότι είναι 5,23m. Αν το σφάλμα στη μέτρηση που κάναμε δεν ξεπερνά τα 4cm, να βρεθεί μεταξύ ποιων αριθμών περιέχεται το πραγματικό μήκος της αίθουσας.

ΛΥΣΗ

Ας ονομάσουμε x το πραγματικό μήκος (σε m) της αίθουσας.

Το σφάλμα μέτρησης δεν ξεπερνά τα 4cm= 0,04 m. Έτσι έχουμε: |x5,23 | 0,04, από την οποία παίρνουμε 5,230,04 x 5,23+0,04, δηλαδή  5,19 x 5,27.

Άρα, το πραγματικό μήκος της αίθουσας περιέχεται μεταξύ των αριθμών 5,19 m και 5,27 m.

2.
Μετράμε την πλευρά ενός ισόπλευρου τριγώνου με το υποδεκάμετρο και βρίσκουμε ότι είναι 21,5 cm. Κατά την μέτρηση υπάρχει σφάλμα το πολύ 2 mm. Ποια είναι η ελάχιστη και ποια η μέγιστη τιμή που έχει η περίμετρος του τριγώνου;

ΛΥΣΗ

Ας ονομάσουμε x το πραγματικό μήκος (σε cm) της πλευράς του τριγώνου. 

Τότε η πραγματική περίμετρος είναι 3x. Το σφάλμα δεν ξεπερνά τα 2mm= 0,2 cm Έτσι έχουμε: |x21,5|0,2, από την οποία παίρνουμε 21,50,2 x 21,5+0,2, δηλαδή 21,3x 21,7   (1)

Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της (1) με το 3 και έχουμε: 63,9 3x 65,1.

Άρα, η ελάχιστη τιμή της περιμέτρου είναι 63,9cm  και η μέγιστη 65,1cm

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
 Να υπολογίσετε τις τιμές των παραστάσεων:


i
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2. Δίνεται η παράσταση 
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α) Να βρείτε την αριθμητική τιμή της, για x = 2, x = 1, x = 2, x = 3. Τι διαπι​στώνετε ;


β) Ποια είναι η αριθμητική τιμή της παράστασης για κάθε αριθμό x  του διαστή​ματος (∞, 0);

3.
Να βρείτε τις τιμές του x για να ισχύει:
i) | x+1| =1,
ii) | x2|=2,

iii) | 4x+2| = 6

4.
Να βρείτε τους αριθμούς που η απόστασή τους από το 2/3 είναι μικρότερη του 1/6 και να τους παραστήσετε γραφικά στον άξονα των πραγματικών αριθμών.

5.
Να βρείτε τις τιμές του x για τις οποίες ισχύει | x+1,5| 0,5

6.
Να χρησιμοποιήσετε τον άξονα των πραγματικών αριθμών, για να βρείτε τους αριθμούς που η απόστασή τους από το 0 είναι μεγαλύτερη του 5, ενώ η από​στασή τους από το 3 είναι μικρότερη ή ίση του 4. 

7. Βάλτε στο πλαίσιο το Σ, αν η πρόταση είναι σωστή, ή το Λ, αν είναι λάνθασμένη:

Για κάθε θετικό αριθμό α ισχύει | α| < 0.





Για κάθε αριθμό α μικρότερο του 1 ισχύει | α| > 1.





Για κάθε αριθμό α μεγαλύτερο του 2 ισχύει | α| > 2.








Για κάθε αριθμό α0 ισχύει |α| < 0.





Για κάθε αριθμό αμικρότερο του 10 ισχύει |α|<10.


8.
Αν  1 < x < 5, να βρείτε την τιμή της παράστασης: A=
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9.
Αν  0< x < 2  να γράψετε χωρίς τις απόλυτες τιμές τις παραστάσεις:


Α= 3|x|  |x  2|,
B= |x+1|  | x3|
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10.
Μετρώντας ένα ευθύγραμμο τμήμα με χάρακα αριθμημένο σε cm, βρίσκουμε πως η θέση του δεύτερου άκρου του τμήματος είναι πιο κοντά στην αρίθμηση 8 παρά στην αρίθμηση 9 του χάρακα. Αν πούμε ότι το τμήμα έχει μήκος 8cm , πόσο, το πολύ, είναι το σφάλμα που κάνουμε ;

11.
Οι πραγματικές διαστάσεις ενός ορθογώνιου οικοπέδου είναι 40m μήκος και 25m πλάτος. Με μια μετροταινία μετράμε τις διαστάσεις του. Αν το σφάλμα σε καθεμιά μέτρηση δεν ξεπερνά τα 12cm, να βρείτε μεταξύ ποιων αριθμών θα περιέχεται η περίμετρος που βρίσκουμε.

12.
Να εφαρμόσετε ιδιότητες των δυνάμεων και των απόλυτων τιμών, για να αποδείξετε ότι | α 5 | = | α | 5.

13.
Αν  5<x< 4 και 1<y<3, να γράψετε τις παραστάσεις χωρίς τα απόλυτα:


Α = | x | +| y|,    B = | x+y|,     Γ = | x y|,      Δ = | (x+4)(y1)|.
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14. Με μια 10μετρη μετροταινία μετράμε την απόσταση ΑΒ που έχουν δύο κολώνες φωτισμού στο δρόμο και βρίσκουμε 36,5m. Κάθε φορά που απλώνουμε τη μετροταινία στο έδαφος, κάνουμε και ένα σφάλμα το πολύ 2 cm. Να βρείτε ανάμεσα σε ποιους αριθμούς περιέχεται η πραγματική απόσταση ΑΒ.

15.
Να συμπληρώσετε τον  πίνακα

Ανισότητα
Απόσταση του x από το ...
Τιμές του x
Γραφική Παράσταση

| x| <2
0
2 < x < 2
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| x1| < 2





(4
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1 < x <2


ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 4ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
Για τους αριθμούς α,β,γ ισχύει: α<β<γ.


Να βάλετε στο αντίστοιχο πλαίσιο κάθε παράστασης το πρόσημό της.


βα


αγ


(αβ)(γβ)


2.
Για τον αριθμό  α  ισχύει:  1< α <2. Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω σχέσεις με Σ (σωστό) ή με Λ (λάθος).


α<4

α>3

α<3

α>2

α>1















α<2

α>2

α>4

α<3




3.
Να συμπληρώσετε τις παρακάτω προτάσεις:

i) Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού είναι......................αριθμός.

ii) Η απόσταση δύο αριθμών α και β συμβολίζεται με...........................

iii) Η απόσταση του αριθμού α  από το 0  συμβολίζεται με.........................

iv) Αν ισχύει | α+β| = | α| +| β|, τότε οι αριθμοί α , β είναι......................

v) Αν |x| = 5,  τότε ο αριθός  x  είναι.........

vi) Αν οι διαφορετικοί αριθμοί α, β  απέχουν εξίσου από το 0, τότε είναι...... 

4.
Αν 0< α <1 να διατάξετε από το μικρότερο προς το μεγαλύτερο τους αριθμούς:
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5.
Να χαρακτηρίσετε καθεμιά από τις παρακάτω προτάσεις με Σ (σωστό) ή με Λ (λάθος).

|5(α| = |α(5|


Αν α<(1 τότε |α+1|=α+1








Αν |α|(2 τότε (2(α(2


Αν |β|>1 τότε β<(1 ή β>1








Αν α<0 τότε |(α|=α


Αν α<0 τότε |α(α(1)|=α(α-1)








|α(β(γ|=|α|(|β|(|γ|


Αν α>2 τότε |α(1|=1(α








| |β| |=(|β| (με β(0)


|α(1|2 = (α(1)2








Η εξίσωση |α(1|+1=0 είναι αδύνατη





6.
α) Ποιες είναι οι τρεις μεγαλύτερες ακέραιες λύσεις της ανίσωσης 2x < (25  ;

β) Ποιοι ακέραιοι αριθμοί επαληθεύουν συγχρόνως τις ανισώσεις x>(1,1 και 2x4;

7.
Να συνδέσετε κάθε σχέση της στήλης Α με το αντίστοιχο διάστημα τιμών του α της στήλης Β.

Α
Β

|α(2| < 1

|α+2| < 1

|α+1| ( 2

|α(1| ( 1

|α(2| < 2
((3, (1)

[0,2]

(1,3)

(2,4)

(1,2]

[0,2)

[(3,1]

(((,2]

(0,4)
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