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[image: image1.wmf]v
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5.1

Η έννοια της ν-οστής ρίζας

Σε εφαρμογή της παραγράφου 3.2 λύσαμε την εξίσωση x4=16 και είδαμε ότι έχει λύσεις τους αριθμούς +2 και (2.

Τη θετική λύση 2 της εξίσωσης x4=16 τη λέμε τέταρτη ρίζα του αριθμού 16 (ή ρίζα τέταρτης τάξης) και τη συμβολίζουμε 
[image: image2.wmf]4

16

.
Δηλαδή, 
[image: image3.wmf]4

16

=2.

Με τον ίδιο τρόπο, τη θετική λύση της εξίσωσης x3=8 που είναι το 2, τη λέμε τρίτη ρίζα του 8 και τη συμβολίζουμε 
[image: image4.wmf]3

8

=2. (Την τρίτη ρίζα τη λέμε και κυβική ρίζα).

Γενικεύοντας τα παραπάνω, προκύπτει ο ακόλουθος ορισμός:

Αν α ( 0, τότε η μη αρνητική λύση της εξίσωσης xv = α λέγεται v-οστή ρίζα του α και συμβολίζεται με 
[image: image5.wmf]v

α

.

Το σύμβολο 
[image: image6.wmf]v

λέγεται ριζικό v-τάξης, το α λέγεται υπόρριζο και το v λέγεται δείκτης της ρίζας.

Όταν ν=2, τότε έχουμε την τετραγωνική ρίζα. Δηλαδή 
[image: image7.wmf]2

a

=
[image: image8.wmf]a

,(α( 0).

Επίσης γράφουμε 
[image: image9.wmf]1

a

=α, (α( 0).

· Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού το 
[image: image10.wmf]v

α

, πρέπει να είναι α( 0.
· Η 
[image: image11.wmf]v

a

 με α( 0 είναι αριθμός θετικός ή μηδέν.
· Η ν-οστή ρίζα ενός θετικού αριθμού α είναι εκείνος ο θετικός αριθμός που, όταν υψωθεί στη ν-οστή δύναμη μας δίνει τον α.
Π.χ.

1. Η θετική λύση της εξίσωσης x4=81 γράφεται 
[image: image12.wmf]4

81

 και είναι το 3, γιατί 34=81. Άρα, 
[image: image13.wmf]4

81

=3.
2. Η 
[image: image14.wmf]3

64

είναι η θετική λύση της εξίσωσης x3=64, που είναι το 4. Άρα, 
[image: image15.wmf]3

64

=4.
3. Είναι : 
[image: image16.wmf]5
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=2, γιατί 25=32 και 
[image: image17.wmf]3
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[image: image18.wmf]27
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5.2

Ιδιότητες ν-οστών ριζών.

1) Επειδή η 
[image: image19.wmf]v

a

 είναι λύση της εξίσωσης xv=α, α( 0, γι’ αυτό την επαληθεύει.
(
[image: image20.wmf]v

a

)ν = α

(α( 0),
 Π.χ. 
[image: image21.wmf](
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(
[image: image22.wmf]3
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a

)3 = α2.

[image: image23.wmf]v

v

a

 = α
(α( 0)

2) Είναι φανερό ότι ο αριθμός 3 είναι λύση της εξίσωσης xv=3v. Αλλά τη θετική λύση αυτής της εξίσωσης τη συμβολίζουμε (σύμφωνα με τον ορισμό) 
[image: image24.wmf]v

v

3

. Άρα, 
[image: image25.wmf]v

v

3

=3.
Γενικά ισχύει: 

Π.χ. 
[image: image26.wmf]5

5

3

=3,

[image: image27.wmf]4

4

2

=2.

Άμεση συνέπεια αυτής της ιδιότητας είναι το εξής:

Μια ν-οστή ρίζα είναι ρητός αριθμός, αν το υπόρριζο μπορεί να γραφεί ως ν-οστή δύναμη ενός ρητού αριθμού.

Αν αυτό δε γίνεται, τότε η ν-οστή ρίζα είναι άρρητος αριθμός.

Π.χ. η 
[image: image28.wmf]4

81

είναι ρητός αριθμός, γιατί το 81 γράφεται 34. Άρα, 
[image: image29.wmf]4

81

=
[image: image30.wmf]4

4

3

=3.

Η 
[image: image31.wmf]3

10

είναι άρρητος αριθμός, γιατί δεν υπάρχει ρητός αριθμός που όταν υψωθεί στο 3 να κάνει 10.

3) Όπως στις τετραγωνικές ρίζες, έτσι και στις ν-οστές ισχύουν:

i)

[image: image32.wmf]v
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Π.χ. 
[image: image33.wmf]2
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[image: image34.wmf]3
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Η ιδιότητα του γινομένου ισχύει και με περισσότερους παράγοντες.

Π.χ. 
[image: image35.wmf]v
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ii)

[image: image36.wmf]v
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(α(0, β>0)

Π.χ. 
[image: image37.wmf]2
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4) Άμεσες συνέπειες της ιδιότητας του γινομένου είναι:

i)

[image: image39.wmf]v
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(α,β ( 0),
(Εξαγωγή παράγοντα από ρίζα)
Π.χ. 
[image: image40.wmf]4
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ii)

[image: image42.wmf](
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(α(0, k θετικός ακέραιος) (Ύψωση ρίζας σε δύναμη)
Π.χ. 
[image: image43.wmf](
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5) Ισχύουν επί πλέον οι ιδιότητες:

i)

[image: image45.wmf]k
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(α(0, ν,k θετικοί ακέραιοι)
    (Ρίζα μίας ρίζας)
Π.χ. 
[image: image46.wmf]6
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ii)

[image: image49.wmf]v

k

v

k

a

a

=

×

×

r

r



(α(0, v,k,ρ θετ. ακέρ.)

(Απλοποίηση του δείκτη της ρίζας.)

Π.χ. 
[image: image50.wmf]5
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Παρακάτω επισημαίνουμε δύο πολύ βασικές ιδιότητες των τετραγωνικών ριζών.

( Ας πάρουμε την εξίσωση x2=a2, όπου α( 0. Ο θετικός αριθμός |α| είναι λύση της, γιατί όπως γνωρίζουμε (παράγραφος 4.3) ισχύει |α|2=α2.

Τη θετική λύση όμως της εξίσωσης x2=a2 την παριστάνουμε (σύμφωνα με τον ορισμό της ν-οστής ρίζας) με 
[image: image52.wmf]2
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. Άρα, 
[image: image53.wmf]|

|

2

a

a

=


Η ιδιότητα αυτή συνδέει την έννοια της τετραγωνικής ρίζας με την έννοια της απόλυτης τιμής.

Παραδείγματα

1. 
[image: image54.wmf](
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2. Να λυθεί η εξίσωση x2=3.

ΛΥΣΗ: Αφού οι αριθμοί x2 και 3 είναι ίσοι θα έχουν και ίσες τετραγωνικές ρίζες, δηλαδή 
[image: image56.wmf]3

2

=

x

. Αλλά 
[image: image57.wmf]|
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, οπότε έχουμε:




[image: image58.wmf]3
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. Άρα, x=
[image: image59.wmf]3

 ή x=(
[image: image60.wmf]3

.

3. Να βρεθούν οι αριθμοί που το τετράγωνό τους είναι 
[image: image61.wmf]3

.
ΛΥΣΗ: Αν συμβολίσουμε τους ζητούμενους αριθμούς με x, τότε έχουμε την εξίσωση x2 = 
[image: image62.wmf]3

. Για να τη λύσουμε ακολουθούμε την ίδια διαδικασία με αυτή του παραδείγματος 2 και διαδοχικά έχουμε :

[image: image63.wmf]3
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[image: image64.wmf]4

3

=

|

x

|




[image: image65.wmf]4
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[image: image66.wmf]4
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( Ας πάρουμε την ανισότητα 7<15 (1). Γνωρίζουμε ότι (
[image: image67.wmf]7

)2=7 και (
[image: image68.wmf]15

)2=15. Άρα, η (1) είναι ισοδύναμη με τη (
[image: image69.wmf]7

)2<(
[image: image70.wmf]15

)2 (2).

0(α<β (
[image: image71.wmf]a

<
[image: image72.wmf]b



Γνωρίζουμε (παρ. 4.1) ότι για δυνάμεις με θετικές βάσεις ισχύει η ισοδυναμία αν<βν ( α<β. Οι δυνάμεις στα μέλη της (2) έχουν θετικές βάσεις. Άρα, (
[image: image73.wmf]7

)2<(
[image: image74.wmf]15

)2(
[image: image75.wmf]7

<
[image: image76.wmf]15

, δηλαδή ισχύει η ισοδυναμία 7<15(
[image: image77.wmf]7

<
[image: image78.wmf]15

.

Γενικά ισχύει:

Η απόδειξή της γίνεται, όπως στο παραπάνω παράδειγμα. Ας τη δούμε:

0(α<β ((
[image: image79.wmf]a

)2<(
[image: image80.wmf]b

)2
Γιατί (
[image: image81.wmf]a

)2=α και (
[image: image82.wmf]b

)2=β.
(
[image: image83.wmf]a

)2<(
[image: image84.wmf]b

)2(
[image: image85.wmf]a

<
[image: image86.wmf]b


Γιατί οι βάσεις των δυνάμεων είναι μη αρνητικοί αριθμοί.
Άρα 0(α<β (
[image: image87.wmf]a

<
[image: image88.wmf]b

.

Από την ιδιότητα αυτή συμπεραίνουμε ότι, για να συγκρίνουμε δύο τετρα​γωνικές ρίζες, αρκεί να συγκρίνουμε τα υπόρριζά τους ή τα τετράγωνά τους.

Παραδείγματα

1. Είναι 
[image: image89.wmf]76

<
[image: image90.wmf]85

, γιατί 76<85.

Επίσης είναι 
[image: image91.wmf]1
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,

>1,2, γιατί 2,1>(1,2)2=1,44.

2. Να λυθεί η ανίσωση x2<3.

ΛΥΣΗ: Σύμφωνα με την παραπάνω ιδιότητα, η ανίσωση x2<3 είναι ισοδύναμη με τη 
[image: image92.wmf]3
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. Αλλά 
[image: image93.wmf]|
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, οπότε έχουμε |x|<
[image: image94.wmf]3

. Άρα, (
[image: image95.wmf]3

<x<
[image: image96.wmf]3

.

Παρατήρηση

0(α<β (
[image: image97.wmf]v
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<
[image: image98.wmf]v
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Η παραπάνω ιδιότητα ισχύει γενικά και στις ν-οστές ρίζες

Π.χ. 16<18 ( 
[image: image99.wmf]5
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[image: image100.wmf]3
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[image: image101.wmf]8
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 γιατί 5<(1,8)3 = 5,832.
ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Να υπολογίσετε με προσέγγιση δεκάτου την ακμή ενός κύβου, που έχει όγκο 600cm3.
ΛΥΣΗ

Αν x είναι η ακμή του κύβου, τότε ο όγκος του είναι x3. Έτσι, έχουμε την εξίσωση x3=600. Η θετική λύση αυτής είναι x=
[image: image102.wmf]3

600

.Θα υπολογίσουμε με τη μέθοδο των δοκιμών την κυβική ρίζα του 600.
Υψώνουμε στην τρίτη δύναμη τους ακεραίους αριθμούς 5,6,7,8,9,... και διαπιστώνουμε ότι 83=512<600 και 93=729>600.

Άρα 8<
[image: image103.wmf]3

600

<9     (
[image: image104.wmf]3

600

(8 με προσέγγιση μονάδας με έλλειψη)

Υψώνουμε στην τρίτη δύναμη τον δεκαδικό αριθμό 8,5.

Βρίσκουμε 8,53=614,125>600. Το ίδιο κάνουμε και για τον 8,4. Βρίσκουμε 8,43=592,704<600. Άρα, 8,4<
[image: image105.wmf]3

600

<8,5 οπότε 
[image: image106.wmf]3

600

(8,4 (Προσέγγιση δεκάτου με έλλειψη)
Άρα, η ακμή του κύβου είναι 8,4cm περίπου.

2.
Να βρείτε τις τιμές του x, για τις οποίες έχει νόημα η ρίζα 
[image: image107.wmf]5

1

x

3

-

.
ΛΥΣΗ

Για να έχει νόημα η ρίζα πρέπει 1(3x( 0. Λύνουμε την ανίσωση και διαδοχικά έχουμε:
1(3x
(
0


(3x
(
(1


x
(

[image: image108.wmf]3

1


Άρα, η ρίζα έχει νόημα για τις τιμές του x που ανήκουν στο διάστημα (((,
[image: image109.wmf]3

1

].

3.
Να συγκρίνετε τους αριθμούς 
[image: image110.wmf]3

3

 και 
[image: image111.wmf]5

5

.
ΛΥΣΗ

Χρησιμοποιούμε την ιδιότητα 
[image: image112.wmf]v
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, για να έχουμε ρίζες με ίδιο δείκτη. Βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. των δεικτών. Είναι Ε.Κ.Π.(3,5) = 15. Έτσι, έχουμε: 
[image: image113.wmf]5
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[image: image114.wmf]15
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[image: image115.wmf]15
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[image: image116.wmf]15
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Συγκρίνουμε τώρα τις ρίζες 
[image: image117.wmf]15

243

και 
[image: image118.wmf]15

125

. Επειδή 243>125, γι’ αυτό 
[image: image119.wmf]15
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>
[image: image120.wmf]15
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.
Άρα 
[image: image121.wmf]>
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 EMBED Equation.2  [image: image122.wmf]5

5

.
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να απλοποιήσετε τις ρίζες: 
[image: image123.wmf]8
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2. Να τρέψετε σε γινόμενο πρώτων παραγόντων τα υπόρριζα και μετά να υπολο​γίσετε το άθροισμα 
[image: image124.wmf].
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3. Να βρείτε τις ρίζες: 
[image: image125.wmf]5
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4. Να βρείτε τα πηλίκα 
[image: image126.wmf]3
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[image: image127.wmf]3

3

5

320

:

,     
[image: image128.wmf]4
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[image: image129.wmf].

:

27

9

15

10

3

3


5. Να κάνετε τις πράξεις i) (2+3
[image: image130.wmf]2

)2+(2(3
[image: image131.wmf]2

)2

ii) (
[image: image132.wmf]3

4

(1)2((1+
[image: image133.wmf]3
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)2
iii) (1(
[image: image134.wmf]3
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)2+2(
[image: image135.wmf]3
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)2
iv) 
[image: image136.wmf].
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6. Να βρεθεί η αριθμητική τιμή των παραστάσεων για x=
[image: image137.wmf]3

2

.
i) 2x3+x
[image: image138.wmf]6

16


ii) x
[image: image139.wmf]6

4

(x2.
7. Να εξετάσετε αν είναι σωστές οι ανισότητες: i) 
[image: image140.wmf]3
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,

>0,9
ii) 
[image: image141.wmf]3

1

1

,

<1,1.
8. Να βρείτε με προσέγγιση δεκάτου την κυβική ρίζα του 11.
9. Αν πολλαπλασιάσουμε τους όρους του κλάσματος 
[image: image142.wmf]2

3
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-

με 
[image: image143.wmf]2

3

+

θα προκύψει ένα ισοδύναμο κλάσμα χωρίς ρίζες στον παρονομαστή. Να βρείτε αυτό το κλάσμα και να κάνετε κάτι ανάλογο και στα κλάσματα: 
[image: image144.wmf]2
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, 
[image: image145.wmf]2
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[image: image146.wmf]2
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10. Να βρείτε τους θετικούς αριθμούς, για τους οποίους ισχύει:
i) 
[image: image147.wmf]x

>2
ii) 
[image: image148.wmf]x

<3.
11. Ο εξωτερικός όγκος ενός κυβικού κουτιού είναι 520cm3 και ο όγκος των τοιχω​μάτων του είναι 8cm3. Να υπολογίσετε την ακμή του κυβικού εσωτερικού του χώρου.
12.
Να κάνετε τις πράξεις 
[image: image149.wmf]2
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13.
Να συγκρίνετε τους αριθμούς:  i) 
[image: image150.wmf]3

3

 και
[image: image151.wmf]2


ii) 
[image: image152.wmf]3

2

 και 
[image: image153.wmf]4

3

.
14.
Αν 2<x<3, να βρείτε την τιμή της παράστασης 
[image: image154.wmf](
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15.
Να λύσετε   α) την εξίσωση 
[image: image155.wmf](
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β) την ανίσωση 
[image: image156.wmf](
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[image: image157.wmf]α
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16. Ένα αυτοκίνητο α κινείται με σταθερή ταχύτητα 72km/h σε μια ευθεία λεωφόρο η οποία διασταυρώνεται κάθετα μέσω μιας γέφυρας Γ με έναν ευθύ μικρότερο δρόμο. Τη στιγμή που το α βρίσκεται κάτω από τη γέφυρα, ένα άλλο αυτοκίνητο β είναι πάνω σε αυτή και κινείται με σταθερή ταχύτητα 54km/h. Να βρείτε μετά από πόσα sec τα αυτοκίνητα θα απέχουν 0,5km. 
(Υπόδειξη: Να χρησιμοποιήσετε το Πυθαγόρειο θεώρημα το οποίο μάθατε στο Γυμνάσιο).

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 5ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
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1.
Στο αντίστοιχο πλαίσιο κάθε αριθμού να γράψετε το Ρ αν είναι ρητός ή το Α αν είναι άρρητος.
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2.
Στο αντίστοιχο πλαίσιο κάθε ισότητας να γράψετε το Σ, αν είναι σωστή ή το Λ αν είναι λανθασμένη.
3.
Θα δείξουμε ότι 1 = (1.
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Σε ποια ισότητα από τις α,β,γ γίνεται το λάθος;

4.
Αν α,β(0 και κ,ν φυσικοί αριθμοί μεγαλύτεροι από το 1, τότε σύμφωνα με γνωστές ιδιότητες έχουμε:
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5.
Πως γράφονται οι παρακάτω παραστάσεις χωρίς ριζικά;
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6.
Για τον αριθμό α δίνεται ότι: 
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Η απόσταση του α από τον αριθμό (1 είναι:


i) 0

ii) 1
iii) 2
iv) 3
v) 4

7.
Οι λύσεις της ανίσωσης x2<4 είναι οι αριθμοί του διαστήματος:


i) (0,2)
ii) (0,4)

iii) ((2,0)
iv) ((2,2)
v) ((2,4).

8. Ισχυριζόμαστε ότι:
Σύμφωνα με την ιδιότητα 
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Αλλά 
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 Άρα, (2=2.

Που γίνεται το λάθος;

9. Να βάλετε το κατάλληλο σύμβολο ανισότητας σε καθένα από τα παρακάτω ζεύγη αριθμών.
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