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2  ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ
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2.1

Η έννοια της αλγεβρικής παράστασης.

Στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει τύπους με τους οποίους υπολογίζαμε διάφορα στοιχεία των επίπεδων σχημάτων ή των γεωμετρικών στερεών.

Ας θυμηθούμε μερικούς από αυτούς:

·  Το μήκος του κύκλου ακτίνας R είναι : Γ= 2πR.

·  Ο όγκος σφαίρας ακτίνας R είναι : V= 
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πR3.
·  Το εμβαδό της ολικής επιφάνειας ορθού κυλίνδρου είναι: Ε = 2πRh + 2πR2 , όπου R η ακτίνα της  βάσης και h το ύψος του.

Από τη Φυσική γνωρίζουμε επίσης ότι:

·  Όταν ένα σώμα μάζας m έχει επιτάχυνση γ, τότε στο σώμα επενεργεί μια δύναμη F, η οποία είναι: F = m(γ

·  Αν πετάξουμε με ταχύτητα υ0 κατακόρυφα προς τα πάνω ένα σώμα, τότε σε χρόνο t θα έχει διανύσει ύψος h, το οποίο είναι h = υ0t(½(gt2 (όπου g η επιτάχυνση της βαρύτητας).

 Τέτοιοι τύποι, όπως οι παραπάνω, λέγονται αλγεβρικές παραστάσεις.

Γενικά: Αλγεβρική παράσταση είναι κάθε έκφραση με αριθμούς και γράμ​ματα (τα   οποία παριστάνουν αριθμούς), που συνδέονται μεταξύ τους με τα σύμβολα των πράξεων.

Το γράμμα R στον τύπο Γ= 2πR μπορεί να πάρει διάφορες τιμές, π.χ. R=0,2cm, R=1cm, κ.τ.λ. Γι’ αυτό λέγεται μεταβλητή (μεταβάλλονται οι τιμές του), ενώ το γράμμα π είναι ένας συγκεκριμένος και σταθερός αριθμός (ο γνωστός μας π(3,14), γι’ αυτό λέγεται σταθερά.

Σταθερά είναι και το g στον τύπο h = υ0t(½(gt2 (γιατί η επιτάχυνση της βαρύ​τητας σε ένα συγκεκριμένο τόπο έχει σταθερή τιμή).

Η αλγεβρική παράσταση 
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πR3 έχει μια μεταβλητή (το R), ενώ η 2πRh+2πR2 έχει δύο μεταβλητές (το R και το h).  Υπάρχουν αλγεβρικές παραστάσεις που έχουν περισσότερες μεταβλητές.

Αν σε μια αλγεβρική παράσταση αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές που περιέχει με συγκεκριμένους αριθμούς και εκτελέσουμε τις πράξεις που είναι σημειωμένες σε αυτή, θα προκύψει ένας αριθμός που λέγεται αριθμητική τιμή της παράστασης.

Π.χ Η αλγεβρική παράσταση 2πRh+2πR2 για R=1(cm) και h=0,5(cm) έχει αριθμητική τιμή: 2π(1(0,5+2π(12 = π+2π ( 3,14 + 6,28 = 9,42(cm2)

Στις αλγεβρικές παραστάσεις δεν μπορούμε πάντοτε να αντικαταστήσουμε τις μεταβλητές τους με οποιεσδήποτε πραγματικές τιμές. Για παράδειγμα, στον όγκο της σφαίρας V=
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πR3 δεν μπορούμε να αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή R με το (1 γιατί, όπως είναι φανερό, κάτι τέτοιο δεν έχει νόημα.

Επίσης, στην αλγεβρική παράσταση 
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 + α2 δεν μπορούμε να αντικατα​στησουμε τη μεταβλητή α με το 3, γιατί τότε μηδενίζεται ο παρονομαστής του κλάσματος 
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 και το κλάσμα δεν  είναι πραγματικός αριθμός.

Ούτε στην αλγεβρική παράσταση x3 + 
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 μπορούμε να βάλουμε x=2, γιατί το υπόρριζο θα γίνει αρνητικός αριθμός και έχουμε μάθει ότι η τετρ.ρίζα αρνητικού αριθμού δεν είναι πραγματικός αριθμός.

Γενικά, οι μεταβλητές παίρνουν τιμές που σχετίζονται με αυτό που παριστάνουν ή τιμές τέτοιες που να εκτελούνται οι πράξεις στις αλγεβρικές παραστάσεις που βρίσκονται.

Αλγεβρικές παραστάσεις, όπως, για παράδειγμα, οι 
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, οι οποίες περιέχουν μεταβλητή σε παρονομαστή λέγονται κλασματικές.

(Σημείωση: Το σύμβολο του πολλαπλασιασμού (() μπορούμε να το παραλείπουμε στις αλγεβρικές παραστάσεις, όταν είναι ανάμεσα στις μεταβλητές ή ανάμεσα σε αριθμό και μεταβλητή)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων.


i)  2α33α2+6α,

ii) 
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iv) (α ( β )2 (
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2.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή της παράστασης : 
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, για α = 3(102, β =(5, γ =132.
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3.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων  i) υ+γt,
ιι) 
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,
iii) Βh+½ mυ2 για υ = 40, γ =225(10(2, t =5(102, υ0 = 15, t0 = 250, m = 21,
B =10, h = 5.
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4.
Το πλάτος α και το βάθος β του αυλακιού που ανοίγει σε  ένα σιδερένιο κομμάτι μια φρέζα με διάμετρο D  επαληθεύουν τη σχέση 
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. Να υπολογίσετε το D, για α = 24mm και β = 3mm.
5. Nα εκφράσετε με μια αλγεβρική παράσταση την περίμετρο Τ του διπλανού τριγώνου και μετά να βρείτε την αριθμητική τιμή της για  α= 0,7(10(1, β= 0,5(10(1, γ= 0,4(10(1. (Οι τιμές που δίνονται εκφράζουν m).
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6.
Δύο οδοντωτοί τροχοί με διαμέτρους d1 και d2 συμπλέκονται ο ένας με τον άλλο διαμέσου ενός μικρότερου οδοντωτού τροχού, που έχει διάμετρο δ.

α) Να εκφράσετε με μια αλγεβρική παράσταση την απόσταση L των αξόνων των δύο μεγάλων τροχών.

β) Να βρείτε την αριθμητική τιμή της L, όταν d1=0,46, d2=0,3, δ=0,15.(Οι διαστάσεις που δίνονται είναι σε m).

2.2

Μονώνυμα, Πολυώνυμα  Πράξεις.

Μονώνυμα

Στην αλγεβρική παράσταση 2πR (που μας δίνει το μήκος ενός κύκλου με ακτί​να R), όπως και στην 
[image: image18.wmf]3
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πR3 (που μας δίνει τον όγκο μιας σφαίρας ακτίνας R), η μόνη πράξη που σημειώνεται είναι ο πολλαπλασιασμός. Τέτοιες αλγεβρικές παραστάσεις λέγονται μονώνυμα. 

Μονώνυμα είναι και οι παραστάσεις 
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x3y2ω, 2xνyκ (ν,κ φυσικοί).

Μονώνυμο είναι και κάθε σταθερός αριθμός π.χ. ο 5, γιατί μπορούμε να τον γράψουμε 5x0 ή 5x0y0.

Σε κάθε μονώνυμο ο αριθμητικός παράγοντας, που γράφεται στην αρχή λέγεται συντελεστής του μονωνύμου και το γινόμενο όλων των μεταβλητών του λέγεται κύριο μέρος του μονωνύμου.

Π.χ Στα μονώνυμα 
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πR3, 
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x3y2ω οι συντελεστές είναι 
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 αντιστοίχως και το κύριο μέρος τους είναι R3, x2y, x3y2ω αντιστοίχως.

Ο εκθέτης σε κάθε μεταβλητή του μονωνύμου λέγεται και βαθμός του μονωνύμου ως προς αυτή τη μεταβλητή. Π.χ. Ο βαθμός του μονωνύμου 5d3ρ2 ως προς d είναι το 3, ενώ ως προς ρ είναι το 2.

Στο μονώνυμο 5αx4y3, όπου το α παριστάνει ένα σταθερό αριθμό, ο συντελε​στής του είναι το 5α.

Κάθε μονώνυμο με συντελεστή το 0, όπως το 0x3y5, είναι το μηδενικό μονώνυμο και ισούται με το 0.

Μονώνυμα που έχουν το ίδιο κύριο μέρος, όπως τα (3x3y2, 2x3y2, λέγονται όμοια.

Πράξεις με μονώνυμα

Επειδή οι μεταβλητές στα μονώνυμα παριστάνουν αριθμούς, οι πράξεις μεταξύ των μονωνύμων γίνονται σύμφωνα με τις ιδιότητες που ισχύουν στα γινόμενα των αριθμών. Τονίζουμε ότι το άθροισμα και η διαφορά ομοίων μονωνύμων είναι ένα όμοιο με αυτά μονώνυμο.

Π.χ.

i) (2x2y + 5x2y = ((2+5)x2y
(επιμεριστική ιδιότητα)

ii) ((2x2y)((3xy2ω) = ((2(3) ( (x2x) ( (yy2)ω = 
(αντιμεταθετική και προσεταιριστική

 = (6x3y3ω 
  ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό)

iii) ((2x3y2ω)3 = ((2)3((x3)3((y2)3((ω)3 = (8x9y6ω3
( ύψωση γινομένου σε δύναμη)

iv) ((6x4y3ω):((2x2y3) = 
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Η διαίρεση δύο μονωνύμων δε μας δίνει πάντοτε μονώνυμο.

Π.χ ((6x4y3ω):(2xy5)= 
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Πολυώνυμα

Αλγεβρικές παραστάσεις, όπως οι 2πRh+2πR2, υ0t (½ gt2, που είναι αλγεβρικά αθροίσματα μη ομοίων μονωνύμων λέγονται πολυώνυμα.

Πολυώνυμα είναι και οι παραστάσεις,

5x36x2+3x+2 (πολυώνυμο μιας μεταβλητής). Συμβολισμός:P(x)= 5x36x2+3x+2.

4x3y2+xy4y1(πολυώνυμο δύο μεταβλητών). Συμβολισμός:P(x,y)=4x3y2+xy4y1.

Τα μονώνυμα 5x3, 6x2, 3x και 2 που σχηματίζουν το πολυώνυμο P(x) λέγονται όροι του πολυωνύμου και οι συντελεστές τους λέγονται συντελεστές του πολυωνύμου. Ειδικά για τον όρο 2 λέμε ότι είναι ο σταθερός όρος του πολυωνύμου.

Τα πολυώνυμα της μορφής Q(x)=c, όπου c είναι ένας σταθερός πραγματικός αριθμός, λέγονται  σταθερά πολυώνυμα. Ειδικά το σταθερό πολυώνυμο 0 λέγεται μηδενικό πολυώνυμο.

Αν ένα πολυώνυμο έχει δύο ή περισσότερους όρους με όμοια μονώνυμα, τότε τους αντικαθιστούμε με το μονώνυμο, που είναι το αλγεβρικό άθροισμά τους (κάνουμε, όπως λέγεται, αναγωγή ομοίων όρων).

Π.χ.

x2y35x3y3+3x2y3+x3y3+x=(x2y3+3x2y3)+(5x3y3+x3y3)+x (αντιμεταθετική ιδιότητα)


= 4x2y34x3y3+x
(αναγωγή ομοίων όρων)

Στο πολυώνυμο 4x3y2+xy4y1 ο μεγαλύτερος εκθέτης της μεταβλητής x, δηλαδή το 3, (στον όρο 4x3, με συντελεστή (0) λέγεται βαθμός του πολυωνύμου ως προς x. Σε αυτό το πολυώνυμο ο βαθμός του ως προς y είναι το 4.

Είναι φανερό ότι κάθε σταθερό και μη μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό 0. Για το μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός.

Την αριθμητική τιμή ενός πολυωνύμου P(x) για x=1, x=2,... τη συμβολίζουμε με P(1), P(2),.... αντιστοίχως, ενώ ενός πολυωνύμου Q(x,y), για x=2 και y= 1, τη συμβολίζουμε Q(2,1).

Π.χ. Η αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Α(t)= 2t4+t3+5t4 για t= 
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Πράξεις με πολυώνυμα

Η πρόσθεση, η αφαίρεση και ο πολλαπλασιασμός στα πολυώνυμα γίνονται όπως οι αντίστοιχες πράξεις στα αθροίσματα με αριθμούς, που είδαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Π.χ.

i) (5x36x2+3x+2)(x42x3+x2+4x1) =

= 5x36x2+3x+2x4+2x3x24x1
(εξάλειψη παρενθέσεων)

= (5+2)x3+(61)x2+(34)xx4+3

= 7x37x2xx4+3 
(αναγωγή ομοίων όρων)

= x4+7x37x2x+3 
(γράφουμε τους όρους με σειρά από τη μεγαλύτερη δύναμη προς τη μικρότερη)

ii) (5x36x2+3x+2)(2x2) =

= (5x3)(2x2)+(6x2)(2x2)+(3x)(2x2)+2(2x2)
(Επιμεριστική ιδιότητα, πολ/ζουμε
= 10x5+12x46x34x2 
το μονώνυμο με κάθε όρο του πολυωνύμου)

iii) (2x4x2+1)(x21) =
(Επιμεριστική ιδιότητα, πολ/ζουμε
= (2x4x2+1)(x2)+(2x4x2+1)(1)
κάθε όρο του ενός πολυωνύμου με
= 2x6x4+x22x4+x21
όλους τους όρους του άλλου πολυωνύμου)

= 2x63x4+2x21
(αναγωγή ομοίων όρων)

Το γινόμενο είναι πολυώνυμο 6ου βαθμού. Δηλαδή, ο βαθμός του γινομένου δυο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ίσος με το άθροισμα των βαθμών των πολυωνύμων αυτών. 

iv) (2xy3)(4x56xy2+1) =

= 2x(4x56xy2+1)y3(4x56xy2+1) =
(Επιμεριστική ιδιότητα)

= 8x612x2y2+2x4x5y3+6xy5y3
(δε γίνονται αναγωγές ομοίων όρων)

Να προσέξουμε ότι: Η εξάλειψη των παρενθέσεων και ο κανόνας των προσήμων που έχουμε μάθει στις πράξεις των αριθμών ισχύουν γενικά και στις πράξεις των αλγεβρικών παραστάσεων.

Η διαίρεση ενός πολυωνύμου με ένα μονώνυμο γίνεται όπως η διαίρεση ενός αθροίσματος με ένα αριθμό. Το πηλίκο μιας τέτοιας διαίρεσης δεν είναι πάντοτε πολυώνυμο. Π.χ.

i) (6x5y44x3y3+5x3y2):(2x2y) = 
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 = 3x3y3xy2+
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ii) (6x5y44x3y3):(2x5y) = 
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(Δεν είναι πολυώνυμο)

(Σημείωση: Τη διαίρεση πολυωνύμων θα τη δούμε σε επόμενη παράγραφο)

ΕΦΑΡΜΟΓΗ
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1.
Το οικόπεδο του διπλανού σχήματος αποτελείται από 3 πλευρές ενός τετρα​γώνου και ένα ημικύκλιο.

α) Να βρείτε ένα μονώνυμο με μετα​βλητή το x, που να παριστάνει την περίμετρο του οικοπέδου.

β) Αν x = 30 m, πόσα μέτρα σύρμα χρειάζονται για την περίφραξή του;

ΛΥΣΗ

α) Από το σχήμα είναι φανερό ότι η πλευρά ΑΔ του τετραγώνου είναι διπλάσια της ακτίνας του κύκλου. Έτσι το x είναι 3 φορές η ακτίνα. Άρα, η ακτίνα είναι το 1/3 του x και η πλευρά του τετραγώνου είναι τα 2/3 του x.

Γνωρίζουμε ότι το μήκος ενός κύκλου ακτίνας R είναι 2πR, συνεπώς του ημικυκλίου είναι  πR. Έτσι, στο σχήμα μας το ημικύκλιο έχει μήκος π(
[image: image47.wmf]3
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Άρα, η περίμετρος Τ του οικοπέδου είναι  3((
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β) Όταν x=30, τότε έχουμε Τ= (2+
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)(30 =60+31,4 = 91,4 (m).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
 Να γίνουν οι πράξεις. i) 0,2αx42,3αx2+4αx2αx4 



ii) x2y3x3y22x2y3+2x3y2 

iii) (4x3yω2)3(3x3y)ω


iv) (90α5β4γ):(20α5βγ)

v)  (1x)(x+2)(x3)


vi) 3x(x21)+3x2(x3)x+x(1x).

2.
Να γίνουν οι πράξεις.  i) (x22xy+4y2)(x+2y)
ii)  (x3+2x2+2x+1)(x2x+1)
iii) (6α3β212α2β33αβ4):(3αβ)

iv) (4x7y3+8x6y412x4y6):(2x4y3)
v)  (λ22κ)3κ+(λκ+κ2)(λ)+(λ+κ)(2λκ)(λ+3)2κ2.

3. Να γίνουν οι πράξεις.


[7x2(y1)3x(xy+3xy2)]  [2y(x2+1)3x(y2xy)] + [ 7x2+2y+x(xy+y)].

4. Δίνονται τα πολυώνυμα Α(x) = x43x2+1,  B(x) = x+2,  Γ(x) = x2x. 


Να βρείτε τα:  i) Α(x)B(x)Γ(x)

ii)  Β(x)[Γ(x)A(x)].

5.
Σε ένα τεχνικό μνημόνιο διαβάζουμε ότι:

α) Το βάρος Β (σε gr) ενός μπρούντζινου δίσκου που έχει διάμετρο δ cm και πάχος 1cm δίνεται από τον τύπο Β = 6,8δ2.

β) Το βάρος Β (σε gr) μιας σφαίρας από μολύβι με διάμετρο δ cm δίνεται από τον τύπο Β = 5,91δ3.

Να υπολογίσετε το βάρος ενός μπρούντζινου δίσκου που έχει διάμετρο 19cm  με πάχος 1cm  και το βάρος μιας μολυβένιας σφαίρας με διάμετρο 6cm.

6.
Δίνεται το πολυώνυμο P(x) = 2x4+3x3x2+4x6. Να υπολογίσετε το γινόμενο  P(2)P(3)

7.
Να βρείτε την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου Κ(α,β)= α3β2 2αβ3 +4α 3β  για α= 
[image: image54.wmf]2
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 και β = 
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.
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8.
Στο διπλανό σχέδιο οι τελίτσες είναι κορυφές ίσων τετραγώνων. Να βρείτε ένα μονώνυμο με μεταβλητή το x που να παριστάνει την περίμετρο του σχήματος με την έντονη γραμμή.


[image: image57.wmf]y
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9.
Μέσα σε ένα χάρτινο κουτί σε σχήμα κύβου με ακμή x έχουμε βάλει 4 ξύλινα  μικρά κυβάκια, ίσα μεταξύ τους, με ακμή  y.

Να βρείτε ένα πολυώνυμο που να παριστάνει τον άδειο χώρο του κουτιού.

2.3

Ταυτότητες.
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Η έννοια της ταυτότητας είναι γνωστή από το Γυμνάσιο. Συγκεκριμένα έχουμε μάθει ότι:

Ταυτότητα είναι κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιμές των μεταβλητών αυτών.

Οι ταυτότητες παρουσιάζονται τόσο συχνά στις πράξεις, ώστε γίνεται απαραίτητο να τις γνωρίζουμε από μνήμης και να τις εφαρμόζουμε σωστά.

Παρακάτω θα αναφέρουμε τις βασικότερες από αυτές μαζί με τις αποδείξεις τους.

(1) ( α + β )2 = α2 + 2αβ + β2
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Τετράγωνο

Αθροίσματος

Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις.

(α+β)2 = (α+β)(α+β)
(ορισμός δύναμης)

           = α(α+β)+β(α+β)
(επιμεριστική ιδιότητα) 

           = α2+αβ+αβ+β2

           = α2+2αβ+β2
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ (2x+7y)2 = (2x)2+2(2x)(7y)+(7y)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                    = 4x2+28xy+49y2
(ιδιότητες πολ/σμού και δυνάμεων)

(2) ( α  β )2 = α2  2αβ + β2
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Τετράγωνο διαφοράς

Στην ταυτότητα (α+β)2 = α2+2αβ+β2, που αποδείξαμε, βάζουμε όπου β το β και διαδοχικά έχουμε.

[α+(β)]2 = α2+2α(β)+(β)2
     (αβ)2 = α2 2αβ+β2
(κανόνας προσήμων)

(Σημείωση: Η απόδειξη μπορούσε να γίνει και με τον ίδιο τρόπο που έγινε στην (1).)

Π.χ (2αx3x2y)2 = (2αx)22(2αx)(3x2y)+(3x2y)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)

                         = 4α2x212αx3y+9x4y2
(ιδιότητες πολ/σμού και δυνάμεων)

(3)
( α + β )( α  β ) = α2  β2
Διαφορά δύο τετραγώνων

ή Γινόμενο αθροίσματος επί διαφορά
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις.

(α+β)(αβ) = α(αβ)+β(αβ)
(επιμεριστική ιδιότητα)
                  = α2αβ+αββ2
(αναγωγή ομοίων όρων)
                  = α2  β2

Π.χ  (3xy+y3)(3xyy3) = (3xy)2(y3)2
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                                  = 9x2y2y6
(ιδιότητες  δυνάμεων)

(4)
( α + β )3 = α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Κύβος Αθροίσματος

Παίρνουμε το 10 μέλος και κάνουμε πράξεις

(α+β)3 = (α+β)2(α+β)
(ιδιότητα δυνάμεων)
           = (α2+2αβ+β2)(α+β)
(εφαρμογή της ταυτότητας (1))
           = α3+α2β+2α2β+2αβ2+αβ2+β3
(γινόμενο πολυωνύμων)

           = α3+3α2β+3αβ2+β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ (2x+y3)3 = (2x)3+3(2x)2(y3)+3(2x)(y3)2+(y3)3
(εφαρμογή της ταυτότητας)
                    = 8x3+3(4x2)y3+3(2x)(y6)+y9
(ιδιότητες δυνάμεων)

                    = 8x3+12x2y3+6xy6+y9
(ιδιότητες πολ/σμού)

(5)
( α  β )3 = α3  3α2β + 3αβ2  β3
ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Κύβος διαφοράς

Στην ταυτότητα (α+β)3 = α3+3α2β+3αβ2+β3, που αποδείξαμε, βάζουμε όπου β το β και διαδοχικά έχουμε.

[α+(β)]2 = α3+3α2(β)+3α(β)2+(β)3
    (αβ)3  = α3+3α2(β)+3α(β2)+(β3)
(ιδιότητες δυνάμεων)
    (αβ)3  = α33α2β+3αβ2β3
(κανόνες προσήμων)
(Σημείωση: Η απόδειξη μπορούσε να γίνει και με τον ίδιο τρόπο που έγινε στην (4).)

Π.χ (x2y5)3 = (x2y)33(x2y)y+3(x2y)y253
                    = x6y33(x4y2)y+3(x2y)y2125
(ιδιότητες δυνάμεων)
                    = x6y33x4y3+3x2y3125
(ιδιότητες δυνάμεων και πολ/σμού)

(6)
α3 + β3 = (α+β)(α2αβ+β2)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Άθροισμα δύο κύβων

Παίρνουμε το 20 μέλος και κάνουμε πράξεις

(α+β)(α2αβ+β2) = α3α2β+αβ2+βα2αβ2+β3
(γινόμενο δύο πολυωνύμων)

                                              = α3 + β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ x3+8 = x3+23 = (x+2)(x2x2+22) = (x+2)(x22x+4)

(7)
α3  β3 = (αβ)(α2+αβ+β2)

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Διαφορά δύο κύβων

Παίρνουμε το 20 μέλος και κάνουμε πράξεις

(αβ)(α2+αβ+β2) = α3+α2β+αβ2βα2αβ2β3
(γινόμενο δύο πολυωνύμων)
                                              = α3  β3
(αναγωγή ομοίων όρων)
Π.χ 1x3 = 13x3 = (1x)(12+1x+x2) = (1x)(1+x+x2)

Σημείωση: Όπως είδαμε στις παραπάνω αποδείξεις των ταυτοτήτων, ξεκινήσαμε από ένα μέλος τους, κάναμε τις πράξεις και καταλήξαμε στο άλλο. Αυτός δεν είναι ο μονα​δικός τρόπος που χρησιμοποιούμε στις αποδείξεις των διάφορων σχέσεων. Πολλές φο​ρές μας διευκολύνει να μετασχηματίζουμε τη σχέση που θέλουμε να αποδείξουμε σε άλλη ισοδύναμή της (π.χ. κάνοντας πράξεις και στα δύο μέλη), μέχρι να κατάλή​ξουμε σε μια σχέση που θα μας είναι γνωστό ότι αληθεύει. Έτσι θα αληθεύει και η αρχική.

Ας δούμε ένα παράδειγμα με αυτόν τον τρόπο απόδειξης.

Να αποδειχτεί ότι: (α+β)2 = (αβ)2+4αβ.

Απόδειξη

(α+β)2 = (αβ)2+4αβ                  (Κάνουμε πράξεις και στα δύο μέλη) 

α2+2αβ+β2 = α22αβ+β2+4αβ     (Κάνουμε τις αναγωγές ομοίων όρων)  

α2+2αβ+β2 = α2+2αβ+β2             (Είναι φανερό ότι η ισότητα αυτή ισχύει. Άρα ισχύει 

και η αρχική)

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
Να αποδειχτεί ότι:   Αν  α+β+γ = 0 τότε ισχύει α3 + β3 + γ3 = 3αβγ.

ΛΥΣΗ

Από την υπόθεση α+β+γ = 0 έχουμε α+β = γ
(ιδιότητα στις ισότητες)

(α+β)3 = (γ)3

 (υψώσαμε τα μέλη της ισότητας στην τρίτη δύναμη)

α3+3α2β+3αβ2+β3 = γ3 
(εφαρμόσαμε την ταυτότητα για τον κύβο του αθροίσματος

στο 10 μέλος και ιδιότητα των δυνάμεων στο 20 μέλος)

α3+β3+γ3 = 3α2β3αβ2 
(μεταφορά όρων) 

α3+β3+γ3 = 3αβ(α+β)
 (επιμεριστική ιδιότητα)

α3+β3+γ3 = 3αβ(γ)
 (αντικαταστήσαμε το α+β με το γ)

α3+β3+γ3 = 3αβγ
 (κάναμε τον πολ/σμό στο 20 μέλος)

Σημείωση: Στην παραπάνω απόδειξη, ξεκινήσαμε από την υπόθεση α+β+γ = 0 και με διαδοχικούς συλλογισμούς καταλήξαμε στην ισότητα  α3+β3+γ3 = 3αβγ , δηλαδή στο συμπέρασμα.  Ένας τέτοιος τρόπος απόδειξης λέγεται «ευθεία απόδειξη».

2. Έστω ο φυσικός αριθμός  α. Να αποδειχτεί ότι: Αν ο α2 είναι άρτιος, τότε ο α είναι άρτιος.

ΛΥΣΗ

Γνωρίζουμε ότι κάθε φυσικός αριθμός ή θα είναι άρτιος ή θα είναι περιττός. 

Επίσης τον άρτιο φυσικό αριθμό τον συμβολίζουμε γενικά με 2κ , όπου κ φυσικός, ενώ τον περιττό φυσικό τον συμβολίζουμε με 2κ+1.

Υποθέτουμε ότι ο α δεν είναι άρτιος. Τότε θα είναι περιττός, δηλαδή ο α θα γράφεται 
α =2κ+1. Υψώνουμε τα μέλη αυτής της ισότητας στο τετράγωνο.

α2 = (2κ+1)2

α2 = 4κ2+4κ+1                       ( αναπτύξαμε την ταυτότητα του 2ου μέλους)

α2 = 2(2κ2+2κ)+1                  ( επιμεριστική ιδιότητα)

α2 = 2λ+1                               ( θέσαμε 2κ2+2κ = λ ,  φυσικός)

Δηλαδή ο α2 είναι περιττός αριθμός. Αυτό όμως έρχεται σε αντίθεση με την υπόθεση που λέει ότι ο α2 είναι άρτιος. Επομένως, αυτό που ισχυριστήκαμε στην αρχή, ότι δη​λαδή ο α δεν είναι άρτιος, δεν είναι σωστό. Το σωστό λοιπόν είναι ότι ο α είναι άρτιος.

Σημείωση:  Στην παραπάνω απόδειξη υποθέσαμε ότι δεν ισχύει το συμπέρασμα που θέλουμε να αποδείξουμε και μέσα από μια σειρά συλλογισμών καταλήξαμε σε ένα συμπέρασμα που δε στέκει (είναι άτοπο), γιατί έρχεται σε αντίθεση με αυτό που γνωρίζουμε ότι ισχύει. Άρα, αληθεύει αυτό που θέλαμε να αποδείξουμε. Αυτή η μέθοδος απόδειξης λέγεται «απαγωγή σε άτοπο».

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να κάνετε τις πράξεις:i)x)(x3)  (3x1)2

ii) (x21)3(x3+2x)2
iii) x(2x)2(x1)(x2+x+1)(x+2)2

2.
Να συμπληρώσετε τις ισότητες
i) (........)2 = ....6x4+x2


ii) (....  xy)(x2+....) = x4  ....

iii) (.... +y)3 = ....+12x2y+6xy2+....

ιv) (xy+....)(.... xy  +....) =  ....+1.

3.
Αν  x=y, τότε η παράσταση x2  y2  ισούται με:



i) 2x
ii) 2y
iii) xy
 ιv) 0
v) x +y
 (κύκλωσε τη σωστή απάντηση).

4.
α) Παρατηρήστε τις ισότητες:
22   12 = 3,


32   22 = 5,


42   32 = 7,


52   42 = 9. Τι συμπέρασμα βγάζετε από αυτές;


β) Μπορείτε να βρείτε τη διαφορά 200002199992 , χωρίς να υπολογίσετε τις δυνάμεις ;


γ) Να διατυπώσετε ένα ισχυρισμό (μια εικασία) για τη διαφορά των τετραγώνων δύο διαδοχικών ακεραίων.


δ) Να αποδείξετε τον ισχυρισμό που διατυπώσατε.

5.
Να αποδείξετε τις παρακάτω ισότητες:


i) d4 16 =(d2+4)(d+2)(d2)
ii) d6 1=(d2d+1)(d2+d+1)(d1)(d+1)

iii) 8δ3+1=(2δ+1)(4δ22δ+1)

6.
Να αποδείξετε τις ταυτότητες


i) α2+β2 = (α+β)2  2αβ

ii)  (α+β+γ)2 = α2 +β2 +γ2 +2αβ+2αγ+2βγ
iii)  (α2+β2)2 = (α2β2)2+(2αβ)2
iv)  (α2+β2)(x2+y2)  (αx+βy)2 = (αy  βx)2
v)  (υ3+2ω2)2  (ω2+2υ3)2 = 3((ω2(υ3)((ω2+υ3).

7.
Να αποδείξετε ότι:  Αν  α+β = 0, τότε  α3 + β3 = 0.

8.
Αν α, β θετικοί  και α+β = 
[image: image59.wmf]αβ
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, να αποδείξετε ότι α2 + β2 = αβ.

9. Αν  α =
[image: image60.wmf]5

+
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και β =
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
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να υπολογίσετε την αριθμητική τιμή της παράστασης 5α2 8αβ + 3β2.

10.
Να αποδείξετε ότι: Αν  α+β=  1 , τότε  α3+β3+1 = 3αβ.
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11.
Αν  
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 =3 να υπολογίσετε τις αριθμ.τιμές των παραστάσεων   ι)  (
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12. Το οικόπεδο του διπλανού σχήματος αποτελείται από δύο τετράγωνα με πλευρές α και β αντιστοίχως. Αν γνωρίζετε ότι α+β=49m και αβ=550m2, να βρείτε πόσα m2  είναι η έκταση ολόκληρου του οικοπέδου.

13.
Έστω x>0 και (x+ 
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)2 = 5.
.α) Να βρείτε τις αριθμητικές τιμές των παραστά​σεων  x+
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 και x2+
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β) Να αποδείξετε ότι  x3 + 
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14.
Να χρησιμοποιήσετε τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο για να αποδείξετε ότι:


i)  Αν  α2 + β2 = 0 τότε  ισχύει α=0 και β=0
ii) Αν 
[image: image74.wmf]α

+ 
[image: image75.wmf]β

= 0 τότε ισχύει α=0 και β=0.

2.4

Παραγοντοποίηση Πολυωνύμων.

Αν πολλαπλασιάσουμε τα πολυώνυμα  x2+y  και xy1, θα βρούμε το πολυ​ώνυμο x3yx2+xy2y. Έτσι έχουμε: x3yx2+xy2y = (x2+y)xy1), δηλαδή το πολυώνυμο x3yx2+xy2y  μπορούμε να το γράψουμε ως γινόμενο άλλων πολυωνύμων.

Η μετατροπή ενός πολυωνύμου σε γινόμενο άλλων πολυωνύμων λέγεται παραγοντοποίηση του πολυωνύμου.

Το πρόβλημα της παραγοντοποίησης ενός πολυωνύμου είναι το αντίστροφο του προβλήματος του πολλαπλασιασμού των πολυωνύμων.

Τονίζουμε ότι: α) Υπάρχουν πολυώνυμα που δεν παραγοντοποιούνται. β) Η διαδικασία της παραγοντοποίησης θεωρείται ολοκληρωμένη, όταν κανένας από τους παράγοντες του γινομένου που βρήκαμε δε συνεχίζει να παραγοντο​ποιείται.

Η παραγοντοποίηση ενός πολυωνύμου ή μιας αλγεβρικής παράστασης, εφόσον γίνεται, μας διευκολύνει στο να γράφουμε πιο απλά τις αλγεβρικές παρα​στάσεις, να λύνουμε εξισώσεις και ανισώσεις, να απλοποιούμε αλγεβρικά κλάσματα, να εκτελούμε πιο σύντομα πράξεις και να αποδεικνύουμε διάφορες προτάσεις. Γι’ αυτό και είναι μια πολύ χρήσιμη διαδικασία στην Άλγεβρα.

Στο Γυμνάσιο είχαμε μάθει τις σπουδαιότερες περιπτώσεις παραγοντοποίησης, τις οποίες επαναλαμβάνουμε με παραδείγματα.

Παραδείγματα

1..i) x3y3+x2y2+xy2
ii) x3+x2y+xy2+y3

Λύση:

i) Όλοι οι όροι της παράστασης έχουν κοινό παράγοντα το xy2 (είναι οι κοινοί παράγοντες με το μικρότερο εκθέτη). Έτσι, x3y3+x2y2+xy2=xy2(x2y+x+1).

ii) Η παράσταση έχει κοινούς παράγοντες κατά ομάδες. Έτσι,

x3+x2y+xy2+y3 = x2(x+y)+y2(x+y)=(x+y)(x2+y2).

2. i) x4  y4
ii)  (xy)2  y2.

Λύση:

Εφαρμογή της ταυτότητας «διαφορά δύο τετραγώνων»

i) x4y4=(x2y2)(x2+y2)=(x+y)(xy)(x2+y2),

ii) (xy)2y2 = [(xy)+y][(xy) y] = x(xyy) = x(x2y).

3. i) x4+2x2y+y2 

ii)  8x3+1.

Λύση:

i) Εφαρμογή της ταυτότητας «τετράγωνο αθροίσματος».

x4+2x2y+y2 = (x2)2+2x2y+y2 = (x2+y)2.

ii) Εφαρμογή της ταυτότητας «άθροισμα  κύβων».

8x3+1=(2x)3+1=(2x+1)[(2x)22x+1]=(2x+1)(4x22x+1).

4. i) x44x2y+4y2  ω2
ii)  x2+3x10
iii) 3d2  2d 1.

Λύση:

i) x44x2y+4y2ω2 = (x44x2y+4y2)ω2 = (x22y)2ω2 = (x22y+ω)(x22yω).

ii)  x2+3x10 =  x2+5x2x10
(διάσπαση όρου).

                    = x(x+5)  2(x+5) = (x+5)(x2)

iii)  3d2 2d 1= 3d2 3d+d 1= 3d(d 1)+(d 1) = (d 1)(3d+1).
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις


ι) 3x36x2y+3xy2

ii)  x2y2+2x+1

iii) (x29)2  (x+3)2
iv)  (3x+2)2  (x+5)2 

v) x(2x+1)22x1

vi)  3(x3x)+2(x21).

2.
Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις


i) (x3)(2x1)3x(2x6)3+x

ii) xy+1xy
iii) 5xy2y15x+6
iv) 81(x1)24(x5)2 

v)  x3y3x4+xy3.

3.
Να παραγοντοποιήσετε τα πολυώνυμα


P(x)=x2+2x3, Q(x)=x2+x6, F(x)=2x2x1, Φ(x)=x5x4+2x32x2+x1.

4.
Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση (x1)3+(x2)3+(32x)3


(Υπόδειξη: Θυμηθείτε την ταυτότητα α3+β3+γ3= ...., όταν α+β+γ=0).
2.5

Πράξεις με κλασματικές αλγεβρικές Παραστάσεις.
Στις πράξεις με κλασματικές παραστάσεις ισχύουν οι γνωστοί κανόνες των πράξεων με αριθμητικά κλάσματα.

Υπενθυμίζουμε ότι:

α) Η μεταβλητή ή οι μεταβλητές σε μια κλασματική αλγεβρική παράσταση δεν μπορεί να πάρουν τιμές που μηδενίζουν τον παρονομαστή της.

β) Για να απλοποιήσουμε μια κλασματική αλγεβρική παράσταση, πρέπει πρώτα να παραγοντοποιήσουμε τον αριθμητή και τον παρονομαστή της.

γ) Για να προσθέσουμε ή αφαιρέσουμε κλασματικές αλγεβρικές παραστάσεις, πρέπει πρώτα να τις μετασχηματίσουμε έτσι, ώστε να έχουν τον ίδιο παρονο​μαστή.

Στα παραδείγματα που ακολουθούν φαίνεται ο τρόπος που γνωρίσαμε στο Γυμνάσιο και με τον οποίο κάνουμε πράξεις στις κλασματικές αλγεβρικές παραστάσεις.

Παραδείγματα

1. Να απλοποιηθεί το κλάσμα 
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Λύση:

8x32xy2=2x(4x2y2)=2x(2x+y)(2xy)

4x24xy+y2 = (2x)222xy+y2 = (2xy)2
Τρέπουμε σε γινόμενα τους όρους του κλάσματος.

Έτσι
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Απλοποιούμε το κλάσμα με το 2xy, που είναι ο Μ.Κ.Δ. των όρων του.

2. Να κάνετε τις πράξεις:  
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Λύση:
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Αντιστρέφουμε το 2o κλάσμα και κάνουμε πολ/σμό

Είναι:

2x250=2(x225)=2(x+5)(x5)

  x327=x333=(x3)(x2+3x+9) 
Παραγοντοποίηση

Άρα
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3. Να κάνετε τις πράξεις:  
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Λύση:

x2+2x+1=(x+1)2, 2x+2=2(x+1), x2+x=x(x+1)
Παραγοντοποιούμε τους παρονομαστές

2x(x+1)2 (Σχηματίζουμε το γινόμενο που αποτελείται από τους κοινούς και μη κοινούς παράγοντες με τον μεγαλύτερο εκθέτη. Αυτό είναι το ΕΚΠ των παρονομαστών)
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Βρίσκουμε τα πηλίκα του γινομένου αυτού με καθένα παρονομαστή.
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Πολ/ζουμε τους όρους κάθε κλάσματος με το αντίστοιχο πηλίκο.
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Προσθέτουμε τα ομώ​νυμα κλάσματα

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να κάνετε τις πράξεις: 
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2.
Αν  A=x2+y2t2+2xy  και  Β=x2y2+2ytt2,  να απλοποιήσετε το κλάσμα 
[image: image95.wmf]B
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Αν A= 
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4.
Να κάνετε τις πράξεις: i) 
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iv) (x2+2x(1)(
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5.
Να υπολογίσετε την αριθμ.τιμή της παράστασης: 
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2.6

Διαίρεση  πολυωνύμων.
Γνωρίζουμε ότι με τη διαίρεση α:β των θετικών ακέραιων αριθμών α και β βρίσκουμε δύο άλλους ακέραιους αριθμούς, π (πηλίκο) και υ (υπόλοιπο), τέτοιους ώστε να ισχύει α=βπ+υ, όπου το υ είναι υ  και μικρότερο του διαιρέτη β.

Με ανάλογο τρόπο, στη διαίρεση Δ(x):δ (x) των πολυωνύμων Δ(x) και δ(x) (με δ(x))βρίσκουμε δύο άλλα πολυώνυμα, Π(x) (αλγοριθμικό πηλίκο) και υ(x) (υπόλοιπο), τέτοια ώστε να ισχύει  Δ(x) = δ(x)Π(x) + υ(x), όπου το πολυώνυμο υ(x) έχει βαθμό μικρότερο του διαιρέτη δ(x) ή είναι το μηδενικό πολυώνυμο.

Το πηλίκο Π(x) έχει βαθμό ίσο με τη διαφορά των βαθμών των Δ(x) και δ(x) (όπου ο βαθμός του Δ(x) είναι μεγαλύτερος ή ίσος του βαθμού του δ(x)).

Η ισότητα Δ(x) = δ(x)Π(x) + υ(x)  αληθεύει με οποιαδήποτε τιμή της μεταβλητής x, γι’ αυτό λέγεται ταυτότητα της διαίρεσης.

Αν το υπόλοιπο υ(x) είναι το μηδενικό πολυώνυμο, τότε λέμε ότι το πολυώνυμο Δ(x) διαιρείται ακριβώς με το πολυώνυμο δ(x)  (η διαίρεση είναι τέλεια)  και γράφουμε: Δ(x)=δ(x)Π(x). Λέμε τότε ότι το δ(x) είναι παράγοντας του Δ(x).

Για να βρούμε το πηλίκο Π(x) και το υπόλοιπο υ(x) της διαίρεσης ενός πολυωνύμου Δ(x) με ένα πολυώνυμο δ(x) (), ακολουθούμε διαδικασία ανάλογη με αυτή της διαίρεσης δύο θετικών ακεραίων.

Διαίρεση πολυωνύμου με x ± α

Έστω τα πολυώνυμα P(x)=2x33x2x+2 και δ(x)=x2. Θα περιγράψουμε παρακάτω τη διαδικασία της διαίρεσης του πολυωνύμου P(x) με το πολυώνυμο δ(x).

1o
2x33x2x+2
x2
Βρίσκουμε τον πρώτο όρο 2x2 του πηλίκου διαιρώντας τον πρώτο όρο του διαιρετέου με τον πρώτο όρο του διαιρέτη.



2x2


2o
  2x33x2x+2
x2
Πολλαπλασιάζουμε το 2x2 με x2 και το γινόμενο 2x34x2 το αφαιρούμε από το διαιρετέο. Βρίσκουμε έτσι το πρώτο μερικό υπόλοιπο x2x+2.


2x3+4x2
2x2



           x2x+2



3o
  2x33x2x+2
x2
Επαναλαμβάνουμε τα παραπάνω βήματα με νέο διαιρετέο το x2x+2.

Βρίσκουμε έτσι το δεύτερο μερικό υπόλοιπο  x+2




2x3+4x2
2x2+x



           x2x+2

x2+2x




                x+2



4o
  2x33x2x+2
x2
Ομοίως, επαναλαμβάνουμε τα δύο πρώτα βήματα με νέο διαιρετέο το x+2.

Βρίσκουμε έτσι το τελικό υπόλοιπο 4 και το πηλίκο 2x2+x+1 της διαίρεσης.


2x3+4x2
2x2+x+1



          x2x+2




x2+2x




               x+2




x+2




                   4



Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε (κάνοντας τις πράξεις), ισχύει η ισότητα 2x33x2x+2 = (x2)(2x2+x+1)+4 , που εκφράζει την ταυτότητα της διαίρεσης.

Αν στην παραπάνω ταυτότητα βάλουμε όπου x τον αριθμό 2 (που μηδενίζει το διαιρέτη x2) θα έχουμε: 2233222+2(22) (222+2+1)+4.

                                                 16 12 = 0 + 4

                                                           4 = 4

Παρατηρούμε ότι η αριθμητική τιμή του διαιρετέου 2x33x2x+2 για την τιμή του x που μηδενίζεται ο διαιρέτης  x2, ισούται με το υπόλοιπο της διαίρεσης.

Γενικά: Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου P(x) με το xα είναι ίσο με την αριθμητική τιμή του πολυωνύμου για x =α. Δηλαδή: υ= P(α)

Αν ο διαιρέτης είναι το x+α, τότε το υπόλοιπο είναι υ=P(α).

Π.χ Το υπόλοιπο της διαίρεσης του πολυωνύμου P(x)= 6x4+4x3x1 με το x+1 είναι: υ=P((1) = (6(((1)4+4(((1)3(((1)(1 = (6(4+1(1 = (10.

Σχήμα Horner (Χόρνερ)

Η παραπάνω διαίρεση του πολυωνύμου P(x)=2x33x2x+2 με το x2 μπορεί να παρουσιαστεί εποπτικά με το ακόλουθο σχέδιο, που είναι γνωστό ως σχήμα Horner.
2  (3  (1  +2
α=2


      4    2    2



2    1     1 ( 4



Συντελεστές

Πηλίκου
Υπόλοιπο

Στην πρώτη σειρά γράφουμε τους συντελεστές του P(x). Το α=2 είναι ο αριθμός που μηδενίζει το διαιρέτη  x2. Ο πρώτος αριθμός της τρίτης σειράς είναι ο πρώτος συντελεστής του P(x).

Οι αριθμοί της δεύτερης σειράς προκύπτουν με πολ/σμό του αμέσως προηγούμενου αριθμού της τρίτης σειράς επί τον αριθμό α.

Κάθε αριθμός (εκτός του πρώτου) της τρίτης σειράς προκύπτει ως άθροισμα των αντίστοιχων αριθμών της πρώτης και δεύτερης σειράς.

Ο τελευταίος αριθμός της τρίτης σειράς είναι το υπόλοιπο, ενώ οι άλλοι αριθμοί αυτής της σειράς είναι οι συντελεστές του πηλίκου της διαίρεσης.

Τονίζουμε ότι, στο σχήμα  Horner συμπληρώνουμε στην πρώτη σειρά με 0 τους συντελεστές όσων ενδιάμεσων όρων δεν υπάρχουν στο πολυώνυμο P(x).

Το σχήμα  Horner είναι ιδιαίτερα χρήσιμο στις περιπτώσεις όπου το α του διαιρέτη  xα  ή ο βαθμός του διαιρετέου  P(x)  είναι μεγάλος αριθμός.

Παράδειγμα

Με τη βοήθεια του σχήματος Horner να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης (x481):(x3). Να γράψετε μετά την ταυτότητα αυτής της διαίρεσης.

Λύση:

Το σχήμα Horner με διαιρετέο  x481 και διαιρέτη x3 είναι:

1   0   0   0   (81
3

     3   9  27    81


1   3   9  27 ||   0


Το πηλίκο θα είναι βαθμού 4(1=3.
Άρα  π(x)=x3+3x2+9x+27 και υ(x) = 0

Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι:

x481=(x3)(x3+3x2+9x+27)

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1.
Να βρείτε το υπόλοιπο της διαίρεσης:  (36x42 5x21 +x11 +2) : (x+1).

2.
Να κάνετε τις παρακάτω διαιρέσεις και να γράψετε για καθεμιά την αντίστοιχη ταυτότητά της.


i) (x5x4+x3+2):(x+2)
ii) (3x25x+6):(x5)
iii) x5:(x1)

iv)  (x44x2+6):(x+3)

3.
Να εξετάσετε αν το πολυώνυμο P(x)= x4+x35x2+x6 διαιρείται ακριβώς με το x+2 και το x+3.

4.
Να εξετάσετε αν τα πολυώνυμα x10 +α10  και x11 +α11 διαιρούνται ακριβώς με το x+α, όπου α 0.
5.
Με τη βοήθεια του σχήματος Horner να βρείτε τα πηλίκα και τα υπόλοιπα των διαιρέσεων:


i) (5x4+4x26x+1):(x+2)
ii) (x43x3+x25):(x3)
iii) (2x3(x2(x):(x(0,2).

6. Η ταυτότητα της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  P(x) με το x2 είναι:


P(x)= (x2)(x3x2+1)+3.


α) Ο βαθμός του P(x) είναι :






i) 0,
ii) 1,
iii) 3,
ιv) 4,
v) δεν έχει βαθμό (κύκλωσε το σωστό).


β) Να υπολογίσετε τα P(2)  και P(1).


γ) Να βρείτε το πολυώνυμο P(x).

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 2ου ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
 Η αριθμητική τιμή της παράστασης  α3(β2+1 για α=2 και β = 
[image: image104.wmf]2

1

 είναι,


i) 
[image: image105.wmf]2

+1     ii)  2
[image: image106.wmf]2

        iii) 6        iv) 5         v) 
[image: image107.wmf]2

3

 +1 

2.
Να χαρακτηρίσετε με Σ (σωστό) ή με Λ (λάθος) καθεμιά από τις παρακάτω σχέσεις.


(6α2β3+6α3β2= 0     ,  (6α2β3)((6α3β2)=36α5β5      , (6α2β3):(6α3β2)=αβ      ,


6α2β3 +8α2β3 = 2α2β3      ,     6α2β38α2β3 = 2      .

3.
Να συμπληρώσετε τους όρους που λείπουν, ώστε να ισχύουν οι ταυτότητες.


(... +
[image: image108.wmf]5

δ

)2 =...+2δ+...,    (
[image: image109.wmf]3

 ...)2 = ......+α2,       (ε
[image: image110.wmf]2

0

,

) (ε+
[image: image111.wmf]2

0

,

) = ε2  .....


0,13α3 = (.... α) (0,01+.....+.....) ,          (....+....)3 = 8α3+.....+.....+β3.

4
α) Τι ονομάζουμε ταυτότητα ;


β) Η ισότητα (α1)50 = α50+1 είναι ή όχι ταυτότητα ;

5. Ποιες από τις παρακάτω απλοποιήσεις είναι λάθος;



[image: image112.wmf](
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=

=

=
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6.
 Δίνεται το πολυώνυμο Π(ω) = ω5ω4+ω3ω2+ω1. 


Το γινόμενο Π(210)(Π(25)(Π(20) είναι:   i) 1,    ii) 0,     iii) 1,     iv) 22,    v) 250.

Στήλη Α
Στήλη B

xy + y3

x2y  xy2

xy2 + xy
x3y + xy3

x2  y4
xy(xy)

y2 (x+y)

x(xy+y)

(x+y2) (x y2)

xy (x2+ y2)

xy (y + 1)

(x2 y2) (x +y2 )

x3y3 (x y)

y (x+y2 )

7. Να συνδέσετε κάθε παράσταση της στήλης Α με την παραγοντοποιημένη της μορφή, που είναι γραμμένη στη στήλη Β.

8. Για ένα πολυώνυμο P(x) ισχύει P(1) = 0 και P(2) = 1. Nα βάλετε ένα Χ στο αντίστοιχο πλαίσιο κάθε σωστής πρότασης.

α) Το υπόλοιπο της διαίρεσης του P(x) με το x1 είναι το 2
     ,

β) Το P(x) διαιρείται ακριβώς με το x1
     ,

γ) Το P(x) διαιρείται ακριβώς με το x+2
     ,

δ) Το υπόλοιπο της διαίρεσης του P(x) με το x+2 είναι το 1
     ,

ε) Αν παραγοντοποιηθεί το P(x), θα έχει παράγοντα το x1
     .
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