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9 ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΚΑΙ ΑΝΙΣΩΣΕΙΣ Β( ΒΑΘΜΟΥ.
Εισαγωγή
Όπως μάθαμε στο Γυμνάσιο οι εξισώσεις που έχουν μορφή αx2+βx+γ = 0 με α,β,γ (IR και α(0 λέγονται εξισώσιες δεύτερου βαθμού με ένα άγνωστο.

Η διαδικασία που ακολουθήσαμε για τη λύση μιάς τέτοιας εξίσωσης ήταν η εξής:

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ.

2x2(7x+3=0

3x2(x+1=0

x2
[image: image529.png]Tote y>0 yio #a0e xe IR

Tote y<0 yio #a0e xe IR




Διαιρούμε και τα δύο μέλη με τον συντελεστή α του x2.
x2
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Μεταφέρουμε τον αριθμητικό όρο στο β μέλος.
x2
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Πολλαπλασιάζουμε και διαιρούμε με το 2 τον συντελεστή του x.
x2
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3

2

2

2

2

4

7

4

7

4

7

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

×

-

x

x


Προσθέτουμε τον αριθμό (7/4)2 ή αντί​στοιχα (1/6)2 και στα δύο μέλη για να σχηματίσουμε τέλειο τετρά​γωνο διωνύμου.
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  (1)
Γράφουμε το ανάπτυγμα τετρα​γώνου και κάνουμε τις αριθμητικές πράξεις στο β’ μέλος.
(2)  
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Η εξίσωση (2) είναι αδύνατη στο IR.

 Η εξίσωση (1) γράφεται: 
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Έτσι 
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δηλαδή x=3 ή 
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9.1
Επίλυση της εξίσωσης αx2 + βx+ γ =0, α 0

Ακολουθώντας τη γνωστή διαδικασία για την επίλυση της εξίσωσης αx2+βx+γ=0, α 0 έχουμε:
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Έτσι 
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Συνεπώς καταλήγουμε στη μορφή:
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(1)
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· Αν ο αριθμός 
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 είναι θετικός, δηλαδή                            τότε η μορφή (1) της εξίσωσης γίνεται: 
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Έτσι 
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 δηλαδή 
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Άρα όταν 
[image: image27.wmf]0
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 η εξίσωση έχει ΔΥΟ ΡΙΖΕΣ (λύσεις) ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ ΚΑΙ ΑΝΙΣΕΣ.
· Αν ο αριθμός 
[image: image28.wmf]2
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 είναι μηδέν, δηλαδή                             τότε η μορφή (1) της εξίσωσης γίνεται: 
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Άρα όταν 
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4

2

=

-

ag

b

 η εξίσωση έχει ΔΥΟ ΡΙΖΕΣ (λύσεις) ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ ΚΑΙ ΙΣΕΣ.
· [image: image508.wmf]a
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Αν ο αριθμός 
[image: image32.wmf]2
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 είναι αρνητικός, δηλαδή                            τότε όπως είδαμε και στο προηγούμενο παράδειγμα, η εξίσωση είναι (αδύνατη) ΔΕΝ ΕΧΕΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΕΣ ΡΙΖΕΣ.
ΣΧΟΛΙΟ: Τον αριθμό 
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Δηλαδή Δ=
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Όταν Δ 0 οι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image35.wmf]0
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, α0 γράφονται πιο σύντομα με τον τύπο 
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Όταν Δ=0 λέμε ότι η δευτεροβάθμια εξίσωση έχει δύο ίσες ρίζες τις 
[image: image37.wmf]a

b

2

2

1

-

=

=

x

x

.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να λυθούν οι εξισώσεις: i) 
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ΛΥΣΗ
i) έχουμε: 
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Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι:
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ii) έχουμε: 
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Άρα η εξίσωση είναι αδύνατη.

2. Να λυθέι η εξίσωση 
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ΛΥΣΗ
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 Έτσι 
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Επειδή 
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Άρα 
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3. Να λυθεί η εξίσωση 
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ΛΥΣΗ
Προφανώς x1 και x2. Αν θέσουμε 
[image: image54.wmf]y
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[image: image56.wmf]2

5

1

=

+

y

y

. Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο μέλη της εξίσωσης με 2y έχουμε: 
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Η εξίσωση έχει α=2, β=-5 και γ=2.

Έτσι 
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)

0

9

16

25

2

2

4

5

4

2

2

>

=

-

=

×

×

-

-

=

-

=

D

ag

b


Άρα 
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Για y=2 έχουμε 
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Όμοια για 
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 οπότε x=3. Άρα οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι x=0 και x=3.

4. Αν ο α΄ είναι μη μηδενικός ρητός αριθμός να δείξετε ότι η εξίσωση 
[image: image66.wmf]0
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 έχει ρητές ρίζες. Ποια η τιμή του α ώστε το άθροισμα των δύο ριζών να είναι ίσο με 3;

ΛΥΣΗ
Η Διακρίνουσα της εξίσωσης είναι:
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Αφού η Δ είναι τέλειο τετράγωνο του ρητού αριθμού α-2, και οι συντελεστές της εξίσωσης είναι ρητοί αριθμοί, συμπεραίνουμε ότι οι ρίζες είναι ρητές.

Έτσι έχουμε:
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[image: image69.wmf]1
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Για να είναι το άθροισμα των ριζών ίσο με 3 πρέπει 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να λυθούν οι εξισώσεις:

i) 9x2-6x+1=0
ii) -2x2+3x-1=0
iii) 6ω2+7ω-3=0

iv) –2t2+7t=0
v) -x2+9=0
vi) -7x2=0

2. Να λυθούν οι εξισώσεις:
i) x2-4x+4=x-2
ii) 
[image: image73.wmf]2
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iii) 
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iv) 
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v) 
[image: image76.wmf](

)

2

2

1

2

-

=

-

t

t


vi) 
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3. Να λυθούν οι εξισώσεις:
i) 
[image: image78.wmf](
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ii) 
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4. Με βάση τη γνωστή ισότητα 
[image: image80.wmf]2
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 να λύσετε τις εξισώσεις:
i) 
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ii) 
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iii) 
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5. Αν κ, λ θετικοί με κλ να λύσετε τις εξισώσεις:
i) 
[image: image84.wmf]0
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ii) 
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6. Δείξτε ότι η εξίσωση 
[image: image86.wmf](
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 έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες για κάθε κIR.
7. Για ποια τιμή του κIR η εξίσωση 
[image: image87.wmf](
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 έχει δύο ρίζες πραγματικές και ίσες;
8. Αν β, γQ-{0} δείξτε ότι οι ρίζες των παρακάτω εξισώσεων είναι ρητοί αριθμοί
i) 
[image: image88.wmf]0
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ii) 
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9. Για ποιες τιμές του λIR η εξίσωση 
[image: image90.wmf]0
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 έχει:
i) Δυό ρίζες πραγματικές.
ii) Δυό ρίζες πραγματικές και άνισες.
iii) Δυό ρίζες ίσες.
10. Να βρεθεί η τιμή του λIR ώστε η μια ρίζα της εξίσωσης 
[image: image91.wmf](
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 να είναι το –2. Στη συνέχεια να βρείτε την άλλη ρίζα.
9.2
Άθροισμα και γινόμενο ριζών



Παραγοντοποίηση του τριωνύμου


αx2 + βx + γ, α  0

Όπως γνωρίζουμε όταν Δ0 οι δύο ρίζες της εξίσωσης αx2 + βx + γ, α  0, είναι 
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Αν πάρουμε το άθροισμα S=x1+x2 και το γινόμενο P=x1·x2 των δύο ριζών έχουμε: 
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Επίσης 
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Όμοια όταν Δ=0 δηλαδή 
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Έτσι 
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 σύμφωνα με την (1).

Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:

· Το άθροισμα 
[image: image101.wmf]2

1

x

x

S

+

=

 και το γινόμενο 
[image: image102.wmf]2

1

x

x

P

×

=

 των δύο ριζών της δευτεροβάθμιας εξίσωσης αx2 + βx + γ, α  0, είναι αντίστοιχα
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Από αυτό το συμπέρασμα μπορούν να προκύψουν δύο ειδικότερα συμπε​ράσματα.

Συγκεκριμένα:

· Επειδή η εξίσωση αx2 + βx + γ, α  0 γράφεται 
[image: image105.wmf]0

2

=

+

+

a

g

a

b

x

x

 έχουμε 
[image: image106.wmf]0

2

=

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

a

g

a

b

x

x

, οπότε αυτή παίρνει τη μορφή 
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δηλαδή 
[image: image108.wmf]0

2

=

+

-

P

Sx

x

.

Άρα όταν ξέρουμε το άθροισμα και το γινόμενο δύο αριθμών x1 και x2, τότε μπορούμε να τους βρούμε ως ρίζες της εξίσωσης 
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Για παράδειγμα:
Ο Α λέει στον Β:

«Βάλε δύο αριθμούς στο μυαλό σου και πες μου μόνο το άθροισμα και το γινόμενό τους»

Ο Β απαντά:

«Άθροισμα S = -2 και γινόμενο P = -15».

Ο Α σχηματίζει την εξίσωση:
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Επειδή 
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Ο Α απαντά.

Οι αριθμοί που έβαλες στο μυαλό σου είναι το 3 και το –5.

· Το δεύτερο συμπέρασμα μας δίνει ένα τύπο με τον οποίο μετατρέπουμε το τριώνυμο αx2 + βx + γ, α  0 σε γινομενο πρωτοβάθμιων παραγόντων όταν Δ0. Επειδή η αx2 + βx + γ=0, α  0 γράφεται ισοδύναμα
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 έχουμε:
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Αν ειδικά Δ=0 τότε x1=x2 οπότε έχουμε τη μορφή:
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Άρα όταν Δ0 το τριώνυμο αx2 + βx + γ, α  0 παραγοντοποιείται και παίρνει τη μορφή 
[image: image121.wmf])
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, όπου x1 και x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης αx2 + βx + γ, α  0.
Για παράδειγμα:
Έστω ότι θέλουμε να απλοποιήσουμε το κλάσμα 
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Έτσι το κλάσμα γράφεται 
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1) Χωρίς να λύσετε την εξίσωση 
[image: image129.wmf]0
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 να βρείτε το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της. Μετά να αποδείξετε ότι αυτή έχει δύο άνισες αρνητικές ρίζες.

ΛΥΣΕΙΣ
Αρχικά επειδή 
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 η εξίσωση έχει δύο ρίζες x1, x2 πραγματικές και άνισες. Αφού 
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 το γινόμενο των δύο ριζών είναι θετικό, οπότε οι x1, x2 είναι ομόσημοι αριθμοί. Επι πλέον, αφού 
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 το άθροισμα των δύο ομόσημων ριζών είναι αρνητικός αριθμός. Έτσι η κάθε ρίζα είναι ένας αρνητικός αριθμός.

2) Αν 
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Παραγοντοποιούμε την παράσταση 
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Έχουμε 
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 και επομένως οι ρίζες της εξίσωσης 
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Άρα 
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Σύμφωνα με τα παραπάνω η αρχική εξίσωση γράφεται: 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να βρείτε, στις περιπτώσεις που οι παρακάτω εξιςώσεις έχουν πραγματικές ρίζες, το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών τους, χωρίς να τις λύσετε.
i) 
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ii) 
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2. Για τις εξισώσεις που έχουν πραγματικές ρίζες x1, x2 στην παραπάνω άσκηση:
i) Να υπολογίσετε το άθροισμα x12+x22 με τη βοήθεια της γνωστής ταυτότητας 
[image: image151.wmf](
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ii) Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 
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3. Χωρίς να λύσετε την εξίσωση 
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 να δείξετε ότι το άθροισμα των τετραγώνων των ριζών της είναι ίσο με 13.
4. Αν το άθροισμα των δύο ριζών της εξίσωσης 
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12

2

=

+

+

g

b

x

x

 είναι 
[image: image156.wmf]6

7

 και το γινόμενό τους 
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 να βρείτε τους συντελεστές β και γ. Ποιες είναι οι ρίζες της εξίσωσης;
5. Δίνεται η εξισωση 
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, κ, λ(IR. Ποια μορφή θα πάρει σε κάθε​μιά από τις παρακάτω περιπτώσεις;
i) Έχει δύο ρίζες αντίθετες και λ 0.

ii) Έχει δύο ρίζες αντίστροφες και 
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6. Στην εξίσωση 
[image: image160.wmf]0
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Να αποδείξετε ότι η εξίσωση έχει δύο ρίζες πραγματικές και άνισες. Αν η μια ρίζα είναι θετική τι συμπεραίνετε για την άλλη;

7. Αν x1, x2 οι ρίζες της εξίσωσης 
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8. Σε καθεμιά από τις παρακάτω περιπτώσεις να βρείτε εφόσον υπάρχουν τους δύο ζητούμενους αριθμούς που έχουν:

i) Άθροισμα 14 και γινόμενο 33.

ii) Άθροισμα 0 και γινόμενο 196.

iii) Άθροισμα 
[image: image163.wmf]8
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 και γινόμενο 2.

iv) Άθροισμα 
[image: image164.wmf]5
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v) Άθροισμα 
[image: image165.wmf]2
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 και γινόμενο 4.

9. Να σχηματίσετε μια δευτεροβάθμια εξίσωση που να έχει ρίζες το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών της εξίσωσης 
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10. Να σχηματίσετε μια δευτεροβάθμια εξίσωση με ρίζες τους αριθμούς 
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. Με τη βοήθεια των συνυελεστών της εξίσωσης να υπολογίσετε τα αθροίσματα:

i) 
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11. Να παραγοντοποιηθούν τα τριώνυμα:
i) 
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v) 
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vii) 
[image: image176.wmf]3

2

2

-

-

y

y


iv) 
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viii) 
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12. Να απλοποιηθούν τα κλάσματα:
i) 
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ii) 
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8

4

9

4

2

2

+

-

-

a

a

a


iii) 
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13. Αν x(IR-
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 να λύσετε την εξίσωση: 
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14. Αν x(IR-
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 να λύσετε την εξίσωση: 
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9.3
Λύση συστημάτων που ανάγονται σε εξισώσεις



β΄ βαθμού

Στην επίλυση συστημάτων 2ου και ανωτέρου βαθμού μπορούν να μας βοηθήσουν τα όσα γνωρίσαμε στις προηγούμενες παραγράφους για τη λύση των δευτεροβάθμιων εξισώσεων.

Κοινή επιδίωξη κατά τη λύση τέτοιων συστημάτων πρέπει να είναι ο σχηματισμός μιας τουλάχιστον δευτεροβάθμιας εξίσωσης από τις εξισώσεις του συστήματος.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να λυθεί το σύστημα: 
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ΛΥΣΗ
Αν στην εξίσωση 
[image: image187.wmf]24
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 αντικαταστήσουμε το y με x-1 θα έχουμε μια δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς x. Πιο γρήγορα και χωρίς τόσες πράξεις βρίσκουμε δευτεροβάθμια εξίσωση αν αντικαταστήσουμε από την y=x-1 το x=y+1 στην πρώτη.

Έτσι η πρώτη εξίσωση του συστήματος γράφεται:


[image: image188.wmf](
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. Λύνουμε τη δευτεροβάθμια εξίσωση 
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Έτσι το σύστημα είναι ισοδύναμο με τα συστήματα: 
[image: image194.wmf]î
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 απ’ τα οποία έχουμε (x, y) = (4, 3) και (x, y) = (-3, -4).

2. Να λυθεί το σύστημα: 
[image: image196.wmf]î
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ΛΥΣΗ
Η πρώτη εξίσωση του συστήματος γράφεται 
[image: image197.wmf](
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Έτσι το αρχικό σύστημα γράφεται: 
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 και ισοδυναμεί με τα συστήματα: 
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 (1) και 
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Επειδή στο σύστημα (1) γνωρίζουμε το άθροισμα και το γινόμενο των x και y, οι αριθμοί αυτοί θα είναι ρίζες της εξίσωσης 
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 ή της 
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Άρα το σύστημα (1) έχει λύσεις (x, y) = (2, -1) και (x, y) = (-1, 2).

Για το σύστημα (2) σχηματίζουμε πάλι την εξίσωση 
[image: image208.wmf]0
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Επειδή 
[image: image209.wmf](
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Άρα (x, y) = (-2, 1) και (x, y) = (1, -2).

Έτσι το σύστημα έχει τέσσερις λύσεις.

3. Να λυθεί το σύστημα: 
[image: image211.wmf]î
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ΛΥΣΗ
Αν θέσουμε xy=P και x+y=S έχουμε: 
[image: image212.wmf]î
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Έτσι τα P και S είναι ρίζες της εξίσωσης 
[image: image213.wmf]0
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Επειδή 
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Έτσι το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με τα συστήματα:
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Για το σύστημα (1) σχηματίζουμε την εξίσωση 
[image: image218.wmf]0
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 που έχει ρίζες τα x και y. Έτσι αφού 
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Άρα (x, y) = (5, 1) ή (x, y) = (1, 5).

Για το σύστημα (2) σχηματίζουμε την εξίσωση 
[image: image221.wmf]0
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 που έχει ρίζες τα x και y. Έτσι αφού 
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Άρα (x, y) = (3, 2) ή (x, y) = (2, 3).

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να λυθούν τα συστήματα:

i) 
[image: image224.wmf]î
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ii) 
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iii) 
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2. Να λυθούν τα συστήματα:
i) 
[image: image227.wmf]ï
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ii) 
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3. Να λυθούν τα συστήματα:
i) 
[image: image229.wmf]î
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ii) 
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4. Να λυθούν τα συστήματα:
i) 
[image: image231.wmf]ï
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ii) 
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5. Aν x, ω είναι ρητοί αριθμοί να λύσετε το σύστημα:
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6. Με την αντικατάσταση 
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7. Η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι 15cm και η περί​μετρός του 36cm.

Να βρείτε τις κάθετες πλευρές του τριγώνου.

9.4 Η συνάρτηση ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0

Τη συνάρτηση με τύπο ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0 γνωρίσαμε στο κεφάλαιο των Συναρτήσεων ως «τετραγωνική» συνάρτηση με τον απλό τύπο ƒ(x)=x2 όπου α=1 και β=γ=0.

[image: image509.png]


Στον απλό αυτό τύπο ƒ(x)=x2 με πεδίο ορισμού του IR , που αποτελεί ειδική περίπτωση της συνάρτησης ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0 είδαμε ότι το σύνολο τιμών είναι το [0, +), ενώ η γραφική παράσταση της συνάρτησης είναι μια καμπύλη που ονομάζουμε ΠΑΡΑΒΟΛΗ.

Η κορυφή της παραβολής συμπίπτει σ’ αυτή την περίπτωση με την αρχή των αξόνων, ενώ ο άξονας y’y είναι άξονας συμμετρίας της καμπύλης αφού ƒ(-x)= =(-x)2=x2=ƒ(x).

Τώρα θα μελετήσουμε τη γενική μορφή της συνάρτησης ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0, που λέγεται «τριωνυμική» συνάρτηση, ή απλά «τριώνυμο» και θα δούμε το πεδίο τιμών της ƒ, καθώς και τη θέση που παίρνει η γραφική της παράσταση, δηλαδή η παραβολή, στο ορθογώνιο σύστημα αξόνων.

Όσα γνωρίσαμε από τις προηγούμενες παραγράφους για την εξίσωση αx2+βx+γ=0 μπορούν να μας βοηθήσουν σ’ αυτό το σκοπό.

Το σύνολο τιμών της ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0
[image: image510.wmf]0
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Τη μορφή που μπορούμε να δώσουμε στην τριωνυμική συνάρτηση ƒ(x)=αx2+βx+γ, α0, η αλλιώς στο τριώνυμο y=αx2+βx+γ, α0 τη γνωρίσαμε στην επίλυση της δευτεροβάθμιας εξίσωσης. 
Έτσι

Απ’ τη μορφή αυτή έχουμε 
[image: image236.wmf]2
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 (1) και διαπυστώνουμε τα εξής:

· Αν α 0 τότε 
[image: image237.wmf]0
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 για κάθε x(IR. Έτσι η ελάχιστη τιμή που μπορεί να πάρει το πρώτο μέλος της (1) είναι το μηδέν, όταν βέβαια 
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, δηλαδή όταν 
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Ώστε:

αν α 0, για 
[image: image240.wmf]a
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 η συνάρτηση ƒ παίρνει την ελάχιστη τιμή της, που σύμφωνα με τον τύπο (1) είναι η 
[image: image241.wmf]a
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Συνεπώς 
[image: image243.wmf]a
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 για κάθε x(IR, οπότε το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το 
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Με ανάλογους συλλογισμούς από τον τύπο (1) προκύπτει:

αν α 0, για 
[image: image245.wmf]a
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 η συνάρτηση ƒ παίρνει την μέγιστη τιμή της, που σύμφωνα με τον τύπο (1) είναι η 
[image: image246.wmf]a
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Συνεπώς 
[image: image248.wmf]a
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 για κάθε x(IR, οπότε το σύνολο τιμών της συνάρτησης είναι το 
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Η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή μιας συνάρτησης λέγονται ακρότατα της συνάρτησης.

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

Στη συνάρτηση 
[image: image250.wmf]g
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· Όταν α 0 έχουμε ελάχιστο που είναι το 
[image: image251.wmf]a

a

b

4

2

D

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

f


· Όταν α 0 έχουμε μέγιστο που είναι το 
[image: image252.wmf]a
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να βρεθεί το ακρότατο, το σύνολο τιμών, και οι συντεταγμένες των κορυφών των παραβολών με τύπους 
[image: image253.wmf]2
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. Που βρίσκονται οι κορυφές τους;
ΛΥΣΗ
i) Στη συνάρτηση με τύπο 
[image: image256.wmf]2
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 έχουμε α=-2 και β=γ=0. Έτσι 
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Επειδή 
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 η συνάρτηση έχει μέγιστο και αυτό είναι το 
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Έτσι το σύνολο τιμών της f είναι το 
[image: image261.wmf](
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Η κορυφή της παραβολής είναι το σημείο Κ(0, 0), και συνεπώς συμπίπτει με την αρχή των αξόνων.

ii) Στη συνάρτηση με τύπο 
[image: image262.wmf]x
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 είναι α=-2, β=3 και γ=0.

Έτσι 
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[image: image265.wmf]8
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Επειδή 
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 η συνάρτηση έχει ελάχιστο και αυτό είναι το 
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Έτσι το σύνολο τιμών της f είναι το 
[image: image268.wmf]÷
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Η κορυφή της παραβολής είναι το σημείο 
[image: image269.wmf]÷
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 και συνεπώς βρίσκεται στην τρίτη γωνία των αξόνων.

iii) Στη συνάρτηση με τύπο 
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 είναι α=-10, β=0 και γ=4.

Έτσι 
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Επειδή 
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 η συνάρτηση έχει μέγιστο και αυτό είναι το 
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Έτσι το σύνολο τιμών της h είναι το 
[image: image275.wmf](
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Η κορυφή της παραβολής είναι το σημείο K(0, 4) και συνεπώς βρίσκεται πάνω στον άξονα y’y.

2. Για να περιφράξουμε ένα μέρος του κήπου μας σχήματος ορθογωνίου αραλληλογράμμου διαθέτουμε 14m συρματόπλεγμα.

i) Αν x και y οι διαστάσεις του ορθογωνίου να εκφρασθεί το εμβαδό του ως συνάρτηση του x.

ii) Να βρεθεί ο x ώστε ο ορθογώνιος κήπος μας να έχει το μέγιστο εμβαδό. Τι παρατηρείτε στο σχήμα του κήπου και ποιο είναι το μέγιστο εμβαδό του;

ΛΥΣΗ
i) Αν y είναι η άλλη διάσταση του ορθογωνίου τότε αφού η περίμετρος πρέπει να είναι 14m θα έχουμε:

2x+2y=14 ή x+y=7. Έτσι y=7-x.
Επομένως το εμβαδό του ορθογωνίου θα είναι:
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x

x

x

y

x

E

7

)

7

(

2

+

-

=

-

=

×

=

.

Όπως διαπιστώνουμε το εμβαδό του ορθογωνίου εκφράζεται με μια τριωνυμική συνάρτηση που έχει τύπο 
[image: image277.wmf]x
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Το x παίρνει προφανώς τιμές στο ανοιχτό διάστημα Α=(0, 7).

ii) Επειδή στο τριώνυμο 
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 είναι α=-10, υπάρχει μέγιστο για 
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Τότε η άλλη διάσταση γίνεται 
[image: image280.wmf]m
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. Έτσι το ορθογώνιο σχήμα του κήπου είναι ένα τετράγωνο και συνεπώς το εμβαδό του είναι:
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Η θέση της παραβολής στο ορθογώνιο σύστημα αξόνων

και η γραφική της παράσταση
Στο ορθογώνιο σύστημα αξόνων η κορυφή Κ της παραβολής προσδιορίζεται από τους αριθμούς 
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 και 
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 που αποτελούν τις συντεταγμένες της.

· Όταν α 0 η τιμή 
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 της διακρίνουσας, μας βεβαιώνει όχι μόνο για το αν η κορυφή βρίσκεται πάνω, επί, ή κάτω απ’ τον άξονα x’x, αλλά και για το αν η παραβολή έχει ένα, δύο, ή κανένα κοινό σημείο με τον x’x.
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Συγκεκριμένα:

· Όταν Δ 0 δεν υπάρχει πραγματική τιμή του x για την οποία y=0 δηλαδή αx2+βx+γ=0.

Έτσι η παραβολή δεν έχει κοινά σημεία με τον άξονα x’x, και βρίσκεται όλη πάνω απ’ αυτόν, αφού η ελάχιστη τιμή 
[image: image285.wmf]0
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 που αντιστοιχεί στην κορυφή της είναι θετικός αριθμός.

· Όταν Δ 0, είναι 
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 οπότε για 
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 έχουμε y=0. Έτσι η παραβολή έχει ένα μόνο κοινό σημείο με τον άξονα x’x και βρίσκεται όλη πάνω από αυτόν, αφού η ελάχιστη τιμή 
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 που αντιστοιχεί στην κορυφή της είναι μηδέν.

· Όταν Δ 0, για y=0= αx2+βx+γ έχουμε δύο άνισες πραγματικές τιμές του x. Έτσι η παραβολή έχει δύο κοινά σημεία με τον άξονα x’x και αφού η ελάχιστη τιμή 
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 που αντιστοιχεί στην κορυφή της είναι αρνητικός αριθμός στρέφεται όλη προς τα πάνω.

Με ανάλογους συλλογισμούς βρίσκουμε τη θέση της παραβολής όταν α0 (σχ. 2).
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ
Για την ευθεία με εξίσωση 
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 μπορούμε να διαπιστώσουμε σύμφωνα με τα παραπάνω, ότι είναι άξονας συμμετρίας της γραφικής παράστασης της συνάρτησης 
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, α 0. Αυτό σημαίνει ότι σε δύο τιμές x1 και x2 του x(IR, που ισαπέχουν από τον αριθμό 
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 βρίσκουμε ίσες τιμές για το y, δηλαδή 
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Αν για παράδειγμα έχουμε τη συνάρτηση 
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Αν λοιπόν πάρουμε δύο τυχαίες τιμές x1=-1-2=-3 και x2=-1+2=1 έχουμε 
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Επίσης 
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Το ίδιο μπορούμε να διαπιστώσουμε και για οποιεσδήποτε άλλες τιμές του x που ισαπέχουν του αριθμού –1.

· Έτσι όταν σχηματίζουμε τον πίνακα τιμών για να κάνουμε τη γραφική παράσταση της f μπορούμε να δίνουμε τιμές στο x που ισαπέχουν του αριθμού 
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, ώστε να βρίσκουμε συμμετρικά σημεία της παραβολής.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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 και πεδίο ορισμού το IR. 
ΛΥΣΗ
· Επειδή 
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. Έτσι η κορυφή Κ της παραβολής έχει συντεταγμένες (2, 1).
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Το ζεύγος (x, y)=(2, 1) τοποθετούμε στον παραπάνω πίνακα τιμών και βρίσκουμε το σημείο Κ στο ορθογώνιο σύστημα.

· Για x=0 έχουμε 
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. Έτσι η παραβολή τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο Λ(0, 5).

· Από τη :
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 καταλαβαίνουμε ότι η παραβολή δεν τέμνει τον άξονα x’x. Δίνουμε έτσι στο x τιμές που ισαπέχουν του αριθμού 
[image: image307.wmf]2
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, τις x1=1, x2=3 και x3=-1, x4=5.
Έτσι 
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Βρίσκουμε τα αντίστοιχα σημεία τους πάνω στο Καρτεσιανό επίπεδο.

Ενώνοντας τα σημεία που έχουμε με συνεχή γραμμή προκύπτει η γραφική παράσταση της συνάρτησης f.

2. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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ΛΥΣΗ
· [image: image515.png]


Επειδή 
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. Έτσι η κορυφή Κ της παραβολής έχει συντεταγμένες (-2, 0). Άρα βρίσκεται πάνω στον άξονα x’x.
· Για x=0 έχουμε 
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. Έτσι η παραβολή τέμνει τον άξονα y’y στο σημείο Λ(0, -4).

· Από τη 
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 καταλα​βαί​νου​με ότι η παραβολή δεν έχει άλλο κοινο σημείο με τον άξονα x’x εκτός του Κ. Δίνουμε στο x τις τιμές –3 και –1 που ισαπέχουν του αριθμού 
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. Ενώνοντας τα σημεία αυτά που έχουμε σημειώσει στο ορθογώνιο σύστημα με συνεχή γραμμή, βρίσκουμε τη γραφική παράσταση τα f που είναι η παραβολή με κορυφή το σημείο 

Κ(-2, 0).

3. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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ΛΥΣΗ
Αν ακολουθήσουμε την ίδια διαδικασία που εφαρμόσαμε και στις προηγούμενες περιπτώσεις, τότε με ανάλογους συλλογισμούς βρίσκουμε:

· [image: image516.png]


Το μέγιστο της f που αντιστοιχεί στην κορυφή Κ(-1, 9) της παραβολής.

· Τον άξονα συμμετρίας της παραβολής που είναι η ευθεία με εξίσωση x=-1, και τα συμμετρικά προς αυτή σημεία Γ(-3, 5), και Δ(1, 5).

· Τα σημεία στα οποία η παραβολή τέμνει τους άξονες. Δηλαδή τα Α(-4, 0) και Β(2, 0) στα οποία τέμνει τον x’x και το Λ(0, 8) που τέμνει τον y’y.
Έτσι ενώνοντας με συνεχή γραμμή τα παραπάνω σημεά έχουμε την παραβολή που βλέπουμε στο διπλανό σχήμα. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να βρείτε σε ποια γωνία, ή σε ποιο ημιάξονα βρίσκονται οι κορυφές των παραβολών των τριωνύμων:
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2. Να βρείτε το ακρότατο και το σύνολο τιμών στα παρακάτω τριώνυμα:
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3. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
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 στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα. Τι συμπέρασμα βγάζετε για το «άνοιγμα» του τόξου της παραβολής όταν ο συντελεστής α της 
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)

(

ax

x

f

=

 μεγαλώνει με θετικές τιμές.

4. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
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 στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα. Τι συμπέρασμα βγάζετε για το «άνοιγμα» του τόξου της παραβολής όταν ο συντελεστής α της 
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 μικραίνει με θετικές τιμές;

5. Να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων με τύπους 
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 και 
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 στο ίδιο σύστημα αξόνων. Ποιες είναι οι συντεταγμένες των κοινών σημείων των δύο παραβολών;

6. Στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 
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. Στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση 
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. Τι συμπεραίνετε;

7. Στον παρακάτω πίνακα να συμπληρώσετε τα κενά για το πρόσημο της εξαρτημένης μεταβλητής y στην τριωνυμική συνάρτηση με τύπο y=αx2+βx+γ (θυμηθείτε τη θέση της παραβολής ως προς τον άξονα x’x).
Δ = 0
α0



α 0
y 0 για κάθε x(IR

Δ0
α0



α 0


8. Να κένετε τις γραφικές παραστάσεις των παρακάτω συναρτήσεων:

i) 
[image: image338.wmf]9
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iii) 
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9. [image: image517.png]


Στο διπλανό σχήμα το τόξο της παραβολής δίνεται από τον τύπο της συνάρτησης 
[image: image341.wmf]g
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, α 0. Να βρείτε τους συντελεστές α, β, γ απ’ τα σημεία τομής της παραβολής με τους άξονες. Ποιες οι συντεταγμένες της κορυφής Κ του τόξου της παραβολής;
10. Ένας μηχανικός σχεδίασε μια γέφυρα που το παραβολικό της τμήμα εκφράζεται με τη συνάρτηση που έχει τύπο 
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 όπου 
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 και το μετρούμε σε μέτρα. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης και να υπολογίσετε το μέγιστο ύψος του τόξου της παραβολής.
11. Το άθροισμα των καθέτων πλευρών x και y ενός ορθογώνιου τριγώνου είναι ίσο με 17 cm. Ποια πρέπει να είναι τα μήκη x και y των δύο καθέτων πλευρών ώστε το ορθογώνιο τρίγωνο να έχει μέγιστο εμβαδό;
12. Θέλουμε να περιφράξουμε ένα ορθογώνιο μέρος της αυλής μας χρησιμοποιώντας όλο το συρματόπλεγμα των 18 μέτρων που διαθέτουμε.
i) Αν x είναι το πλάτος του ορθογωνίου να εκφράσετε ως συνάρτηση του x το εμβαδό του 
[image: image344.wmf])
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ii) Να καθορίσετε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης.

iii) Να σχηματίσετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης f, και να βρείτε από αυτή την τιμή του πλάτους x που θα μας δώσει το μεγαλύτερο εμβαδό 
[image: image345.wmf])
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13. [image: image518.png]


Στο διπλανό σχήμα υπάρχει ένα τετράγωνο με πλευρά α=10 cm και μέσα σ’ αυτό ένα άλλο τετράγωνο Τ.

Τα ευθύγραμμα τμήματα που έχουν σημειωθεί έχουν το ίδιο μήκος x σε cm.
i) Να δείξετε ότι το εμβαδό του τετραγώνου Τ είναι: 
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ii) Να βρείτε για ποια τιμή του x το εμβαδό 
[image: image347.wmf])
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 είναι ελάχιστο.

9.5 Πρόσημο των τιμών του τριωνύμου y=αx2+βx+γ, α0
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Από την προηγούμενη παράγραφο είδαμε πως όταν Δ0 η γραφική παράσταση της παραβολής είναι πάνω από τον άξονα x’x αν α0 και κάτω από αυτόν αν α0.

ΑΡΑ
Με την ιδιότητα αυτή μπορούμε να λύνουμε αμέσως ανισώσεις του τύπου αx2+βx+γ0 ή αx2+βx+γ0 όταν Δ0.

Παράδειγμα
Για ποια x(IR αληθεύουν οι ανισώσεις
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· Για την 
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 για κάθε x(IR. Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε x(IR.
· Για την 
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 για κάθε x(IR. Άρα η ανίσωση είναι αδύνατη αφού δεν υπάρχουν x(IR ώστε 
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· Για την 
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 για κάθε x(IR. Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε x(IR.
Από την προηγούμενη παράγραφο είδαμε πως
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Όταν Δ=0 η γραφική παράσταση της παραβολής είναι πάνω από τον άξονα x’x αν α0, και κάτω απ’ αυτόν αν α0. Μόνο το σημείο με τετμημένη 
[image: image364.wmf]a

b

2

-

=

x

 είναι σημείο του άξονα x’x και στις δύο περιπτώσεις.
ΑΡΑ
Έτσι μπορούμε να λύνουμε ανισώσεις του τύπου αx2+βx+γ0 ή αx2+βx+γ0 όταν Δ0.

Παράδειγμα
Για ποια x(IR αληθεύουν οι ανισώσεις
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· Όταν Δ0 το τριώνυμο 
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Τότε ανάλογα με το πρόσημο του αριθμού α, η γραφική παράσταση της 
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α0
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Επειδή 
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Παράδειγμα
Για ποια x(IR αληθεύουν οι ανισώσεις:
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Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε x([-3, -1].
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Με παραστατικό τρόπο η λύση της ανίσωσης φαίνεται στον παρακάτω πίνακα:
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Από αυτή βλέπουμε ότι η ανίσωση αληθεύει για κάθε 
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Άρα η ανίσωση αληθεύει για κάθε 
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Σύμφωνα με όσα γνωρίσαμε για την επίλυση δευτεροβάθμιων ανισώσεων, μπορούμε να λύνουμε και ανισώσεις μεγαλύτερου βαθμού που ανάγονται σε δευτεροβάθμιες. Τη διαδικασία αυτή τη βλέπουμε στις παρακάτω εφαρμογές.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να βρεθούν οι πραγματικές τιμές του x που επαληθεύουν την ανίσωση 
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ΛΥΣΗ
Προφανώς x(IR –{2}.

Η ανίσωση γράφεται 
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Έτσι έχουμε 
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Δηλαδή 
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 επειδή ο συντε​λεστής α του x2 που προκύπτει αν κάνουμε το γινόμενο είναι 
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2. Να λυθεί η ανίσωση 
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ΛΥΣΗ
Λύνουμε τις ανισώσεις 
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. Με το γνωστό τρόπο βρίσκουμε ότι αληθεύει για κάθε 
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Τα γραμμοσκιασμένα διαστήματα είναι αυτά στα οποία οι τιμές του x επαληθεύουν την αρχική ανίσωση. Έτσι 
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3. Να λυθεί η ανίσωση 
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ΛΥΣΗ
Προφανώς x(IR –{-2, 2}.

Πολλαπλασιάζοντας με το τετράγωνο του παρανομαστή η ανίσωση μετετρέπεται στο γινόμενο 
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Επιλύουμε τις επιμέρους ανισώσεις.

· 
[image: image427.wmf]0

3

2

>

+

x

. Αληθεύει για κάθε x(IR αφού α=1>0 και 
[image: image428.wmf]0

3

4

0

2

<

×

-

-

D

.

· 
[image: image429.wmf](

)

0

1

2

>

-

x

. Προφανώς αληθεύει για κάθε x 1.

· 
[image: image430.wmf]0

4

2

>

-

x

. Αληθεύει για κάθε 
[image: image431.wmf](

)

(

)

µ

+

È

-

µ

-

Î

,

2

2

,

x

.

Σχηματίζουμε τον πίνακα με τους παράγοντες της ανίσωσης και τις τιμές του x που τους μηδενίζουν. Τοποθετούμε τα πρόσημα στα διαστήματα, και βρίσκουμε σε κάθε διάστημα το γινόμενό τους.

Οι τιμές x=-2, x=2 και x=1 απορρίπτονται.

Έτσι η ανίσωση αληθεύει για κάθε 
[image: image432.wmf](

)

(

)

2

,

1

1

,

2

È

-

Î

x

.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Να λυθούν οι ανισώσεις:
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2. Nα λυθούν οι ανισώσεις:
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3. Nα λυθούν οι ανισώσεις:
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4. Να λυθούν οι ανισώσεις:
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5. Για ποιες τιμές του x συναληθεύουν οι ανισώσεις
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6. Να λυθούν οι ανισώσεις:
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7. Να λυθούν οι ανισώσεις:
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8. Να λυθούν οι ανισώσεις:
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 9ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1. Ποια από τις παρακάτω εξισώσεις είναι αδύνατη στο IR.
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2. Ποια από τις παρακάτω εξισώσεις έχει δύο ίσες ρίζες;
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3. Οι παρακάτω εξισώσεις έχουν θετική διακρίνουσα. Ποια απ’ αυτές έχει ετερόσημες ρίζες;


[image: image469.wmf]0

10

3

2

=

-

+

x

x



[image: image470.wmf]0

10

7

2

=

+

-

x

x



[image: image471.wmf]0

12

7

2

=

+

-

x

x


4. Οι ρίζες του τριωνύμου 
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[image: image473.wmf]3

1

 και –4.

Ποα είναι η σωστή μορφή του;
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5. Αν S και P είναι το άθροισμα και το γινόμενο των δύο ριζών της εξίσωσης 
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, α 0, σε ποια από τις παρακάτω περιπτώσεις οι δύο ρίζες είναι αρνητικές;
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6. Ποια απ΄τις παραβολές των παρακάτω τριωνύμων έχει την κορυφή της στον άξονα y’y;
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7. Ποια απ’ τις παραβολές των παρακάτω τριωνύμων έχει την κορυφή της στον άξονα x’x;
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8. Ποια απ’ τις παραβολές έχει την κορυφή της στην αρχή των αξόνων;
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9. Αν 
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Είναι θετικό;
Μηδενίζεται για κάποιες τιμές του x;


Είναι αρνητικό;
Είναι άλλοτε θετικό κι άλλοτε αρνητικό;

10. Αν ισχύει 
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σχ. 2





Οι εικόνες αυτές μας οδηγούν στα παρακάτω συμπεράσματα.
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