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11  ΕΜΒΑΔΑ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΩΝ ΣΧΗΜΑΤΩΝ
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Εισαγωγή
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Γνωρίζουμε, ότι για να μετρήσουμε το μήκος ενός ευθυγράμμου τμήματος ΓΔ το συγ​κρίνουμε με ένα σταθερό ευθύγραμμο τμήμα ΑΒ, που το δεχόμαστε ως μονάδα μέτρησης. Ο θετικός αριθμός που προκύπτει από αυτήν τη μέτρηση λέγεται μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΓΔ.

Το ίδιο κάνουμε για να μετρήσουμε μια επιφά​νεια. Αυτή τη φορά βέβαια χρησιμοποιούμε ως μονάδα μέτρησης ένα τετράγωνο με πλευρά ίση με τη μονάδα.

Ο θετικός αριθμός που φανερώνει πόσες φορές το μοναδιαίο τετράγωνο χωράει μέσα στην επιφάνεια που μετράμε λέγεται εμβαδό της επι​φάνειας ή μέτρο της επιφάνειας.
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Είναι φανερό ότι οι επιφάνειες δύο ίσων σχη​μάτων έχουν το ίδιο εμβαδό. Το αντίστροφο δεν ισχύει. Δηλαδή, υπάρχουν και επιφάνειες διαφορετικών σχημάτων που όμως έχουν το ίδιο εμβαδό.

Για παράδειγμα, το διπλανό ορθογώνιο έχει το ίδιο εμβαδό με το τετράγωνο, αν και είναι δια​φορετικά σχήματα.

Τις επιφάνειες των σχημάτων που έχουν το ίδιο εμβαδό τις ονομάζουμε ισεμβαδικές ή ισοδύναμες.
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Ένας τρόπος για να μετρήσουμε την επιφάνεια ενός σχήματος (εμβαδομέτρηση) είναι να το χωρίσουμε σε γνωστά σχήματα (ορθογώνια, τραπέζια, τρί​γωνα, κλπ). Έπειτα, γνωρίζοντας τους τύπους για τα εμβαδά αυτών των γνωστών σχημάτων, μπορούμε να υπολογίσουμε συν​ολικά το εμβαδό της επι​φάνειας που μας ενδιαφέρει.
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Για παράδειγμα, το σχήμα Ι μπορεί να χωριστεί σε γνωστά σχήματα, δηλαδή στο ορθογώνιο παραλληλόγραμμο (α), στα ορθο​γώνια τρίγωνα (β) και (δ) και στο ορθογώνιο τραπέζιο (γ).

Από το Γυμνάσιο ήδη μπορούμε να χρησιμο​ποιούμε τους κλασσικούς τύπους υπολογισμού του εμβαδού. π.χ. Για το εμβαδό του ορθο​γώνιου παραλληλόγραμμου έχουμε:

Ε = μήκος(πλάτος,
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Πολυγωνικά χωρία


ενώ για το εμβαδό τριγώνου Ε =
[image: image7.wmf]2
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βάση(ύψος.

Το σχήμα που αποτελείται από ένα πολύγωνο και τα εσωτερικά του σημεία, ονομάζεται πολυγωνικό χωρίο.

Τα εμβαδά των πολυγωνικών χωρίων έχουν τις εξής ιδιότητες:

α) Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εμβαδά.

β) Αν μια πολυγωνική επιφάνεια χωρίζεται σε πολυγωνικά χωρία που δεν έχουν κοινά εσωτερικά σημεία, το εμβαδό της ισούται με το άθροισμα των εμβαδών των πολυγωνικών χωρίων. Έτσι στο σχήμα Ι παραπάνω έχουμε

ΕΑΒΓΔΕ = Εα+Εβ+Εγ+Εδ.
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γ) Αν μια πολυγωνική επιφάνεια περιέχεται σε μια άλλη πολυγωνική επιφάνεια, το εμβαδό της είναι μικρότερο από αυτής που την περιέχει.

Στην επόμενη παράγραφο θα δούμε πως προκύπτουν οι βασικοί τύποι των κλασσικών ευθυγράμμων σχημάτων, για να τους χρησιμοποιούμε στην εμβαδο​μέτρηση άλλων πιο σύνθετων σχημάτων.

11.1

Εμβαδό Ορθογωνίων.

Εμβαδό τετραγώνου

[image: image9.wmf] 

Α

 

Β

 

Γ

 

Δ

1 

μέτρο

3 

μέτρα


Για να βρούμε το εμβαδό ενός τετραγώνου με πλευρά 3m, χωρίζουμε το τετράγωνο σε τρεις ίσες οριζόντιες ταινίες. Η κάθε μια είναι τρία τετραγωνικά μέτρα. Δηλαδή, το τετράγωνο που πήραμε καλύπτεται ακριβώς με 9 τετρα​γω​νικά μέτρα. Λέμε τότε ότι έχει εμβαδό 9m2 = 32m2.

Αν κάνουμε το ίδιο σε ένα τετράγωνο με πλευρά 5 μέτρα, θα βρούμε εμβαδόν 25 m2 = 52m2.

Μπορούμε έτσι να πούμε ότι το εμβαδό ενός τετραγώνου είναι ίσο με το τετράγωνο του μήκους της πλευράς του. Δηλαδή, αν η πλευρά έχει μήκος α μέτρα, τότε το τετράγωνο είναι α2 m2.

Άρα το εμβαδό ενός τετραγώνου είναι όσο το τετράγωνο της πλευράς του.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ

Να βρείτε το εμβαδό διάφορων τετραγωνικών σχημάτων στην τάξη σας. Π.χ. τα τετραγωνικά πλακάκια στο δάπεδο, τις τετραγωνικές βάσεις στα καθίσματά σας, κ.λ.π.

Εμβαδό ορθογωνίου παραλληλογράμμου
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Έστω ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το εμβα​δό ενός ορθογώνιου παραλληλογράμ​μου με πλευρές 6m και 4m. Η μεγαλύτερη πλευρά λέγεται συνήθως μήκος, η μικρότερη πλάτος και οι δύο μαζί διαστάσεις του ορθογώνιου. Καλύπτουμε την επι​φάνειά του με 4 οριζόντιες ίσες ταινίες που η κάθε μία είναι 6m2. Συνολικά χρειάστηκαν

4(6=24m2. 

Γενικά το εμβαδό του ορθογωνίου παραλληλόγραμμου είναι ίσο με το μήκος επί το πλάτος του.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ ΣΤΗΝ ΤΑΞΗ

(i) Η αίθουσα της τάξης σας είναι πιθανότατα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Βρείτε το εμβαδόν της. Να γίνει το ίδιο με άλλα σχήματα που υπάρχουν γύρω σας. Π.χ. πόσο είναι το εμβαδό του πίνακα σε m2; πόσο είναι το εμβαδό του εξώφυλλου του βιβλίου σας σε cm2;

(ii) Στο φύλλο του τετραδίου σας να πάρετε ένα ευθύγραμμο τμήμα ΑΓ=5cm Σχεδιάστε ένα τετράγωνο έτσι ώστε η ΑΓ να είναι μια από τις διαγώνιές του. Να υπολογίσετε το εμβαδό του, χωρίς να μετρήσετε την πλευρά του.

(Απάντηση. Εμβαδό = 12,5cm2)

ΑΣΚΗΣΗ

Βρείτε το εμβαδόν του δωματίου σας σε m2 και σε όποια άλλη μονάδα θέ​λετε εσείς.

Εμβαδό ορθογωνίου τριγώνου.
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Ας πάρουμε το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ.. Αν φέρουμε την διαγώνιο του ΔΒ τότε αυτό χωρίζεται σε δύο ίσα μέρη, τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΒΓ. Αφού το εμβαδό του ΑΒΓΔ είναι ΑΒ(ΑΔ, το εμβαδό του τριγώνου ΑΒΔ θα είναι:

ΕΑΒΔ=
[image: image12.wmf]2
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ΑΒ(ΑΔ

Το εμβαδό ενός ορθογωνίου τριγώνου είναι το ημιγινόμενο των κάθετων πλευρών του.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
i)
Όταν η πλευρά ενός τετραγώνου διπλασιάζεται, το εμβαδό του νέου τετρα​γώνου είναι 12m2 μεγαλύτερο από αυτό του αρχικού. Πόσο είναι το μήκος της πλευράς του;


ii)
Η πλευρά ενός τετραγώνου αυξάνεται κατά 3 μέτρα και το εμβαδό του τετραγώνου που προκύπτει αυξάνεται κατά 33m2. Πόσο ήταν η πλευρά του αρχικού τετραγώνου;


iii)
Ένα τετράγωνο έχει πλευρά 10m. Πόση πρέπει να γίνει η πλευρά του, για να πάρουμε τετράγωνο με το μισό εμβαδό;

ΛΥΣΗ
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(i) Αν αρχικά έχουμε το λευκό τετράγωνο, τότε διπλασιάζοντας την πλευρά του δημιουργούνται τα τέσσερα τετράγωνα που παρατηρούμε στο σχήμα. Τα τρία νέα γραμμοσκιασμένα και ίσα τετράγωνα έχουν εμβαδό 12m2. Το κάθε ένα έχει εμβαδό 4m2. Άρα, η πλευρά του είναι 
[image: image14.wmf]2
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Η λύση μπορεί να βρεθεί και αλγεβρικά. Έστω x η πλευρά του αρχικού τετραγώνου Το εμβαδό του τότε είναι x2. Διπλασιάζοντας την πλευρά σε 2x, παίρνουμε το μεγάλο τετράγωνο που έχει εμβαδόν (2x)2 = 4x2. Η διαφορά των εμβαδών είναι 3x2 = 12m2. Άρα, x2 = 4m2 και x=2m, όπως διαπιστώσαμε και πριν.

(ii)
Ας πούμε ότι αρχικά η πλευρά είναι x μέτρα, και το εμβαδό της x2 m2. ‘Όταν η πλευρά γίνει (x+3) μέτρα, τότε το εμβαδό θα γίνει (x+3)2 m2. Θα γίνει δηλαδή (x+3)2 = x2+6x+9 τετρ. μέτρα. Η αύξηση θα είναι x2+6x+9 (x2 =6x+9 m2.

Πρέπει 6x+9 = 33 ( 6x = 33 ( 9 = 24 ( x=4.

Άρα, το αρχικό τετράγωνο είχε πλευρά 4 μέτρα.
(iii)
Αφού η πλευρά είναι 10m, το εμβαδό του τετραγώνου είναι 100m2. Θέλουμε τετράγωνο με το μισό εμβαδό, δηλαδή 50m2. Τότε η πλευρά θα είναι 
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2.
i)
Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει μήκος 2m και πλάτος 25cm. Βρείτε το εμβαδό του.


ii)
Οι διαστάσεις ενός ορθογωνίου είναι 16m και 6m. Ελαττώνουμε την πρώτη κατά 4m. Πόσο πρέπει να αυξήσουμε την άλλη πλευρά, για να πάρουμε ένα άλλο ορθογώνιο ισοδύναμο με το αρχικό;


iii)
Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει περίμετρο 10m. Το εμβαδό του είναι 6m2. Ποιο είναι το μήκος των πλευρών του;

ΛΥΣΗ

(i) Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στις μονάδες που χρησιμοποιούνται. Το εμβαδό στην περίπτωση αυτή είναι (2m)((0,25m) = 0,5m2.

(ii) Το εμβαδό του ορθογώνιου είναι 16m(6m = 96m2. Το νέο ορθογώνιο θα έχει τη μία πλευρά 16m(4m=12m. Έστω x μέτρα η άλλη πλευρά. Θα πρέπει 12(x = 96m2. Άρα, x = 96m2 / 12m = 8m.

(iii) Αν οι πλευρές του είναι x και y, τότε η περίμετρός του είναι 2((x+y) = 10. Άρα, (x+y) = 5 και x = 5(y. 

Όμως το εμβαδό του είναι Ε = 6 =xy. Αντικαθιστώντας την τιμή του x = 5(y, βρίσκουμε ότι Ε = 6 = (5(y)(y = 5(y( y2. Δηλαδή, πρέπει y2(5(y+6=0. Βρίσκουμε τις ρίζες της εξίσωσης,
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Έχουμε y1 = 2, y2 = 3. Για y1 = 2 έχουμε x1 = 3, ενώ για y2 = 3 έχουμε x2 = 2, δηλαδή, οι διαστάσεις είναι 3m και 2m.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Βρείτε το εμβαδό τετραγώνου με πλευρά 3.5in. Δώστε το αποτέλεσμα σε cm2.

2. Το εμβαδό ενός τετραγώνου είναι 25m2. Πόσο θα γίνει το εμβαδό του, αν ελαττώσουμε το μήκος της πλευράς κατά 2m;

3. Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει εμβαδό 100m2. Το μήκος του είναι 20m. Πόσα μέτρα είναι το πλάτος του;

4. Πόσο είναι το εμβαδό πλάγιου παραλληλόγραμμου με μήκος 3,5m και ύψος 3dm;

5. Να υπολογίσετε το ύψος πλάγιου παραλληλογράμμου με εμβαδόν 10m2 και ύψος 16dm.

6. Το εμβαδό ενός ορθογωνίου παραλληλογράμμου είναι 100m2. Αυξάνουμε μία από τις πλευρές του κατά 10%. Πόσο είναι το νέο εμβαδό;.

7. Ένας συνεταιρισμός αγόρασε μια έκταση 354,66 στρεμ. προς 180000δρχ το στρέμμα. Η έκταση χωρίστηκε σε οικόπεδα, με δρόμους και κοινόχρηστους χώρους συνολικής επιφάνειας 63,2στρ., που η κατασκευή τους κόστισε 8572000δρχ Πόσο πρέπει να πωληθεί το m2 κάθε οικόπεδου ώστε ο συνεταιρισμός να έχει όφελος 135000000δρχ;

8.  Οι πλευρές ενός τετραγώνου αυξάνονται κατά 3m και το εμβαδό του διπλα​σιά​ζεται. Πόσο ήταν το μήκος της πλευράς αρχικά.

9.
Ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει περίμετρο 20m. Το εμβαδό του είναι 24m2. Ποιες είναι οι διαστάσεις του;

10.
Αν αυξηθεί το μήκος ενός ορθογώνιου παραλληλογράμμου κατά 3m, τότε το εμβαδό του αυξάνεται κατά 9m2. Αν αυξηθεί το πλάτος του κατά 3m, τότε το εμβαδό αυξάνεται κατά 12m2. Ποιες είναι οι διαστάσεις του;
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11. Αυξάνουμε το μήκος και το πλάτος ενός ορθογώνιου παραλληλογράμμου κατά 1m. Τότε το εμβαδό του αυξάνεται κατά 21m2. Πόση είναι η περίμετρός του;

12. Οι διαγώνιες ενός ορθογώνιου παραλληλο​γράμμου σχηματίζουν γωνία 120ο και το μήκος κάθε μιας είναι 12cm. Να υπο​λο​γίσετε το εμβαδό του.

13. Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει υποτείνουσα 13m και περίμετρο 30m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

14. Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει τη μια κάθετη πλευρά 4m και περίμετρο 12m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

11.2
Εμβαδά βασικών σχημάτων.
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Εμβαδό Τριγώνου
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Τον τύπο του εμβαδού ενός τυχαίου τριγώνου θα τον βρούμε χρησιμοποιώντας το γνωστό μας τύπο του εμβαδού του ορθογώνιου τριγώνου. Στο τρίγωνο ΑΒΓ φέρουμε το ύψος ΓΜ. Τότε αυτό χωρί​ζεται στα δύο ορθογώνια τρίγωνα ΑΜΓ και ΜΒΓ. Το εμβαδά τους είναι:
ΕΑΜΓ =
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AM(ΓΜ, και ΕΜΒΓ =
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Προσθέτοντας κατά μέλη έχουμε:

ΕΑΒΓ= 
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Tο εμβαδό ενός τριγώνου είναι ίσο με το ημιγινόμενο της μιας πλευράς επί το ύψος που αντιστοιχεί σ’ αυτήν.

Στην πράξη είναι ίσως δύσκολο να φέρουμε σωστά το ύψος, σε ένα τρίγωνο. Γι’ αυτό χρησιμοποιούμε έναν άλλο τύπο για το εμβαδό του τριγώνου, που χρειάζεται μόνο τις πλευρές του. Επιγράφεται τύπος Ήρωνα και είναι ο ακόλουθος:
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όπου τ είναι η ημιπερίμετρος του τριγώνου, δηλαδή: 
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Παράδειγμα: Στο διπλανό τρίγωνο έχουμε α = 7m, β = 5m και γ = 6m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

Λύση:

Έχουμε 
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Άρα, 
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Λόγος εμβαδών τριγώνων

Στο διπλανό σχήμα τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΒ έχουν κοινή τη βάση ΑΒ και τα αντίστοιχα ύψη τους είναι ΓΕ και ΔΖ. Αν διαιρέσουμε τα εμβαδά τους, βρίσκουμε το λόγο των εμβαδών:
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δηλαδή, ο λόγος των εμβαδών τριγώνων με ίσες βάσεις είναι ίσος με το λόγο των υψών τους.

Έστω τώρα ότι δύο τρίγωνα ΑΒΓ και  ΔΓΕ έχουν ίσο ύψος το ΓΖ. Διαιρώντας πάλι τα εμβαδά τους έχουμε: 
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δηλαδή, ο λόγος των εμβαδών τριγώνων με ίσα ύψη είναι ίσος με το λόγο των βάσεων.

Εμβαδό πλάγιου παραλληλογράμμου

Για να υπολογίσουμε το εμβαδό ενός πλάγιου παραλληλόγραμμου ΑΒΓΔ, το μετατρέπουμε σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο, ισοδύναμο με αυτό. Δηλαδή φέρνουμε τα ύψη ΑΜ και ΒΜ( που είναι ίσα ως αποστάσεις παραλλήλων ΑΒ,ΔΓ.
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Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΔΜ και ΒΓΜ( είναι ίσα, γιατί έχουν ΑΜ=ΒΜ( και 
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 ως εντός εκτός και επί τα αυτά των παραλλήλων ΑΔ και ΒΓ που τέμνονται από την ΔΓ. Έτσι τα δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι και ισεμβαδικά (ισοδύναμα). Δηλαδή, ΕΑΔΜ = ΕΒΓΜ(, οπότε και ΔΜ=ΓΜ(. Συνεπώς:

ΕΑΒΓΔ= ΕΑΔΜ+ΕΑΜΓΒ =ΕΒΓΜ(+ΕΑΜΓΒ

        = ΕΑΒΜ(Μ =ΜΜ((ΑΜ = (ΜΓ+ΓΜ()(ΑΜ

= (ΜΓ+ΔΜ)(ΑΜ =ΔΓ(ΑΜ.

Το εμβαδό κάθε πλάγιου παραλ​ληλόγραμμου είναι ίσο με το γινό​μενο μιάς πλευράς του επί το αντί​στοιχο προς αυτήν ύψος.
Εμβαδό Ρόμβου
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Ρόμβος είναι το παραλληλόγραμμο που έχει όλες του τις πλευρές ίσες. Αρχικά μπορεί κάποιος να εφαρμόσει τα γνωστά για το πλάγιο παραλληλόγραμμο. Δηλαδή, να φέρει το ύψος ΔΕ, οπότε το εμβαδό είναι ΕΑΒΓΔ = ΑΒ(ΔΕ.

Όμως, επειδή οι διαγώνιες του ρόμβου τέμνον​ται κάθετα, και διχοτομούνται, είναι δυνατόν να δώσουμε και έναν άλλο τύπο του εμβαδού του με τη βοήθεια των διαγωνίων. Πράγματι ο ρόμβος ΑΒΓΔ χωρί​ζεται στα τρίγωνα ΑΒΔ και ΔΒΓ. Έχουμε επομένως:

Εμβαδόν τριγ. ΑΒΔ = 
[image: image36.wmf]2
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ΑΜ(ΔΒ. 

Εμβαδόν τριγ. ΔΒΓ = 
[image: image37.wmf]2
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ΜΓ(ΔΒ. 

Εμβαδόν ρόμβου ΑΒΓΔ = 
[image: image38.wmf]2

1

(ΑΜ(ΔΒ+ΜΓ(ΔΒ) = 
[image: image39.wmf]2
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ΔΒ((ΑΜ+ΜΓ) = 

= 
[image: image40.wmf]2
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Άρα το εμβαδόν του ρόμβου ισούται με το ημιγινόμενο των διαγωνίων του.
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ:
Σε ένα τετράγωνο με πλευρά 2m φέρουμε τη διαγώνιό του. Από το Πυθαγόρειο θεώρημα βρίσκουμε ότι η διαγώνιος δ έχει μήκος:

δ=
[image: image42.wmf]2
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Επειδή το τετράγωνο έχει τις πλευρές του ίσες, μπορούμε για την εύρεση του εμβαδού του να χρησιμοποιήσουμε τον προηγούμενο τύπο του ρόμβου. Δηλαδή Ε = 
[image: image43.wmf]2
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(
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[image: image45.wmf]2
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 m) = 4m2.

Έτσι, κάθε τετράγωνο με μήκος διαγωνίου δ έχει εμβαδό Ε =
[image: image46.wmf]2
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δ2.

Εμβαδό Τραπεζίου
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Όπως γνωρίζουμε, τραπέζιο είναι το τετρά​πλευρο που έχει δύο απέναντι πλευρές παράλ​ληλες. Στο διπλανό τραπέζιο οι παράλληλες πλευρές είναι οι ΚΛ, ΝΜ. Η πλευρά ΚΛ λέγεται και μεγάλη βάση, ενώ η πλευρά ΜΝ λέγεται μικρή βάση. Φέρνοντας την διαγώ​νιό του ΝΛ χωρίζεται σε δύο τρίγωνα:

Το τρίγωνο ΝΜΛ, με βάση ΝΜ = β, ύψος υ έχει εμβαδό

ΕΝΜΛ = 
[image: image48.wmf].
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Το τρίγωνο ΝΚΛ, με βάση ΚΛ = Β, ύψος υ έχει εμβαδό

ΕΝΚΛ = 
[image: image49.wmf].
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Επειδή το εμβαδό του τραπεζίου ισούται με το άθροισμα των εμβαδών των δύο τριγώνων, έχουμε:

Ετραπεζίου = 
[image: image50.wmf]u
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Το εμβαδό τραπεζίου ισούται με το γινόμενο του ημιαθροίσματος των βάσεων επί το ύψος.
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ΕΙΔΗ ΤΡΑΠΕΖΙΩΝ

i) Ισοσκελές τραπέζιο είναι αυτό του οποίου οι δύο μη παράλληλες πλευρές είναι ίσες.

ιι)
Ορθογώνιο τραπέζιο είναι αυτό το οποίο έχει μια γωνία του ορθή. Από την παραλληλία των βάσεών του προκύπτει ότι αν μια γωνία Δ=90ο τότε και η γωνία Α=90ο.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
i)
Να υπολογίσετε το εμβαδό ισόπλευρου τριγώνου με πλευρά 6m.


ii)
Η υποτείνουσα σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο είναι 5m και η μία κάθετή του πλευρά 4m. Πόσο είναι το εμβαδό του;
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 (i)
Το ύψος, η διχοτόμος και η διάμεσος σε ένα ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ συμπίπτουν. Έτσι το εμβαδό του είναι Ε=
[image: image53.wmf]2

1

ΑΒ(ΓΜ, ενώ γνωρίζουμε μόνο την ΑΒ=6m. Αλλά το ύψος ΓΜ είναι και διάμεσος. Έτσι το τρίγωνο ΑΓΜ είναι ορθογώνιο με ΑΜ= ΑΒ/2 =3m και υπο​τείνουσα ΑΓ=6m. Από το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε:

ΑΓ2 = ΑΜ2 + ΜΓ2ή  ΜΓ2 = ΑΓ2 ( ΑΜ2. 

Τελικά:
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Άρα, το εμβαδόν είναι:
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Γενικά λοιπόν, αν η πλευρά ενός ισόπλευρου τριγώνου είναι x μέτρα, τότε το εμβαδό του είναι 
[image: image56.wmf]4
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, ενώ το ύψος του είναι 
[image: image57.wmf].
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(ii)
Έστω α=5m και β=4m. Από το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε α2 = β2 + γ2 ή 
γ2 = α2 ( β2 ( γ2 = 9 ( γ=3m. Αφού γνωρίζουμε τις κάθετες πλευρές β=4 και γ=3, έχουμε εμβαδό Ε = 
[image: image58.wmf]2
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β(γ = 6m2.

2. i) Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ απέναντι από τις γωνίες Α,Β,Γ βρίσκονται οι πλευρές α,β,γ. Αποδείξτε ότι ΕΑΒΓ= 
[image: image59.wmf]2
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ii) Αποδείξτε ότι ανάμεσα στις πλευρές και τις γωνίες ενός τυχαίου τριγώνου ισχύει ο γνωστός μας από το προηγούμενο κεφάλαιο νόμος των ημιτόνων
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(iii) Να υπολογίσετε το εμβαδό τριγώνου, όταν α=2m, β=3m, 
[image: image61.wmf]G

ˆ

=30ο.


[image: image62.wmf]Γ

α

γ

Β

β

Δ

Α


ΛΥΣΗ

(i) Φέρομε το ύψος ΒΔ. Το εμβαδό του τριγώ​νου ΑΒΓ είναι:

ΕΑΒΓ =
[image: image63.wmf]2
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ΑΓ(ΒΔ

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΔΓ η γωνία Δ είναι ορθή. Από τον ορισμό του ημιτόνου έχουμε:

ημΓ= 
[image: image64.wmf]BG

BD

, άρα ΒΔ = ΒΓ(ημΓ

Αντικαθιστώντας το ΒΔ στην πρώτη εξίσωση έχουμε:

ΕΑΒΓ =
[image: image65.wmf]2
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ΑΓ(ΒΓ(ημΓ = 
[image: image66.wmf]2
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(ii)
Ο ίδιος τύπος ισχύει και για τις άλλες γωνίες του τριγώνου. Δηλαδή:
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Άρα, έχουμε:
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Όμοια:
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Από τους δύο τελευταίους τύπους προκύπτει ο νόμος των ημιτόνων.

(iii)
Έχουμε 
[image: image71.wmf]ημΓ
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

[image: image72.wmf]4m
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1.
Βρείτε το εμβαδό του γραμμοσκιασμένου τμή​ματος στο διπλανό σχήμα.

2. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο έχει πλευρά 10m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

3. Ένα τρίγωνο έχει πλευρές με μήκη 7m, 4.5m και 5.2m. Πόσο είναι το εμβαδό του;
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4. Πόσο είναι το εμβαδό του διπλανού σχήματος ΑΒΓΔΕ; Οι αριθμοί παριστάνουν τα μήκη των αντίστοιχων ευθύγραμμων τμημάτων σε μέτρα.

5. Ένα ισόπλευρο τρίγωνο έχει περίμετρο 30m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

6. Να αποδείξετε ότι κάθε διάμεσος ενός τριγώνου το χωρίζει σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα.

7. Σε ένα ισοσκελές τραπέζιο οι δύο μη παράλ​ληλες πλευρές του είναι ίσες και έχουν μήκος 5m. Όταν οι βάσεις του είναι 15m και 9m, πόσο είναι το εμβαδόν του;

8. Το εμβαδό ενός τραπεζίου είναι 100m2. Το ύψος του είναι 10m και η μία βάση του 20m. Πόση είναι η άλλη βάση του;

9. Έστω ένα ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ, με Α=1L. Αν ΑΒ=4m , ΓΔ=2m και η διαγώ​νιος ΒΔ=5m, πόσο είναι το εμβαδό του;

10.
Η διαγώνιος σε ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο είναι 20m και το εμβαδό του 200m. Να υπολογίσετε τις διαστάσεις του.

11.
Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο η μία κάθετη πλευρά είναι 10m και το ύψος προς την υποτείνουσα είναι 8m. Να υπολογίσετε το εμβαδό του.

12. Η μεγάλη βάση ενός τραπεζίου είναι διπλάσια από την μικρή βάση. Το ύψος είναι το μισό της μικρής βάσης. Αν το εμβαδόν του τραπεζίου είναι 12m2, να υπολογί​σετε τις βάσεις και το ύψος του.

13. Σε ένα ρόμβο η γωνία Α=60ο και  η πλευρά ΑΒ=3dm. Να υπολογίσετε το εμβαδό του.

14. Σε ένα τρίγωνο έχουμε γωνίες Α=30ο και Β=45ο. Η πλευρά γ που βρίσκεται απέ​ναντι από την γωνία Γ, είναι 10m. Να υπολογίσετε τα μήκη α, β.

15. Ένα τρίγωνο έχει εμβαδό 5m2. Αν οι πλευρές α=5m και β=4m, πόση είναι η γωνία Γ;

16. Ένας τοπογράφος μετρά ένα τετράπλευρο οικόπεδο ΑΒΓΔ και βρίσκει ΑΒ=63m, ΒΓ=61m, ΓΑ=84m, ΑΔ=60m, ΔΓ=62m. Πόσο είναι το εμβαδό του;

11.3

Εμβαδό και ομοιότητα.

Ομοιότητα και λόγος ομοιότητας

Θεωρούμε το τυχαίο τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ένα σημείο Ο πάνω στο επίπεδό του και έξω από αυτό. Πάνω στις ημιευθείες ΟΑ, ΟΒ, ΟΓ και ΟΔ παίρνουμε (χρησιμοποιώντας το διαβήτη) τα σημεία Α(, Β(, Γ( και Δ( αντιστοίχως τέτοια ώστε ΟΑ(=3((ΟΑ), ΟΒ(=3((ΟΒ), ΟΓ(=3((ΟΓ) και ΟΔ(=3((ΟΔ). Σχηματίζεται έτσι ένα νέο τετράπλευρο Α(Β(Γ(Δ(.
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( Συγκρίνοντας με τον διαβήτη τα τμήματα ΑΒ και Α(Β( βλέπουμε ότι Α(Β(=3((ΑΒ). Άρα 
[image: image75.wmf].
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Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε: 
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 και 
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Έτσι έχουμε
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Άρα τα δύο τετράπλευρα ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( έχουν τις πλευρές τους ανάλογες.

( Μετρώντας με το μοιρογνωμόνιο τις γωνίες Α( και Α διαπιστώνουμε ότι 
[image: image79.wmf].
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 Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουμε: 
[image: image80.wmf].
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Δηλαδή τα τετράπλευρα ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία.

Τα τετράπλευρα ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( τα οποία έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις γωνίες τους ίσες μία προς μία λέγονται όμοια. 

Λέμε επίσης ότι το Α(Β(Γ(Δ( είναι μια μεγέθυνση του ΑΒΓΔ, ενώ το ΑΒΓΔ είναι μια σμίκρυνση του Α(Β(Γ(Δ(.

Γενικά δύο ευθύγραμμα σχήματα λέγονται όμοια όταν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες και τις αντίστοιχες γωνίες τους είναι ίσες μία προς μία.

Ο λόγος δύο αντίστοιχων πλευρών ονομάζεται λόγος ομοιότητας των δύο σχημάτων.

Για παράδειγμα ο λόγος ομοιότητας των όμοιων τετραπλεύρων ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( είναι 
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Σύμφωνα με τον ορισμό των ομοίων σχημάτων έχουμε:

( Τα ίσα ευθύγραμμα σχήματα είναι όμοια σχήματα. Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντοτε.

( Δύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι πάντοτε όμοια.
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[image: image106.wmf]( Δύο τετράγωνα είναι πάντοτε όμοια.


Τα ισόπλευρα τρίγωνα είναι όμοια
Τα τετράγωνα είναι όμοια

( Ένα τετράγωνο και ένα τυχαίο ορθογώνιο δεν είναι όμοια σχήματα. Γιατί: Έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία, αλλά οι πλευρές τους δεν είναι ανάλογες.

( Ένα τετράγωνο και ένας τυχαίος ρόμβος δεν είναι όμοια σχήματα. Γιατί: Έχουν τις πλευρές τους ανάλογες, αλλά δεν έχουν τις γωνίες τους ίσες μία προς μία.

Όμοια τρίγωνα, κριτήρια ομοιότητας.
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Η μελέτη της ομοιότητας των τριγώνων διευκο​λύνεται σημαντικά με την χρησιμοποίηση των παρακάτω προτάσεων που λέγονται κριτήρια ομοιότητας τριγώνων.

1ο κριτήριο.

Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ είναι όμοια όταν έχουν τις γωνίες τους ίσες μια προς μια. Δηλαδή,
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2ο κριτήριο.

Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν τις πλευρές τους ανάλογες. Δηλαδή
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3ο κριτήριο.

Δύο τρίγωνα είναι όμοια όταν έχουν δύο πλευρές ανάλογες και τις περιεχόμενες γωνίες ίσες. Δηλαδή,
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Μία μόνο από τις τρεις περιπτώσεις αρκεί για να διαπιστώσουμε αν δύο τρίγωνα είναι όμοια. Για τις γωνίες μάλιστα αρκεί να είναι ίσες μόνο δύο αντίστοιχες γωνίες, π.χ. 
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. Τότε αναγκαστικά οι τρίτες γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους αφού 
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( Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια αρκεί να έχουν ίσες από μία οξεία τους γωνία.
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Λόγος εμβαδών ομοίων σχημάτων
( Ας πάρουμε δύο τετράγωνα ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( με πλευρές α και β αντιστοίχως. Ο λόγος ομοιότητας των τετραγώνων είναι:
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Τα εμβαδά τους είναι Ε1=α2 και Ε2=β2 αντίστοιχα. Ο λόγος των εμβαδών τους είναι 
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Δηλαδή ο λόγος των εμβαδών δύο τετραγώνων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου της ομοιότητάς τους.

( Ας πάρουμε δύο όμοια ορθογώνια ΑΒΓΔ και Α(Β(Γ(Δ( με πλευρές α, β και α(,β( αντιστοίχως. Ο λόγος ομοιότητας των ορθογωνίων είναι: 
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Τα εμβαδά τους είναι Ε1 = α(β και Ε2 = α((β(.

Ο λόγος των εμβαδών τους είναι 
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Δηλαδή, ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων ορθογωνίων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου ομοιότητας.
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( Ας πάρουμε δύο όμοια τρίγωνα ΑΒΓ και ΔΕΖ με λόγο ομοιότητας 
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Φέρνουμε τα ύψη ΓΚ και ΖΛ από τις κορυφές Γ και Ζ αντίστοιχα.. Τότε τα τρίγωνα ΑΓΚ και ΔΖΛ είναι όμοια γιατί είναι ορθογώνια και έχουν 
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Ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι
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Γενικά λοιπόν για όλα τα όμοια σχήματα ισχύει η ακόλουθη πρόταση.

Ο λόγος των εμβαδών δύο όμοιων τριγώνων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου της ομοιότητάς τους.
Η ιδιότητα αυτή που αποδείξαμε για τα τετράγωνα, τα όμοια ορθογώνια και τα όμοια τρίγωνα ισχύει γενικά για όλα τα όμοια σχήματα.

Δηλαδή:

Ο λόγος των εμβαδών δύο ομοίων σχημάτων είναι ίσος με το τετράγωνο του λόγου της ομοιότητάς τους

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.
i)
Στο σχέδιο που ακολουθεί βλέπουμε την κάτοψη ενός οικοπέδου σε κλίμα​κα 1:1200. Βρείτε το εμβαδό του


ΛΥΣΗ

Μία από τις πιο συνηθισμένες περιπτώσεις που χρησιμοποιούμε όμοια σχήματα είναι οι χάρτες και οι κατόψεις οικοπέδων ή σπιτιών. Εκεί μας δίνουν πάντα την κλίμακα που είναι αυτό που εμείς εδώ λέμε λόγο ομοιότητας. Εδώ ο λόγος ομοιότητας είναι 1:1200. Αυτό σημαίνει ότι στην πραγματικότητα το οικόπεδο έχει 1200πλάσιες πλευρές. 

Για να υπολογίσουμε το εμβαδό χωρίζουμε το οικόπεδο σε ένα ορθογώνιο παραλληλό​γραμμο που βρίσκεται στο κάτω μέρος του σχήματος και σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο πάνω αριστερά. Έπειτα μπορούμε να βρούμε το εμβαδό με δύο τρόπους.

1ος τρόπος

Υπολογίζουμε το πραγματικό μήκος α΄, β΄, γ΄, δ΄ κάθε πλευράς.

Έτσι α΄=8cm(1200 = 9600cm ( α΄ = 96m, β΄ = 11cm(1200 = 13200cm ( β΄ = 132m, 
γ΄ = 4cm(1200 = 4800cm ( γ΄=48m, δ΄ = 6cm(1200 = 7200cm ( δ΄ = 72m.

Το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο έχει πλευρές β΄=132m και γ΄=48m, άρα έχει εμβαδό 132(48=6336m2.

Το ορθογώνιο τρίγωνο έχει μία κάθετη πλευρά ίση με 1200 (α(γ)=48m. Η άλλη κάθετη πλευρά που φαίνεται στο σχήμα με τη διακεκομμένη γραμμή είναι 1200 (β(δ)=60m. Άρα το εμβαδό του ορθογώνιου τριγώνου είναι 0.5(48m(60m = 1440m2.

Το συνολικό λοιπόν εμβαδό είναι 6336m2 + 1440m2 = 7776 m2.

2ος τρόπος

Χωρίς να βρούμε τα πραγματικά μήκη των πλευρών υπολογίζουμε το εμβαδό του σχή​ματος στο χαρτί. Έχουμε λοιπόν ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο με εμβαδό β(γ = 11cm(4cm = 44cm2. Το ορθογώνιο τρίγωνο με πλευρές (α(γ)=4cm και (β(δ)=5cm έχει εμβαδό 0.5(4cm(5cm=10cm2. Άρα το συνολικό εμβαδό στο χαρτί είναι 44cm2+10cm2 = 54cm2. Ο λόγος ομοιότητας είναι λ=1200 άρα το αποτέλεσμα πρέπει να πολλαπλασια​σθεί με τον αριθμό λ2 = 1200(1200=1440000, για να βρούμε το εμβαδό.

Πράγματι 1440000(54cm2 = 77760000cm2 = 7776m2.

Βλέπουμε ότι με το δεύτερο τρόπο κάναμε λιγότερους υπολογισμούς, γιατί δεν χρειά​στηκε να βρούμε τα πραγματικά μήκη των πλευρών.


[image: image100.wmf]Α

Β

Δ

Γ

Ε


2.
Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ έχουμε Δ και Ε τα μέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Ποια είναι η σχέση των εμβαδών των τριγώνων ΑΒΓ και ΑΔΕ;

ΛΥΣΗ

Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΔΕ  είναι όμοια διότι έχουν κοινή τη γωνία Α και 
[image: image101.wmf]2
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. Ο λόγος της ομοιότητάς τους είναι δύο. Άρα το τρίγωνο ΑΒΓ έχει 4-πλάσιο εμβαδό από το τρίγωνο ΑΔΕ.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Αυξάνουμε τη πλευρά ενός τετραγώνου κατά 10%. Πόσο αυξάνεται το εμβαδό του;

2. Μειώνουμε την πλευρά ενός τετραγώνου κατά 25%. Πόσο μειώνεται το εμβαδό του;

3. Η πλευρά ενός ισοπλεύρου τριγώνου διπλασιάζεται. Πόσο αυξάνεται το εμβαδό του;
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4. Το διπλανό σχήμα παριστάνει την κάτοψη ενός οικοπέδου σε κλίμακα 10000:1. Υπολο​γίστε το εμβαδό του.

5. Το διπλανό σχήμα παριστάνει την κάτοψη ενός οικοπέδου σε κλίμακα 3000:1. Αν οι αριθμοί υποδηλώνουν mm πόσο είναι το εμβαδό του;

6. Η διχοτόμος ενός ισόπλευρου τριγώνου διπλασιάζεται. Πόσο αυξάνεται το εμβαδό του;

7. Η διάμεσος ενός ισοπλεύρου τριγώνου διπλασιάζεται. Πόσο αυξάνεται το εμβαδό του;
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8. Προεκτείνουμε την διαγώνιο ΑΓ του διπλανού ορθογώνιου παραλληλόγραμμου στο διπλάσιο, έτσι ώστε ΑΓ=ΓΓ΄. Πόσο αυξάνεται τότε το εμβαδό του;

9. Ένας πατέρας έχει ένα τριγωνικό οικόπεδο και θέλει να το μοιράσει στους δύο γιους του. Πως θα επιτύχει δίκαιo μοίρασμα.

ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ 11ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ
1.
Βρείτε το εμβαδόν τετραγώνου με περίμετρο 8m.

2. Ένα ορθογώνιο τρίγωνο έχει υποτείνουσα 5m και μία κάθετη πλευρά 4m. Πόσο είναι το εμβαδόν του;

3. Οι πλευρές ενός τετραγώνου μειώνονται κατά 20%. Είναι δυνατόν να μειωθεί το εμβαδόν του κατά 30%, 36% ή 40%; Είναι δυνατόν να εκτιμήσουμε το μήκος της πλευράς. Δικαιολογήστε την απάντησή σας.

4. Αν σε ένα τρίγωνο μας δώσουν την περίμετρο και δύο πλευρές του μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδό του;

5. Σε ένα τρίγωνο έχουμε α=3m, β=2m και Γ=30ο. Πόσο είναι το εμβαδόν του;

6. Σε ένα τρίγωνο Α=60ο και Β=50ο. Εξηγείστε γιατί α>β;

7. Αν διπλασιάσω τις πλευρές ενός τετραγώνου πόσο αυξάνεται το εμβαδό του;

8. Δύο ορθογώνια τρίγωνα είναι όμοια. Αν έχουν ίσες τις υποτείνουσές τους είναι και μεταξύ τους ίσα;

9. Να βρείτε ένα τρόπο για να χωρίσουμε ένα τρίγωνο σε τρία ίσεμβαδικά μέρη; Πως θα το χωρίσουμε σε τέσσερα ίσεμβαδικά μέρη;
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