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7 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ
Εισαγωγή

Σε πολλές περιπτώσεις της καθημερινής μας ζωής διαπιστώνουμε ότι οι μετα​βαλλόμενες τιμές μιας ποσότητας ή ενός μεγέθους εξαρτώνται από τις μεταβαλ​λόμενες τιμές μιας άλλης  ποσότητας ή μεγέθους.

Για παράδειγμα

(
Κάθε τιμή λογαριασμού του νερού που καταναλώνουμε σε ένα χρονικό διάστημα είναι εξαρτημένη από την ποσότητα του νερού που καταναλώθηκε.
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(
Κάθε τιμή του φόρου (Φ.Π.Α.) που πληρώνουμε για την αγορά ενός προι​όντος είναι εξαρτημένη από το ποσό που δείχνει η τιμή της πώλησής του.

(
Κάθε επιμήκυνση που προκαλεί σε ένα  ελατήριο ένα δεμένο σώμα, είναι εξαρτημένη από το βάρος του σώματος.

Τον τρόπο αλληλεξάρτησης δύο μεταβαλλόμενων μεγεθών μπορούμε να τον δούμε με ένα πίνακα αντίστοιχων τιμών ή με έναν τύπο, ο οποίος συνδέει γενικά τις τιμές αυτών των μεγεθών.

7.1

Πίνακας και αλληλεξάρτηση τιμών δύο μετα​βαλλομένων μεγεθών.

Μέσα από τους πίνακες τιμών που σχηματίζουμε στα παρακάτω παραδείγματα, μπορούμε να βρούμε τον τρόπο αλληλεξάρτησης δύο μεταβαλλόμενων μεγεθών
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Παράδειγμα 1ο 

Ένα αυτοκίνητο κινείται με σταθερή ταχύτητα 50Km/h και σε x ώρες διανύει ένα διά​στημα y χιλιομέτρων.

Για τα μεταβλητά μεγέθη x και y συγκεντρώνουμε τις παρακάτω παρατηρήσεις.
(
Σε μισή ώρα, δηλαδή x=
[image: image3.wmf]2
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h, το αυτοκίνητο διανύει y=25km.

(
Σε μία ώρα, δηλαδή x=1h, το αυτοκίνητο διανύει y=50km.

(
Σε x=
[image: image4.wmf]2
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h, το αυτοκίνητο διανύει y=75km.

(
Σε x=2h, το αυτοκίνητο διανύει y=100km.

Έτσι σχηματίζουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών:

Χρόνος σε ώρες
x
1/2
1
3/2
2

Διάστημα σε km
y
25
50
75
100

Παρατηρώντας τον πίνακα τιμών διαπιστώνουμε τα εξής:

· Σε καθένα ζεύγος (x,y) του πίνακα, το πηλίκο 
[image: image5.wmf]x

y

παραμένει αμετάβλητο 
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 Έτσι όλα τα ζεύγη (x,y) του πίνακα με αντίστοιχες τιμές των δύο συμμεταβαλλόμενων μεγεθών επαληθεύουν τον μαθηματικό τύπο 
[image: image7.wmf]x

y

= 50 ή y = 50(x.

Στον τύπο y = 50(x

· Αν πολλαπλασιάσουμε με το 2 τις αντίστοιχες τιμές x = 
[image: image8.wmf]2
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και y = 25, βρίσκουμε τις επίσης αντίστοιχες τιμές x = 1 και y = 50. Όμοια, αν πολλαπλασιάσουμε με το 3 τις ίδιες αντίστοιχες τιμές x =
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και y = 25, βρίσκουμε τις επίσης αντίστοιχες τιμές x = 
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 και y = 75. Στην ίδια διαπίστωση καταλήγουμε αν πολλαπλασιάσουμε τις αντίστοιχες τιμές x=
[image: image11.wmf]2

1

και y = 25 με το 4. Παρόμοια συμπεράσματα ισχύουν και για τις άλλες αντίστοιχες τιμές x και y των δύο μεγεθών. Έτσι, όταν μια τιμή του ενός μεταβλητού μεγέθους ή ποσού πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό, το ίδιο συμβαίνει και με την αντίστοιχη τιμή του άλλου.
Δύο μεγέθη ή ποσά με αυτή την ιδιότητα λέγονται ανάλογα.

Γενικά: Δύο μεγέθη που οι αντίστοιχες τιμές τους x και y συνδέονται με τον τύπο y = αx, όπου α πραγματικός αριθμός, είναι ανάλογα.
Παράδειγμα 2ο 

Ένας αγρότης για τη μεταφορά φυτοφαρμάκου χρησιμοποιεί τέσσερα μεταλικά δοχεία σχήματος ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου ίδια χωρητικότητας.
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Τα δοχεία έχουν εμβαδά βάσεων y=4dm2, y=5dm2, y=6dm2, y=8dm2, ενώ το ύψος τους είναι 9dm, 7,2dm, 6dm και 4,5dm αντιστοίχως. Αργότερα ο αγρότης χρειάζεται ένα επιπλέον δοχείο με ύψος 7,5dm και ίδιας χωρητικότητας. Ο τεχνίτης που θα το κατασκευάσει ενδιαφέρεται για το εμβαδό της βάσης του δοχείου.
(
Συγκεντρώνοντας τις παρατηρήσεις μας για τα μεγέθη x και y που είναι αντίστοιχα το ύψος και το εμβαδό της βάσης των δοχείων έχουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών.
Ύψος σε dm
x
9
7,2
6
7,5
4,5

Εμβαδό βάσης σε dm2
y
4
5
6
;
8

Παρατηρώντας τον πίνακα τιμών διαπιστώνουμε τα εξής:

· Σε κάθε ζεύγος (x, y) του πίνακα το γινόμενο x(y παραμένει αμετάβλητο. x(y = 9(4 = 5(7,2 = 6(6 = 8(4,5 = 36dm3. Έτσι όλα τα ζεύγη (x,y) του πίνακα με αντίστοιχες τιμές των δύο μεγεθών, του ύψους και του εμβαδού βάσης, επαληθεύουν τον τύπο x(y = 36 ή y = 
[image: image14.wmf]x
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. Άρα για x = 7,5dm το εμβαδό της βάσης του νέου δοχείου είναι y = 36:7,5 = 4,8dm2.
Στον τύπο y = 
[image: image15.wmf]x

36

, x0
· Αν πολλαπλασιάσουμε με το 0,8 την τιμή x = 9 και διαιρέσουμε με το 0,8 την αντίστοιχη τιμή της y = 4 βρίσκουμε τις αντίστοιχες τιμές x=7,2 και y=5. Όμοια, αν πολλαπλασιάσουμε με το 
[image: image16.wmf]3
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 την τιμή x = 9 και διαιρέσουμε με το 
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 την αντίστοιχη τιμή y = 4, βρίσκουμε τις αντίστοιχες τιμές x = 6 και y = 6. Παρόμοια συμπεράσματα ισχύουν και για τις άλλες αντίστοιχες τιμές των δύο μεγεθών. Έτσι, όταν μια τιμή του ενός μεταβλητού μεγέθους ή ποσού πολλαπλασιάζεται με έναν αριθμό διάφορο του μηδενός, η αντίστοιχη τιμή του άλλου διαιρείται με αυτόν τον αριθμό. Δύο μεγέθη ή ποσά με αυτή την ιδίοτητα λέγονται αντιστρόφως ανάλογα.
Γενικά: Δύο μεγέθη που οι αντίστοιχες τιμές τους x και y συνδέονται με τον τύπο  
[image: image18.wmf]x
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, όπου α πραγματικός αριθμός και x0, είναι αντιστρόφως ανάλογα.
Παράδειγμα 3ο 

Σε μια βιοτεχνία ένα μηχάνημα γεμίζει με απεσταγμένο νερό φιάλες που έχουν απόβαρο 100gr. Το μηχάνημα είναι τέτοιο ώστε σε 1min παρέχει 10gr απε​σταγμένου νερού. Αν με x παριστάνουμε το χρόνο σε min και με y το αντίστοιχο μεικτό βάρος της φιάλης σε gr, τότε πως συνδέονται τα δύο μεγέθη;

Αν τα αποτελέσματα τεσσάρων παρατηρήσεων έχουν συγκεντρωθεί στον παρακάτω πίνακα τιμών να τα επαληθεύσετε και να βρείτε το χρόνο που γεμίζει η φιάλη όταν γεμάτη έχει μεικτό βάρος 250gr.

x σε min
x
1
3
5
6
;

y σε gr
y
110
130
150
160
250

Σε 1min παρέχει 10gr. Έτσι σε x min θα παρέχει 10x gr. Το μεικτό βάρος y βρίσκεται αν στα 10x gr προσθέσουμε το απόβαρο 100gr.

Άρα y = 10(x+100. Οπότε,

σε χρόνο x = 1min έχουμε μεικτό βάρος y = 10(1+100 = 110gr,
σε χρόνο x = 3min έχουμε μεικτό βάρος y = 10(3+100 = 130gr,

σε χρόνο x = 5min έχουμε μεικτό βάρος y = 10(5+100 = 150gr.

Αφού η φιάλη γεμάτη έχει μεικτό βάρος y = 250gr θα έχουμε,

250 = 10(x+100 ή 10(x = 150 οπότε x = 
[image: image19.wmf]10
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 = 15min.

Επομένως κάθε φιάλη γεμίζει σε ένα τέταρτο της ώρας.
Από τα παραπάνω παραδείγματα είναι φανερό ότι η χρησιμότητα τόσο του μαθηματικού τύπου που δίνει τον τρόπο εξάρτησης του ενός ποσού ή μεγέθους από το άλλο, όσο και του πίνακα τιμών που παρουσιάζει τις τιμές τους είναι μεγάλη.

(
Όταν δίνεται γνωρίζουμε τον μαθηματικό τύπο, τότε δίνοντας τιμές μόνο στη μεταβλητή x βρίσκουμε αμέσως την αντίστοιχη τιμή της μεταβλητής y και μπορούμε να σχηματίσουμε ένα πίνακα τιμών με τον οποίο ελέγχουμε τις παρατηρήσεις μας.

(
Όταν σχηματίσουμε τον πίνακα τιμών δύο μεταβαλλόμενων μεγεθών από συγκεκριμένες παρατηρήσεις, τότε σε πολλές περιπτώσεις είναι δυνατό να βρούμε τον μαθηματικό τύπο και μέσα από αυτόν να ελέγξουμε την ορθότητα των παρατηρήσεων που έχουμε συγκεντρώσει στον πίνακα.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Ένα ορθογώνιο έχει αρχικές διαστάσεις (μήκος-πλάτος) 4cm και 2cm αντί​στοιχα. Αν το μήκος του παραμένει σταθερό και αυξήσουμε το πλάτος του κατά x cm, τότε το εμβαδό του y εξαρτάται από τις μετα​βαλλόμενες τιμές του x. 
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Να σχηματίσετε τον πίνακα τιμών για τις μεταβολές του x κατά 1,2,3,4 και 5cm, και αφού βρείτε τον τύπο που συνδέει τα δύο συμμεταβαλλόμενα μεγέθη να υπολογίσετε για ποια τιμή του x το εμβαδό του ορθογωνίου γίνεται 48cm2.

ΛΥΣΗ

Όταν x = 1cm, το πλάτος του ορθογωνίου γίνεται 
3+1 = 4cm, οπότε το εμβαδό του y είναι σε cm2 
y = (3+1)(4 = 3(4+1(4.

Όταν x = 2cm, το πλάτος γίνεται 3+2 = 5cm, και το εμβαδό y είναι σε cm2 y = (3+2)(4 = 3(4+2(4.

Καταλήγουμε λοιπόν στον παρακάτω πίνακα

x
1
2
3
4
5

y
3(4+1(4
3(4+2(4
3(4+3(4
3(4+4(4
3(4+5(4

Από τον πίνακα τιμών διαπιστώνουμε ότι ο τύπος που συνδέει τα ποσά x και y είναι 

y = 3(4+4(x.

Όταν y = 48cm2 θα έχουμε 48 = 3(4+4(x ή 12+4(x = 48. Έτσι 4(x = 36 οπότε x =
[image: image21.wmf]4
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=9cm.

2.  
Δύο μεταβαλλόμενα μεγέθη x και y συνδέονται με τον μαθηματικό τύπο y=ax+β όπου α,β πραματικοί αριθμοί. Αν ο πίνακας τιμών των δύο μεγεθών είναι ο παρακάτω, να βρείτε τους αριθμούς α και β.

x
0
1
2
3


y
2
5
8
11


ΛΥΣΗ

Η τιμή x = 0 αντιστοιχεί σύμφωνα με τον πίνακα τιμών στην y = 2. Έτσι ο τύπος y=ax+β γίνεται 2=a(0+β ή β = 2.

Όμοια στην τιμή x = 1 έχουμε y = 5. Άρα 5=a(1+β ή 5=α+2. Έτσι α=5(2=3.

Άρα α=3, β=2. Συνεπώς ο τύπος των δύο συμμεταβαλλόμενων ποσών είναι

y=3x+2.

Όπως διαπιστώνουμε επαληθεύεται και από τις άλλες αντίστοιχες τιμές του πίνακα.

3. 
Δύο γρανάζια Γ1 και Γ2 με άνισες διαμετρους έχουν αντίστοιχα 40 και 25 δόντια. Όταν το μεγάλο γρανάζι Γ1 κάνει x στρο​φές στο λεπτό το μικρό γρανάζι κάνει y στροφές.


i)
Να βρεθεί ο μαθηματικός τύπος που συνδέει τις μεταβλητές x και y.
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ii)
Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα παρατηρήσεων και να βρείτε πόσες στρο​φές κάνει στο λεπτό το Γ1 όταν το Γ2 κάνει 80 στροφές το λεπτό.

x
5
10
20


y



80

ΛΥΣΗ

i) Όταν το γρανάζι Γ1 κάνει 1 στροφή τότε τα 40 δόντια του μετακινούν όχι μόνο τα 25 δόντια του Γ2, αλλά και άλλα 15 δόντια απ’ αυτό.

Έτσι  μια στροφή του Γ1 προκαλεί 
[image: image23.wmf]25
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στροφές στο Γ2. Συνεπώς x στροφές του Γ1 προκαλούν 
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 στροφές του Γ2.

Άρα y=
[image: image25.wmf]x
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 ή απλοποιώντας  y=
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ii) Σε 5 στροφές του Γ1 ανά λεπτό γίνονται y=8(
[image: image27.wmf]5

5

=8 στροφές του Γ2 ανά λεπτό.

Σε 10 στροφές του Γ1 ανά λεπτό γίνονται y=8(
[image: image28.wmf]5
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=16 στροφές του Γ2 ανά λεπτό.

Σε 20 στροφές του Γ1 ανά λεπτό γίνονται y=8(
[image: image29.wmf]5

20

=32 στροφές του Γ2 ανά λεπτό.

Όταν το γρανάζι Γ2 κάνει y=80στροφές το λεπτό τότε έχουμε 80=
[image: image30.wmf]x
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ή 8(x=400. Συνεπώς x=400:8 ή x=50 στροφές το λεπτό.

Έτσι ο πίνακας γίνεται:

x
5
10
20
50

y
8
16
32
80

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Σε ένα κλειστό θάλαμο τοποθετούμε δύο θερμόμετρα βαθμολογημένα σε κλίμακες Κελσίου (C) και Φαρενάιτ (F) αντίστοιχα. Όταν η θερμοκρασία του θαλάμου είναι x=0οC τότε το δεύτερο θερμόμετρο δείχνει y=32οF. Αυξάνοντας κατά 1,2,3 και 4οC τη θερμοκρασία, το θερμόμετρο Φαρενάιτ δείχνει αντίστοιχα (32+1.8)oF, (32+2(1,8)oF (32+3(1,8)oF και (32+4(1,8)oF. Να βρείτε το μαθηματικό τύπο αλληλεξάρτησης των ενδείξεων στα δύο θερμόμετρα.

Αν η θεμοκρασία βρασμού του νερού είναι 100οC να βρείτε την ένδειξη που έχει τότε το θερμόμετρο Φαρενάιτ.

2. Για την κοπτική ταχύτητα υ (σε m ανά λεπτό) ενός τρυπανιού και την περιστροφική του ταχύτητα ν (σε στροφή ανά λεπτό) ισχύει ο παρακάτω πίνακας τιμών:

ν
1000
2000
3000
4000
5000

υ
18
36
54
72
90

α) Να εξετάσετε αν τα μεγέθη ν και υ είναι ανάλογα.

β) Να βρείτε τον τύπο ο οποίος τα συνδέει.

3. Ο παρακάτω πίνακας τιμών αναφέρεται στον αριθμό ν των εργατών οι οποίοι χρησιμοποιούνται για την εκτέλεση ενός έργου και στον αντίστοιχο χρόνο t (σε λεπτά) εκτέλεσης του έργου.

ν
3
4
5
6

t
60
45
36
30

α) Να εξετάσετε αν τα μεγέθη ν και t είναι αντιστρόφως ανάλογα.

β) Να βρείτε τον τύπο, ο οποίος συνδέει τα μεγέθη ν και t.

γ) Αν χρησιμοποιηθούν 10 εργάτες, σε πόσο χρόνο θα εκτελεστεί το έργο;

4. Με τη μεταβλητή x συμβολίζουμε το ύψος σε cm των αεροσυνοδών μιας αεροπορικής εταιρείας ενώ το «ιδανικό» τους βάρος y σε Kg εκφράζεται με τον τύπο y = 0,85 (x-100).
α) Να βρείτε το ιδανικό βάρος των αεροσυνοδών που έχουν ύψη 1,70m, 1,75m, 1,80m και 1,85m.
β) Να βρείτε το ύψος των αεροσυνοδών με «ιδανικό» βάρος 65Kg, 68Kg και 80Kg.
γ) Να σχηματίσετε  ένα πίνακα τιμών για τις παραπάνω περιπτώσεις.

5. [image: image1.wmf][image: image114.png]


Στους διπλανούς πίνακες έχουν σημειωθεί οι αντίστοιχες τιμές από μερικές παρατηρήσεις μας σε δύο μεγέθη. Ποιος πίνακας αναφέρεται σε ανάλογα και ποιος σε αντιστρόφως ανάλογα μεγέθη; Να βρείτε τους τύπους που εκφράζουν σε κάθε περίπτωση την εξάρτηση των δύο μεγεθών.

6. Από τους δύο παρακάτω πίνακες τιμών δύο μεταβαλλόμενων μεγεθών x και y να βρείτε σε κάθε περίπτωσση τον δικό τους μαθηματικό τύπο.
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7. Αν ο μαθηματικός τύπος αλληλεξάρτησης δύο μεταβαλλομένων μεγεθών έχει τη μορφή y=ax με α>0 και γνωρίζουμε το διπλανό πίνακα τιμών, να βρείτε τον αριθμό α και να συμπληρώσετε τον πίνακα.
8. Ένα φορτηγό ξεκινάει από την Πάτρα και κινείται προς την Αθήνα με σταθερή ταχύτητα 60km/h. Η απόσταση Αθήνα - Πάτρα είναι 200km. Η απόσταση y του φορτηγού από την Αθήνα εξαρτάται από το χρόνο x που αυτό κινήθηκε με προ​ορισμό την Αθήνα. Να σχηματίσετε ένα πίνακα τιμών για μία, δύο, δυόμιση και τρεις ώρες και κατόπιν να βρείτε τον μαθηματικό τύπο που συνδέει τα δύο μεγέθη. Σε πόσες ώρες το φορτηγό θα βρίσκεται 20km έξω από την Πάτρα;

9. Στη μια πλευρά της ορθογώνιας αυλής του σπιτιού μας θέλουμε να φτιάξουμε ένα φράχτη με ξύλινους πασάλους διαμέτρου 10cm. Ανάμεσα στους πασάλους αφήνουμε κενό 6cm.
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α) Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα.

β) Να βρείτε τον τύπο που δείχνει τον τρόπο εξάρτησης του μήκους y του φράχτη από τον αριθμό x των πασάλων.

γ) Αν το μήκος του φράχτη είναι 9,06m πόσους πασάλους θα χρησιμοποιήσουμε;

x πλήθος πασάλων
20
21
22
30

y μήκος φράχτη σε cm





7.2

Η έννοια της συνάρτησης και η γραφική της παράσταση.

Ορισμός της συνάρτησης
Όπως έγινε φανερό δυό μεταβαλλόμενα μεγέθη που εμφανίζονται σε πολλά φαινόμενα της καθημερινής μας ζωής, έχουν την ιδιότητα: «κάθε τιμή του ενός να καθορίζει την αντίστοιχη τιμή του άλλου».

Υπάρχουν βέβαια και περιπτώσεις που η ιδιότητα αυτή της αλληλεξάρτησης ανάμεσα στις τιμές δύο μεγεθών δεν περιγράφεται ή τουλάχιστον δεν γνωρίζουμε να περιγράφεται με κάποιο συγκεκριμένο τρόπο. Για παράδειγμα οι ώρες της ημέρας και οι αντίστοιχες θερμοκρασίες.

Στις περιπτώσεις που διαπιστώνουμε αυτή την ιδιότητα της αλληλεξάρτησης δύο μεγεθών, την παρουσιάζουμε όπως είδαμε με μια πρόταση, ή με ένα πίνακα τιμών, ή ακόμα και με έναν τύπο.

Ορισμένες όμως φορές η μεταβλητή x δεν μπορεί να πάρει κάποιες τιμές, γιατί δεν βρίσκεται μέσω του τύπου ένας πραγματικός αριθμός για τη μεταβλητή y.

Για παράδειγμα αν ο τύπος εξάρτησης δύο μεγεθών είναι ο 
[image: image31.wmf]1

2

-

=

x

x

y

, τότε η μεταβλητή x δεν μπορεί να πάρει τις τιμές x = 1 και x = -1 γιατί μ’ αυτές μηδενίζεται ο παρανομαστής. Έτσι δεν υπάρχει αντίστοιχη τιμή για τη μεταβλητή y.

Γενικά: Οι τιμές τις οποίες μπορούμε να δώσουμε στη μεταβλητή x είναι τέτοιες ώστε να εξασφαλίζεται η συνθήκη:

«Σε κάθε τιμή της μεταβλητής x αντιστοιχίζεται μόνο μια πραγματική τιμή της μεταβλητής y».

Για τις πραγματικές τιμές που δίνουμε στη μεταβλητή x πρέπει να πούμε πως ορίζουν ένα σύνολο Α το οποίο είναι ένα υποσύνολο του IR. Αν για παράδειγμα οι τιμές του x είναι –1, 0, 3 και 5 τότε το σύνολο Α το γράφουμε: Α={-1, 0, 3, 5} βάζοντας τις τιμές ανάμεσα σε δύο άγγιστρα. Σε άλλες περιπτώσεις το Α μπορεί να είναι ένα διάστημα πραγματικών αριθμών.

Για παράδειγμα αν 
[image: image32.wmf]3
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 τότε 
[image: image33.wmf][
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. Τέλος αν η μεταβλητή x δεν μπορεί να πάρει κάποιες τιμές, όπως παραπάνω τις x=1 και x=-1, τότε για το σύνολο Α γράφουμε Α = IR – {-1, 1}.

Με βάση τα παραπάνω ορίζουμε την έννοια της συνάρτησης ως εξής:

Ονομάζουμε συνάρτηση από ένα υποσύνολο Α του IR στο σύνολο IR, μια διαδικασία (κανόνα), με την οποία κάθε στοιχείο x που ανήκει στο Α αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y.

Οι συναρτήσεις παριστάνονται συνήθως με μικρά γράμματα f, g, h, φ, κλπ. Το σύνολο Α λέγεται πεδίο ορισμού της συνάρτησης.

Η μεταβλητή x που παίρνει τιμές από το το πεδίο ορισμού Α μαις συνάρτησης λέγεται ανεξάρτητη ή ελεύθερη μεταβλητή,

ενώ η μεταβλητή y της οποίας η κάθε τιμή της, εξαρτάται από την τιμή της μεταβλητής x, λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή.

Το y λέγεται και «τιμή της f στο x» και συμβολίζεται με f(x). Έτσι τη συνάρτηση τη συμβολίζουμε και με τον τύπο (μοντέλο) y=f(x) ή y=g(x) ή y=h(x) κ.τ.λ.

Το σύνολο όλων των δυνατών τιμών του y δηλαδή των f(x) (με x στοιχείο του Α) λέγεται σύνολο τιμών της f και συμβολίζεται με f(A).
Παρατήρηση
Το πεδίο ορισμού Α μιας συνάρτησης f άλλοτε δίνεται και άλλοτε όχι. Όταν δεν δίνεται θα παίρνουμε ως Α το «ευρύτερο» δυνατό υποσύνολο του IR με την ιδιότητα: «για κάθε τιμή του x, το f(x) είναι πραγματικός αριθμός».

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο f(x)=3x+5 και πεδίο ορισμού 
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. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της.
ΛΥΣΗ
Με x=-1 έχουμε: f(-1)=3(-1)+5=2

Όμοια f(0)= 30+5=5
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 και

f(3)= 33+5=14

Έτσι το σύνολο τιμών της συνάρτησης f είναι το f(A) = {2, 5, 6, 5, 14}.

2. Δίνεται η συνάρτηση με τύπο 
[image: image36.wmf](
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i) Να βρεθεί ποιοι από τους αριθμούς: -10, 0, 1, 7, 10 ανήκουν στο πεδίο ορισμού της f.

ii) Ποιο είναι το πεδίο ορισμού της f;
ΛΥΣΗ
i) Δίνοντας στο x τις τιμές –10, 0 και 1 η παράσταση x-4 γίνεται αντίστοιχα -14, -4 και –3. Έτσι η 
[image: image37.wmf]4
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 δεν έχει νόημα πραγματικού αριθμού γι’ αυτές τις τιμές του x, αφού η υπόρριζη ποσότητα είναι αρνητικός αριθμός. Αντίθετα για τις τιμές x = 7 και x =10 έχουμε 
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. Άρα μόνο οι τιμές x = 7 και x =10 ανήκουν στο πεδίο ορισμού της f.

ii) Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση 
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 πρέπει όπως γνωρίζουμε 
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Έτσι 
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 οπότε το πεδίο ορισμού της συνάρτησης f είναι το 
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3. Δίνεται η γραφική παράσταση με τύπο 
[image: image44.wmf]1
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. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της f.
ΛΥΣΗ
Για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση 
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. Έτσι το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης είναι όλο το σύνολο των πραγματικών αριθμών εκτός του 1 (Συμβολικά IR –{1}).

Γραφική παράσταση συνάρτησης
Οπως διαπιστώσαμε από τα παραδείγματα της προηγούμενης παραγράφου τόσο ο μαθηματικός τύπος των μεταβαλλόμενων μεγεθών x και y, όσο και ο πίνακας τιμών τους, μας δείχνουν πως σε κάθε ένα ζεύγος (x,y) το y  παράγεται από το x.

x
0
1
2
3
4

y
0
1
4
9
16

Για παράδειγμα αν σκεφτούμε τον τρόπο με τον οποίο το εμβαδό y κάθε τετραγώνου εξαρτάται από την αντίστοιχη πλευρά του x, τότε θα γράψουμε τον τύπο y= x2 και για ορισμένες τιμές τον διπλανό πίνακα. Βέβαια το x(0 ως μέτρο πλευράς τετραγώνου έχει τη δυνατότητα να πάρει απεριόριστες τιμές, αλλά στον πίνακα τιμών γράφουμε ορισμένες από αυτές.


[image: image48.wmf]
(
Ο τύπος και ο πίνακας παρουσιάζουν με ποιο τρόπο από κάθε ένα συγκεκριμένο x βρίσκουμε το αντίστοιχο y.
Θα θυμηθούμε τώρα πως μπορούμε να παραστήσουμε, με μοναδικό τρόπο, κάθε ζεύγος (x,y) με ένα σημείο του επιπέδου και στη συνέχεια πως παριστάνουμε μια συνάρτηση σε σημεία του επιπέδου.

Η ιδέα αυτή ανήκει στο Γάλλο φιλόσοφο Ντεκάρτ ή Καρτέσιο (Descartes) από τον 17ο αιώνα.

R. Descartes

[image: image49.wmf]-

3

x

¢

y

 y

¢

M

x

1

2

 1

 2

 3


Οπως γνωρίζουμε κάθε πραγματικός αριθμός μπορεί να αντιστοιχίζεται με μοναδικό τρόπο σε ένα σημείο του άξονα των πραγματικών αριθμών.

Αν πάρουμε δύο κάθετα τεμνό​μενους άξονες στο επίπεδο που έχουν κοινή αρχή το σημείο τομής τους 0, τότε λέμε ότι έχου​με ένα Καρτεσιανό σύστη​μα αναφοράς στο επίπεδο. Όταν οι μο​ναδες που παίρνουμε στους άξο​νες του καρτεσιανού συστή​μα​τος έχουν το ίδιο μήκος ονομάζουμε το σύστημα αναφο​ράς ορθοκανονικό.
Έστω το ζεύγος (x,y) = ((3,2) των τιμών δύο μεταβαλλόμενων ποσών. Τότε στο x=(3 του άζονα x( x και στο y=2 του άξονα y( y φέρνουμε τις μοναδικές κάθετες που τέμνονται στο σημείο Μ. Το Μ είναι η εικόνα του ζεύγους ((3,2).

Και αντίστροφα όμως, αν από το σημείο Μ φέρουμε κάθετες προς τους δύο άξονες x( x και y( y, τότε αυτές τέμνουν τους άξονες στα σημεία x=(3, και y=2 αντίστοιχα.
Έτσι το σημείο Μ αντιστοιχεί με μοναδικό τρόπο στο ζεύγος (x,y) = ((3,2).

(
Το ζεύγος (x,y) λέμε ότι αποτελεί τις συντεταγμένες του σημείου Μ, ενώ οι τιμές x και  y λέγονται αντίστοιχα τετμημένη και τεταγμένη του σημείου.

Είναι φανερό ότι κάθε σημείο του άξονα x( x έχει τεταγμένη μηδέν. Δηλαδή συντεταγμένες (x,0), όπου x πραγματικός αριθμός. Κάθε σημείο του άξονα y( y έχει τετμημένη μηδέν. Δηλαδή συντεταγμένες (0,y), όπου y πραγματικός αριθμός.

Επίσης οι αριθμοί x,y διατηρούν σταθερά πρόσημα στις τέσσερις γωνίες των αξόνων.
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Συγκεκριμένα :
x>0, y>0 στην Ι γωνία
x<0, y>0 στην ΙI γωνία

x<0, y<0 στην ΙII γωνία

x>0, y<0 στην ΙV γωνία

Με τη βοήθεια του Καρτεσιανού συστήματος αναφοράς μπορούμε τώρα να παραστήσουμε γραφικά μια συνάρτηση y = f(x).
( Το σύνολο των σημείων τα οποία είναι εικόνες των συγκεκριμένων αριθμητικών ζευγών (x,y) λέγεται γραφική παράσταση της συνάρτησης.
Στον πίνακα τιμών που σχηματίζουμε για κάθε συνάρτηση, το πλήθος των τιμών του x που παίρνουμε από τις παρατηρήσεις μας είναι περιορισμένο. Έτσι μ’ αυτές τις τιμές του x που παίρνουμε από το πεδίο ορισμού Α της συνάρτησης βρίσκουμε μόνο μερικά σημεία της γραφικής της παράστασης. Για τη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης πρέπει να είναι γνωστό το πεδίο ορισμού της. στην περίπτωση που το πεδίο ορισμού δεν δίνεται, πρέπει να προσδιορισθεί. Το πώς θα είναι η γραφική παράσταση μιας συνάρτησης δηλαδή, αν αυτή αποτελείται από ορισμένα διακεκριμένα σημεία ή είναι μια συνεχής γραμμή, εξαρτάται και από τον τύπο της συνάρτησης και από το πεδίο ορισμού της.

Ας δούμε τώρα μερικά παραδείγματα γραφικών παραστάσεων για συναρτήσεις που δίνονται με γνωστούς τύπους.

[image: image116.png]


Παράδειγμα 1ο
Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο y=50-x που όπως γνωριζουμε εκφρλαζει την εξάρτηση δύο ανάλογων μεγεθών.

x
1/2
1
3/2
2

y
25
50
75
100

Από τον παραπάνω πίνακα τιμών (που είχαμε σχηματίσει και στην §7.1) βρίσκουμε στο Καρτεσιανό επίπεδο τα σημεία Α, Β, Γ και Δ, με συντεταγμένες αντίστοιχα 
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 και (2, 100). Αν για πεδίο ορισμού της συνάρτησης είχε δοθεί το σύνολο 
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 τότε η γραφική της παράσταση θα ήταν τα τέσσερα σημεία που σημειώσαμε στο ορθογώνιο σύστημα . Με δεδομένο ότι η μεταβλητή x, μπορεί να πάρει τον τύπο y=50x κάθε πραγματική τιμή, τα άπειρα ζεύγη (x, y) μας δίνουν άπειρα σημεία που βρίσκονται όπως παρατηρούμε πάνω σε μια ευθεία η οποία περνά από τα τέσσερα σημεία. Η ευθεία αυτή που αποτελεί τη γραφική παράσταση της συνάρτησης y=50x διέρχεται όπως διαπιστώνουμε απ’ την αρχή των αξόνων, αφού και συντεταγμένες του σημείου Ο(0, 0) επαληθεύουν τον τύπο y=50x.

Γενικά η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης με τύπο y=αx, που εκφράζει όπως γνωρίζουμε την εξάρτηση δύο ανάλογων μεγεθών είναι μια ευθεία που διέρχεται απ’ την αρχή των αξόνων.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο y=-50x.
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Παράδειγμα 2ο
 Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
[image: image53.wmf]x
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 που όπως γνωρίζουμε εκφράζει την εξάρτηση δύο αντιστόφως ανάλόγων μεγεθών.
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Από τον παραπάνω πίνακα τιμών (που είχαμε σχηματίσει στην §7.1) βρίσκουμε στο Καρτεσιανό επίπεδο τα σημεία Α, Β, Γ, Δ και Ε με συντεταγμένες αντίστοιχα (9, 4), (7.2, 5), (6, 6), (7.5, 4.8) και (4.5, 8). Αν για πεδίο ορισμού της συνάρτησης είχε δοθεί το σύνολο Α={9, 7.2, 6, 7.5, 4.5} τότε η γραφική της παράσταση θα ήταν τα πέντε σημεία που σημειώσαμε στον ορθογώνιο σύστημα.

Με δεδομένο ότι η μεταβλητή x μπορεί να πάρει στον τύπο 
[image: image55.wmf]x
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 κάθε μη μηδενική πραγματική τιμή, όπως για παράδειγμα x=-6, τα άπειρα ζεύγη (x, y) που επαληθεύουν τον τύπο της συνάρτησης μας δίνουν άπειρα σημεία που βρίσκονται στην 1η και 3η γωνία των αξόνων.

Τα σημεία αυτά βρίσκονται πάνω σε δύο κλάδους μιας καμπύληξς που ονομάζουμε υπερβολή.

Γενικά η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης με τύπο 
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 που εκφράζει όπως γνωρίζουμε την εξάρτηση δύο αντιστρόφως ανάλογων μεγεθών είναι μια καμπύλη με δύο κλάδους που δεν περνά απ’ την αρχή των αξόνων και λέγεται υπερβολή.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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Παράδειγμα 3ο 
Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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Απ΄ τον παραπάνω πίνακα τιμών που σχηματίζουμε βρίσκουμε στο Καρτεσιανό επίπεδο τα σημεία Α, Β, Ο, Γ και Δ, με συντεταγμένες αντίστοιχα (-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 1) και (2, 4). Αν για πεδίο ορισμού της συνάρτησης είχε δοθεί το σύνολο Α={-2, -1, 0, 1, 2} η γραφική παράσταση θα ήταν τα πέντε σημεία που σημειώσαμε στο ορθογώνιο σύστημα.

Με δεδομένο ότι η μεταβλητή x, μπορεί να πάρει στον τύπο 
[image: image61.wmf]2
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 κάθε πραγματική τιμή, τα άπειρα ζεύγη (x, y) που επαληθεύουν τον τύπο της συνάρτησης μας δίνουν άπειρα σημεία που βρίσκονται πάνω σε μια καμπύλη.

Την καμπύλη αυτή ονομάζουμε παραβολή.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΑ
Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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1. Στο διπλανό σχήμα παρουσιάζεται η γραφική παράσταση δύο συμμετα​βαλ​​λόμενων μεγεθών.

Να σχηματίσετε τον πίνακα τιμών παρατηρώντας τη γραφική παρά​σταση και να βρείτε τον τύπο που επαληθεύει την αλληλεξάρτησή τους.

ΛΥΣΗ

Από τα σημεία της γραφικής παράστασης σχηματίζουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών παρατηρώντας τις συντεταγμένες τους
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Από τον πίνακα τιμών διαπιστώνουμε ότι το γινόμενο x(y των δύο μεγεθών παραμένει αμετάβλητο αφού x(y=1(6=(3/2)(4=2(3=3(2=4((3/2)=6(1=6.

Άρα x(y=6 οπότε y=6/x με 
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2. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
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ΛΥΣΗ
Επειδή η παράσταση 
[image: image66.wmf]x

 δίνει ένα πραγματικό αριθμό (και μάλιστα μη αρνητικό) για κάθε τιμή του x, το πεδίο ορισμού της συνάρτησης είναι όλο το IR. Δίνοντας στη μεταβλητή x μερικές ενδεικτικές τιμές x=-2, x=1, x=0, x=1 και x=2 σχηματίζουμε τον παρακάτω πίνακα τιμών.
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Όπως διαπιστώνουμε όταν 
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³
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 ο τύπος της συνάρτησης γίνεται x=y και η γραφική παράσταση με 
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³

x

 είναι η ημιευθεία ΟΖ1 που αποτελεί τη διχοτόμο της 1ης γωνίας των αξόνων.

Όταν 
[image: image69.wmf]0

£

x

 ο τύπος της συνάρτησης γίνεται y=-x και η γραφική της παράσταση με 
[image: image70.wmf]0

£

x

είναι η ημιευθεία ΟΖ2 που αποτελεί τη διχοτόμο της 2ης γωνίας των αξόνων.

Έτσι η γραφική παράσταση της συνάρτησης 
[image: image71.wmf]x

y
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 είναι οι δύο διχοτόμοι της 1ης και 2ης γωνίας των αξόνων.

3. Δίνονται οι συναρτήσεις με τύπους f(x)=x2 και g(x)=2x. Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα και να βρεθούν οι τετμημένες των σημείων τομής τους. Στη συνέχεια να λύσετε την εξίσωση f(x) = g(x). Τι  παρατηρείτε;

ΛΥΣΗ
Σχηματίζουμε δύο πίνακες με ενδεικτικές τιμές για τις συναρτήσεις που δόθηκαν:


Για την f(x)=x2
Για την g(x)=2x
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Από τους δύο πίνακες τιμών βρίσκουμε τα σημεία στο ορθογώνιο σύστημα. Η παραβολή f(x)=x2 διέρχεται από τα σημεία Α, Β, Ο, Γ και Δ, ενώ η ευθεία g(x)=2x από τα Κ, Ο, Λ και Δ. Έτσι οι γραφικές παραστάσεις των δύο συναρτήσεων έχουν κοινά τα σημεία Ο και Δ που έχουν τετμημένες x=0 και x=2 αντιστοίχως.

Απ’ την εξίσωση f(x)=g(x), έχουμε x2=2x ή x(x-2)=0. Έτσι x=0 ή x=2. Όπως διαπιστώνουμε οι λύσεις της εξίσωσης f(x)=g(x), δηλαδή οι x=0 και x=2 είναι τετμημένες των σημείων τομής των δύο γραφικών παραστάσεων.

Ίσες συναρτήσεις
Από τον ορισμό της συνάρτησης γίνεται φανερό ότι:

Μια συνάρτηση προσδιορίζεται με ακρίβεια όχι όταν γνωρίζουμε μόνο τον τύπο της, αλλά όταν γνωρίζουμε ταυτόχρονα και το πεδίο ορισμού της.

Αυτό φαίνεται αν πάρουμε δύο συναρτήσεις f και g με τον ίδιο τύπο και με διαφορετικά πεδία ορισμού Α1 και Α2 αντίστοιχα. Για παράδειγμα έστω ότι έχουμε την f με τύπο 
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 και Α1={0, 1, 2, 4}, και την g με τύπο 
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Για την f έχουμε:
Για την g έχουμε:
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Έτσι:
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f(Α1)={0, 1, 1,41, 2}
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Όπως βλέπουμε τα διαφορετικά πεδία ορισμού για συναρτήσεις με τον ίδιο τύπο δεν μπορούν να δώσουν τα ίδια σύνολα τιμών και ίδιες γραφικές παραστάσεις.

Είναι φανερό ότι οι προηγούμενες συναρτήσεις ενώ έχουν τον ίδιο τύπο δεν είναι ίσες.

Παράλληλα διαπιστώνουμε ότι όχι μόνο η γραφική παράσταση κάθε συνάρτησης, αλλά και το σύνολο τιμών της εξαρτώνται τόσο από τον τύπο της συνάρτησης όσο και από το πεδίο ορισμού της.

Έτσι για την ισότητα δύο συναρτήσεων έχουμε τον εξής ορισμό:

Δύο συναρτήσεις f και g λέγονται ίσες όταν έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού Α και ισχύει f(x)=g(x) για κάθε x του Α.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Δίνονται οι συναρτήσεις f, g και h με τύπους f(x)=x, 
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 αντιστοίχως;

Ποιες απ’ αυτές είναι ίσες;

ΛΥΣΗ
Η συνάρτηση f έχει προφανώς πεδίο ορισμού το IR.

Στη συνάρτηση g αφού η παράσταση x2+1 είναι διάφορη του μηδενός για κάθε πραγματική τιμή του x, ο τύπος της συνάρτησης γίνεται 
[image: image88.wmf](
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. Έτσι το πεδίο ορισμού της g είναι πάλι το IR.. Στον τύπο της συνάρτησης h πρέπει 
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 για να έχει νόημα πραγματικού αριθμού η παράσταση 
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. Έτσι ο τύπος της h γράφεται 
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¹

x

. Άρα το πεδίο ορισμού της h είναι το IR.-{1}.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι μόνο οι συναρτήσεις f και g είναι ίσες αφού έχουν το ίδιο πεδίο ορισμού και f(x)=g(x) για κάθε πραγματική τιμή του x.

2. Να γίνουν οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f , οι οποίες έχουν κοινό τύπο f(x) =x2, και τα πεδία ορισμού τους είναι αντίστοιχα :

i) Α1={(3, (2, (1, 0, 1, 2, 3}

ii) Α2=[(3,3]

iii) Α3=IR


Κατόπιν να βρεθεί το σύνολο τιμών f(Α) σε κάθε περίπτωση παρατηρώντας τις αντί​στοιχες γραφικές παραστάσεις.

ΛΥΣΗ

(i) Όταν Α={(3, (2, (1, 0, 1, 2, 3} τότε με τη βοήθεια του τύπου έχουμε :
f((3)=( (3)2=9, f((2)=( (2)2=4, f((1)=( (1)2=1, f(0)=02=0, f(1)=12=1, f(2)=22=4 και

f(3)=32=9
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Έτσι βρίσκουμε στο ορθογώνιο σύστημα (σχ. Ι) τα σημεία Μ1, Μ2, Μ3, 0, Μ4, Μ5 και Μ6.

(ii)
Αν Α=[(3,3] τότε ενώνουμε τα προηγούμενα σημεία με μία συνεχή γραμμή αφού το x διατρέχει τις άπειρες τιμές του διαστήματος [(3,3], (σχ. ΙΙ).

(iii)
Αν Α=R, τότε η προηγούμενη γραμμή του σχήματος ΙΙ, δεν έχει πέρατα αφού το x μπορεί να πάρει κάθε τιμή από το σύνολο R.

Βλέποντας τις τεταγμένες των επτά σημείων στην πρώτη περίπτωση έχουμε :


M1
(
9
(
M6

M2
(
4
(
M5

M3
(
1
(
M4

0
(
0

Άρα f(A)={0,1,4,9}.

Στη δεύτερη περίπτωση οι τεταγμένες όλων των σημείων της γραφικής παράστασης είναι όλα τα σημεία του θετικού ημιάξονα 0y από το 0 έως το 9. Έτσι f(Α)=[0,9]. Είναι φανερό ότι στη τρίτη περίπτωση οι τεταγμένες όλων των σημείων της γραφικής παράστασης διατρέχουν όλο τον ημιάξονα 0y οπότε f(Α)=[0,+().

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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1. Από τη διπλανή γραφική παράσταση της συνάρτησης να σχηματίσετε ένα πίνακα τιμών και να βρείτε τον τύπο της.
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2. Αν ο παρακάτω πίνακας τιμών και η διπλανή γραφική παράσταση αναφέρο​νται στην ίδια συνάρτηση να προσ​διορίσετε τους πραγματικούς αριθμούς α,β,γ και δ.
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3. Αν στη γραφική παράσταση δύο μεταβαλλόμενων μεγεθών ανήκουν τα σημεία Α και Β με συντεταγμένες ((2,3) και (4,2) αντίστοιχα, να βρείτε τους αριθμούς α και β όταν ο τύπος έχει τη μορφή y=α(x+β.

4. Με τη βοήθεια της διπλανής γραφικής παράστασης να συμπλη​ρώσετε τον πίνακα

x
0
(3
2
5
8

y






5. Στη γραφική παράσταση μιας συνάρτησης ανήκουν τα σημεία Β((2,3), Γ(0,(1), Δ((2,0), Ε((3,0) και Ζ(1,(1). Σε ποιους ημιάξονες και σε ποιες γωνίες βρίσκεται το καθένα;
6. Στο διπλανό σχήμα έχουν χαραχθεί οι δύο κλάδοι μιας υπερβολής.

i) Με τις συντεταγμένες των σημείων Α, Β, Γ, Δ, Ε και Ζ να σχηματίσετε ένα πίνακα τιμών.

ii) Να γράψετε τον τύπο της συνάρτησης f που έχει γραφική παράσταση αυτή την υπερβολή.

iii) Για τις τιμές x1=10, x2=100 και x3=1000 να βρείτε τις f(x1), f(x2), και f(x3). Όταν το x παίρνει απείρως μεγάλες τιμές προς ποιόν ακέραιο εκτιμάτε ότι προσεγγίζουν οι τιμές της συνάρτησης;

7. Να βρείτε τις τιμές του πραγματικού αριθμού λ ώστε το αντίστοιχο σημείο Μ να είναι σημείο της γραφικής παράστασης της συνάρτησης.

i) f(x)=x2-2λ, M(-2, 8)
ii) g(x)=(λ-1)x3, M(-3, 54)

iii) 
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8. Να βρείτε τα πεδίο ορισμού των συναρτήσεων που δίνονται με τους παρακάτω τύπους:
i) 
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9. Να βρείτε τα πεδία ορισμού των συναρτήσεων:
i) 
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10. Η συνάρτηση f έχει τύπο f(x)=αx+β, α, β πραγματικοί αριθμοί και πεδίο ορισμού Α=IR.
Αν f(2)=2 και f(1)+f(4)=6 να βρείτε τα α και β.

11. Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης με τύπο 
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12. Να δείξετε ότι οι συναρτήσεις με τύπους 
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13. Πόσες από τις συναρτήσεις με τύπους 
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14. Αν οι συναρτήσεις με τύπους 
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 και g(x)=x έχουν κοινό πεδίο ορισμού Α=[1, 4], να κάνετε τις γραφικές τους παραστάσεις στο ίδιο σύστημα αξόνων και να βρείτε τα κοινά τους σημεία.

15. Στο ίδιο ορθογώνιο σύστημα αξόνων να κάνετε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων με τύπους 
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. Ποιες είναι οι συντεταγμένες των κοινών σημείων των δύο γραφικών παραστάσεων;
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