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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Οι ερωτήσεις 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 11, 13 είναι ασκήσεις συμπλήρωσης θεωρίας και οι απαντήσεις τους βρίσκονται στις παραγράφους του πέμπτου κεφαλαίου. Επαφίεται στους μαθητές να τις εντοπίσουν και να συμπληρώσουν τις ερωτήσεις αυτές είτε μέσα στην τάξη, για να ελεγχθεί αν έχει γίνει η σωστή εμπέδωση της θεωρίας, είτε σαν εργασία στο σπίτι.

3. Γ: 64

6. Γ: 3,74

    Υπολογίζω το α:  
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 άρα οι αριθμοί είναι 3, 6, 7, 10, 14 τότε
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7. Β: 5,1
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12. Γ: 1
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                            sx = 2 · 0,5

                            sx = 1

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Ομάδα Α΄
Να υπολογίσετε τη μέση τιμή, τη μέση απόλυτη απόκλιση και την τυπική απόκλιση των 4 αριθμών: 2,  3,  6,  9.  Δύο αριθμοί α και β προστίθενται στο σύνολο των τεσσάρων αριθμών έτσι, ώστε ο μέσος αυξάνεται κατά 1 και η διακύμανση κατά 2,5.  Να βρεθούν τα  α  και  β.

Λύση

Η μέση τιμή για τους αριθμούς 2, 3, 6, 9 είναι:  
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ΜΑΑ = 
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Θα λύσουμε το σύστημα:
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Από τον τύπο επίλυσης της β’βάθμιας εξίσωσης έχουμε:
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Άρα για  β = 11  το α = 16 – 11 = 5

 και  για  β = 5    το α = 16 –5 = 11

2 
Οι μηνιαίοι μισθοί 5 υπαλλήλων μιας επιχείρησης σε εκατοντάδες χιλιάδες δρχ. είναι:  2, 3, 3, 4, 5. Να βρεθούν και να ερμηνευθούν i) η μέση τιμή,  ii) η μέση απόλυτη απόκλιση και iii) η τυπική απόκλιση.
Λύση

Υπολογίζουμε:  i)  τη μέση τιμή   
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. Δηλαδή, ο

μέσος μηνιαίος μισθός των 5 υπαλλήλων είναι της τάξης των 340000 δρχ.
ii)  τη μέση απόλυτη απόκλιση:
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Δηλαδή, οι μηνιαίοι μισθοί των 5 υπαλλήλων της επιχείρησης απέχουν από το μέσο μηνιαίο μισθό 
[image: image20.wmf]x

 κατά μέσο όρο 88000 δρχ. (0,88 · 100000). 
iii)  διακύμανση:


[image: image21.wmf] 

1,04

 

 

11,56

 

-

 

6

,

2

1

 

11,56

 

-

 

5

63

 

 

3,4

 

-

 

5

25

 

 

16

 

 

9

 

  

9

  

  

4

 

 

x

 

-

 

v

x

 

 

s

2

2

2

2

=

=

=

+

+

+

+

=

=

å


και

[image: image22.wmf]1,009
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. Δηλαδή, η τετραγωνική ρίζα της μέσης τιμής των τετρα-

γώνων των αποκλίσεων των μηνιαίων μισθών των υπαλλήλων από το μέσο μη-

νιαίο μισθό τους είναι περίπου 100000 δρχ. (1,009· 100000).

3 Να δείξετε ότι η τυπική απόκλιση των αριθμών 1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  είναι 2.  Χρησιμοποιώντας το αποτέλεσμα που βρήκατε υπολογίσετε την τυπική απόκλιση των αριθμών: i)  11,  12,  13,  14,  15,  16,  17

                      ii)  100,  200,  300,  400,  500,  600,  700

Λύση

Υπολογίζουμε τη διακύμανση των αριθμών: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7

Η μέση τιμή είναι:  
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 EMBED Equation.3  [image: image25.wmf]4
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Άρα   s  = 2

Παρατηρούμε ότι:


11

12
13
14
15
16
17


(
(
(
(
(
(
(
(10+1)
(10+2)
(10+3)
(10+4)
(10+5)
(10+6)     (10+7)


Δηλαδή οι αριθμοί: 

y :
11, 12, 13, 14, 15, 16 17


προκύπτουν αν στους αριθμούς  

x:
1,   2,   3,   4,   5,   6,   7


προσθέσουμε τον αριθμό  10.


Είναι γνωστό όμως από τις ιδιότητες της διακύμανσης ότι:  «αν σε όλες τις τιμές μιας μεταβλητής προσθέσουμε μια σταθερή ποσότητα α, τότε η διακύμανση και η τυπική απόκλιση sx = sy παραμένουν αμετάβλητες».  Άρα η τυπική απόκλιση των αριθμών:




11,  12,  13,  14,  15,  16,  17  είναι  2.


Επίσης οι αριθμοί 

y :
100, 200, 300, 400, 500, 600,  700


προκύπτουν αν οι αριθμοί  

x:
1,   2,   3,   4,   5,   6,   7

     πολλαπλασιασθούν επί 100, δηλαδή:



1(100,    2(100,    3 (100,   4(100,    5(100,
6 (100,    7(100


 Και πάλι από τις ιδιότητες της διακύμανσης είναι γνωστό ότι, αν όλες οι τιμές μιας μεταβλητής πολλαπλασιασθούν με μια σταθερή ποσότητα α, τότε και η διακύμανση (β2) πολλαπλασιάζεται με λ2 και η τυπική απόκλιση (s) πολλαπλασιάζεται με λ.


Δηλαδή:
sy = 100 ( sx



sy = 100 ( 2             Άρα     sy = 200

4 Οι εβδομαδιαίες αποδοχές δύο ομάδων εργαζομένων σε χιλιάδες δρχ.

δίνονται παρακάτω:

Α’ ομάδα:
100
120
125
100
120
130

Β’ ομάδα:
100
110
120
100
125
140

Να βρεθούν:

i) Η μέση τιμή των αποδοχών της κάθε ομάδας εργαζομένων.

ii) Η τυπική απόκλιση κάθε ομάδας.

iii)  Η μέση απόκλιση κάθε ομάδας.

iv) Να συγκριθούν και να σχολιαστούν τα αποτελέσματα.

Λύση

Υπολογισμός στατιστικών μέτρων πρώτης ομάδας.

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής των αποδοχών της Α’ομάδας.
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 δηλαδή 115833δρχ

ii)  Υπολογισμός της τυπικής απόκλισης της Α΄ ομάδας.

Αρχικά βρίσκουμε το Σx2
Σx2 = 1002 + 1202  + 1252  + 1002  + 1202  + 1302  =

       
 = 10.000 + 14.400 + 15.625 + 10.000 + 14.400 + 16.900

και 


Σx2 = 81.325

Αντικαθιστώντας στο τύπο υπολογισμού της τυπικής απόκλισης όπου Σx2 = 81.325,  
[image: image28.wmf]x

 = 115,833 και ν= 6, βρίσκουμε:
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s = 11,699 ( 11,7  και  s ( 11,7  δηλαδή  11700 δρχ

iii)Υπολογισμός  Μ.Α.Α
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=10,55  δηλαδή 10600δρχ. 

Υπολογισμός στατιστικών μέτρων δεύτερης ομάδας

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής των αποδοχών της Β΄ομάδας
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[image: image34.wmf]
ii)  Υπολογισμός της τυπικής απόκλισης της δεύτερης ομάδας.

Αρχικά βρίσκουμε το Σx2
Σx2 = 1002 + 1102  + 1202  + 1002  + 1252  + 1402  =

= 10.000 + 12.100 + 14.400 + 10.000 + 15.625 + 19.600

και 

Σx2 = 81.725

Αντικαθιστώντας στο τύπο υπολογισμού της τυπικής απόκλισης όπου Σx2 = 81.725,  
[image: image35.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image36.wmf]x

 = 115,833 και ν= 6, βρίσκουμε:

s = 
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s ( 14,27 δηλαδή 14270

iii)Υπολογισμός  Μ.Α.Α
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Όπως παρατηρούμε οι συνολικές αποδοχές των δύο ομάδων είναι ίσες. Όμως, συγκρίνοντας την τυπική απόκλιση της δεύτερης ομάδας (s = 14,26) με αυτή της πρώτης ομάδας (s = 11,7) βλέπουμε ότι οι εβδομαδιαίες αποδοχές της δεύτερης ομάδας παρουσιάζουν μεγαλύτερη διασπορά από αυτές της πρώτης.

3. Το ύψος των ετησίων εξόδων ενοικίου που καταβάλλουν 25 εμπορικές επιχειρήσεις δίνεται από τον ακόλουθο πίνακα σε εκατομμύρια δρχ.

xi
2
3
5
6
7
8
9
10

νi
1
2
6
7
4
2
2
1

Να βρεθούν και να ερμηνευθούν:

i) Η μέση τιμή του ενοικίου

ii)  Η διάμεση τιμή του ενοικίου

iii)  Το εύρος μεταβολής.

iv)  Η διακύμανση και η τυπική απόκλιση.

Λύση

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής

Συνθέτουμε τον παρακάτω πίνακα:

(1)

xi
(2)

νi
(3)

νi(xi

2
1
2

3
2
6

5
6
30

6
7
42

7
4
28

8
2
16

9
2
18

10
1
10


25
152


Αντικαθιστώντας τα  αθροίσματα των στηλών (2) και (3), δηλαδή τα Σν=25 και Σν(x = 152, στον τύπο υπολογισμού του μέσου αριθμητικού έχουμε:
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Δηλαδή η μέση τιμή του ενοικίου είναι ίση με 6 δηλαδή 6εκ.δρχ
ii)  Υπολογισμός της διαμέσου

Συνθέτουμε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:

x
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Εργαζόμενοι κατά τα γνωστά βρίσκουμε ότι, ο αριθμός 
[image: image42.wmf]12,5
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 βρίσκεται μεταξύ των αθροιστικών συχνοτήτων 9 και 16 και συνεπώς η διάμεσος είναι δ = 6.


Δηλαδή, οι μισές επιχειρήσεις καταβάλλουν ετησίως ενοίκιο 6 εκατομμύρια και κάτω και οι άλλες μισές 6 εκατομμύρια και πάνω.

iii)  Υπολογισμός του εύρους μεταβολής

Η μικρότερη τιμή που έχει πάρει η x είναι το 2 και η μεγαλύτερη, όπως παρατηρούμε στον πίνακα, είναι το 10, συνεπώς έχουμε:

Εύρος μεταβολής:  10 - 2 = 8

Το εύρος μεταβολής των ετησίων εξόδων ενοικίου είναι πράγματι μεγάλο (ίσο με 8), όμως είναι παρακινδυνευμένο να εξαγάγουμε συμπεράσματα, πριν υπολογίσουμε και τα άλλα μέτρα διασποράς, αφού γνωρίζουμε ότι το εύρος μεταβολής έχει το μειονέκτημα να εξαρτάται αποκλειστικά από τις δύο ακραίες τιμές της x.
iv)  Υπολογισμός διακύμανσης της τυπικής απόκλισης

Συνθέτουμε τον παρακάτω πίνακα αριθμητικών υπολογισμών:

x
ν
x2
ν(x
νx2

2
1
4
2
4

3
2
9
6
18

5
6
25
30
150

6
7
36
42
252

7
4
49
28
196

8
2
64
16
128

9
2
81
18
162

10
1
100
10
100


25

152
1010


Αντικαθιστώντας τα  αθροίσματα Σν = 25,   Σν(x = 152 και Σνx2 = 1010 στον τύπο υπολογισμού της διακύμανσης έχουμε:

s2 = 
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s2 = 


s2 ( 3,434


Για να βρούμε τώρα την τυπική απόκλιση  s  βρίσκουμε τη θετική τετραγωνική ρίζα της διακύμανσης s2 , συνεπώς έχουμε

s = 
[image: image44.wmf]3,434
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    Όπως γνωρίζουμε όσο μικρότερες είναι οι τιμές της διακύμανσης και της τυπικής απόκλισης, τόσο πιο συγκεντρωμένες γύρω από το  μ  βρίσκονται οι τιμές της x και τόσο πιο αντιπροσωπευτικός είναι ο μ.  Στην προκειμένη περίπτωση η τιμή της s μας λεει ότι η τετραγωνική ρίζα του αριθμητικού μέσου των τετραγώνων των αποκλίσεων των δεδομένων μας από τη μέση βαθμολογία s είναι ίση με 1,853.

4. Ο παρακάτω πίνακας δίνει τα ύψη των ετησίων διαφημιστικών εξόδων σε 

εκατ. δρχ.  που έγιναν από τις 30 πρώτες σε πωλήσεις επιχειρήσεις, ενός εμπορικού κλάδου.
Διαφημιστικά έξοδα
Αριθμός επιχειρήσεων

[0   –  20)
2

[20  ( 40)
3

[40 ( 60)
8

[60 – 80)
10

[80 – 100)
4

[100 – 120)
2

[100 ( 120)
1

Σύνολο
30

Ζητείται να υπολογισθούν και να ερμηνευθούν:

i) Η μέση τιμή

ii)  Η διακύμανση.

iii)  Η τυπική απόκλιση.

Λύση

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής 

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα αριθμητικών υπολογισμών:
Κλάσεις
νi
xi
νi(xi

[0 – 20)
2
10
20

[20 – 40)
3
30
90

[40 – 60)
8
50
400

[60 – 80)
10
70
700

[80 – 100)
4
90
360

[100 – 120)
2
110
220

[120 – 140)
1
130
130


ν=30
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Στον τύπο υπολογισμού του μέσου αριθμητικού αντικαθιστούμε τα αθροίσματα:
Σν = 30,  Σν(x = 1920

και έχουμε:


[image: image46.wmf]x
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Άρα:  
[image: image48.wmf]x

 = 64


Δηλαδή, αυτές οι 30 επιχειρήσεις στη χρονιά που εξετάσαμε δαπάνησαν κατά μέσο όρο 64.000.000 δρχ. για διαφημιστικά έξοδα.
ii)  Υπολογισμός της διακύμανσης

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:

Κλάσεις
νi
xi
νixi
xi2
νixi2

[0 – 20)
2
10
20
100
200

[20 – 40)
3
30
90
900
2.700

[40 – 60)
8
50
400
2.500
20.000

[60 – 80)
10
70
700
4.900
49.000

[80 – 100)
4
90
360
8.100
32.400

[100 – 120)
2
110
220
12.100
24.200

[120 – 140)
1
130
130
16.900
16.900


ν=30
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Αντικαθιστούμε στον τύπο υπολογισμού της διακύμανσης τα αθροίσματα:

Σν = 30,   Σν(x = 1920 

Σν(x2 = 145.400

και έχουμε: 
s2 = 
[image: image51.wmf]2
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s2 = 


και    s2 = 750,666

iii)  Η τυπική απόκλιση είναι:

s = 
[image: image52.wmf]750,666
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και   s = 27,398 ( 27,4

Όπως γνωρίζουμε, όσο μικρότερες είναι οι τιμές της s2 (και της s φυσικά) τόσο πιο συγκεντρωμένες γύρω από τη μέση τιμή βρίσκονται οι παρατηρήσεις μας.  Επίσης η τετραγωνική ρίζα του μέσου αριθμητικού των τετραγώνων των αποκλίσεων των δεδομένων μας από τη μέση ετήσια δαπάνη διαφήμισης (64 εκατ. δρχ.) ισούται με 27,4 εκατ. δρχ. περίπου.

Ομάδα Β΄

1.Σε εργοστάσιο συσκευασίας αλατιού, ο υπεύθυνος ισχυρίζεται ότι σε κάθε σάκο αλάτι περιέχονται 25 kg.  Επιλέχθηκαν 80 σάκοι και μετρήθηκε η μάζα (x σε kg) του κάθε σάκου.  Τα αποτελέσματα  ήταν τα εξής:
Σ  (x – 25) = 27,2  και  Σ (x – 25)2 = 85,1

Να βρείτε τη μέση τιμή και την τυπική απόκλιση των μαζών.
Λύση

Από την καταγραφή των μετρήσεων της μάζας (x) κάθε  σάκου καταλήγαμε ότι:

Σ (x – 25) = 27,2 

 δηλαδή:

(x1-25) + (x2-25) + (x3-25) + (x4-25) + (x5-25) + (x6-25) + (x7-25) +

+…+ (x80-25)  = 27,2
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Σx = 27,2 + 80,25

Σx = 2027,2

Άρα  
[image: image54.wmf]25,34
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Επίσης  Σ (x – 25)2 = 85,1 
 

δηλαδή:

(x1-25)2 + (x2-25) 2+ (x3-25)2 +…+ (x80-25)2 = 85,1
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Σx2 – 50Σx + 80 ( 625 = 85,1

Σx2 – 50 ( 2027,2 + 80 ( 625 = 85,1

Σx2 = 85,1 + 50 ( 2027,2  - 80 ( 625 

Σx2 = 101.445,1 – 50.000

Σx2 = 51.445,1

Άρα 
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και


s ( 0,97

Η μέση τιμή της μάζας των 80 σάκων είναι 25,34 kg και η τυπική απόκλιση είναι 0,97 kg.
1. Το ύψος των ετήσιων κερδών μίας ομάδας 20 επιχειρήσεων σε εκατομμύρια δρχ. είναι:

Κέρδη
25
30
35
40
45
50

Επιχειρήσεις
3
3
6
5
2
1

Ζητείται να υπολογισθούν και να ερμηνευθούν:

i) Ο μέσος αριθμητικός.

ii)  Η διάμεσος.

iii)  Το εύρος μεταβολής.

iv)  Η τυπική απόκλιση.

v)  Ο συντελεστής μεταβλητότητας.

Λύση

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής.

Κατασκευάζομε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:
xi
νi
νixi

25
3
75

30
3
90

35
6
210

40
5
200

45
2
90

50
1
50

Αθροίσματα
20
715

Αντικαθιστώντας τα αθροίσματα που βρήκαμε Σν = 20 και Σν(x = 715 στον τύπο υπολογισμού του μέσου αριθμητικού έχουμε:
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και  
[image: image60.wmf]x

 = 35,75

Δηλαδή, ο μέσος μηνιαίος μισθός αυτής της ομάδας στελεχών είναι 357.500 δρχ.

ii)  Υπολογισμός της διαμέσου.

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:

(1)

xi
(2)
νi
(3)

Ν


25
3
3


30
3
6
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Αριθμός εργαζομένων
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Όπως παρατηρούμε ο αριθμός 
[image: image62.wmf]10
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 βρίσκεται μεταξύ των αθροιστικών συχνοτήτων (στήλη 3) 6 και 12 και συνεπώς η διάμεσος είναι ίση με 35, δηλαδή έχουμε: δ= 35

Το 50% λοιπόν των εργαζομένων έχει αποδοχές 350.000 (35 x 10.000) δρχ. και κάτω και το υπόλοιπο 50% 350.000 δρχ. και πάνω.

iii)Το εύρος μεταβολής ως γνωστό είναι η διαφορά μεταξύ των δύο ακραίων τιμών που παίρνει η μεταβλητή x και στη προκειμένη περίπτωση είναι:

Εύρος μεταβολής:  50 - 25 = 25

Δηλαδή, η μισθολογική σχέση, αναλογία που υπάρχει μεταξύ του πλέον χαμηλόμισθου υπαλλήλου και του πλέον υψηλόμισθου είναι 1 προς 2 ή πιο απλά οι αποδοχές του πλέον υψηλόμισθου στελέχους είναι διπλάσιες από αυτές του πλέον χαμηλόμισθου στελέχους.

iv) Υπολογισμός της τυπικής απόκλισης.

Κατασκευάζουμε τον παρακάτω πίνακα αριθμητικών υπολογισμών.

xi
νi
νixi
xi2
νixi2

25
3
75
625
1875

30
3
90
900
2700

35
6
210
1225
7350

40
5
200
1600
8000

45
2
90
2025
4050

50
1
50
2500
2500


ν=20
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Στον τύπο υπολογισμού της τυπικής απόκλισης αντικαθιστούμε τα αθροίσματα.

Σν = ν = 20

Σν(x = 715

Σν(x2 = 26475

Και έχουμε:

s = 
[image: image65.wmf]2
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s = 



s = 



s ( 6,76


Δηλαδή, η τετραγωνική ρίζα της μέσης τιμής των τετραγώνων των αποκλίσεων των μηνιαίων αποδοχών κάθε στελέχους από το μέσο μηνιαίο μισθό τους (357.500) είναι ίση με 67.600 δρχ.  Φυσικά, όσο πιο κοντά στη μέση τιμή βρίσκονται οι παρατηρήσεις μας τόσο πιο μικρή είναι η s.
v)  Υπολογισμός συντελεστή μεταβλητότητας.

Όπως γνωρίζουμε ο συντελεστής μεταβλητότητας CV ορίζεται ως ο λόγος της s δια του 
[image: image66.wmf]x

 επί 100, δηλαδή έχουμε:

CV = 
[image: image67.wmf]100

 x 

x

s
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και   CV = 18,9%

Μπορούμε να πούμε ότι η σχετική διασπορά είναι ικανοποιητική, αφού το αποτέλεσμα που προέκυψε CV = 18,9%, όπως αντιλαμβανόμαστε, δεν είναι ιδιαίτερα υψηλό και φυσικά τώρα μπορούμε να κάνουμε πιο ασφαλείς συγκρίσεις με άλλες κατανομές, σχετικά με τη διασπορά των τιμών τους.

3. Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τις μηνιαίες αποδοχές μιας ομάδας 30 υπαλλήλων σε μια επιχείρηση σε δεκάδες χιλιάδες δρχ.
Μηνιαίες αποδοχές
Αριθμός υπαλλήλων

20 – 25
5

25 – 30
15

30 – 35
5

35 – 40
3

40 – 45
1

45 (50
1

Σύνολο
30

Ζητείται:  

i) H  μέση τιμή του μηνιαίου μισθού.

ii)  Ποιος είναι ο μηνιαίος μισθός κάτω από τον οποίο βρίσκεται το 50%

των αποδοχών των εργαζομένων.

iii)  Να υπολογισθεί ο συντελεστής μεταβλητότητας. 

Λύση
i) Εύρεση της μέσης τιμής
Σχηματίζουμε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:

Κλάσεις
νi
xi
νixi

[20 – 25)
5
22,5
112,5

[25 – 30)
15
27,5
412,5

[30 – 35)
5
32,5
162,5

[35 – 40)
3
37,5
112,5

[40 – 45)
1
42,5
42,5

[45 – 50)
1
47,5
47,5

Αθροίσματα
30

890

και  
[image: image68.wmf]x

 = 
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άρα  
[image: image70.wmf]x

 = 29,666

Δηλαδή η μέση τιμή του μηνιαίου μισθού είναι περίπου 296.600 δρχ.
ii)  Εύρεση της διαμέσου.

Σχηματίζουμε τον παρακάτω αριθμητικό πίνακα:

Κλάσεις        (1)

Κλάσεις
νi 

(2)

f
Ni 
F

[20 – 25)
5
5

[25 – 30)
15
20

[30 – 35)
5
25

[35 – 40)
3
28

[40 – 45)
1
29

[45 – 50)
1
30


ν=30



Όπως βλέπουμε, παρατηρώντας τη στήλη των αθροιστικών συχνοτήτων ο αριθμός  
[image: image71.wmf]15
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, βρίσκεται μεταξύ των αθροιστικών συχνοτήτων 5 και 20 συνεπώς η διάμεσος τιμή των μισθών εντοπίζεται στην κλάση [25 - 30), συνεπώς έχουμε:

αi-1 = 25
, 
νi = 15

Νi-1 = 5
,
c = 5     και
δ = αi-1 + 
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δ = 25 + 


δ = 28,333

Δηλαδή, η διάμεσος του μισθού είναι περίπου 283.000 δραχμές.

iii)  Εύρεση του συντελεστή μεταβλητότητας.

     Κατ’ αρχάς υπολογίζουμε την τυπική απόκλιση  s.  Για το σκοπό αυτό συνθέτουμε τον παρακάτω πίνακα:
Κλάσεις
νi
xi
xi2
νixii2

[20 – 25)
5
22,5
506,25
2531,25

[25 – 30)
15
27,5
756,25
11343,75

[30 – 35)
5
32,5
1056,25
5281,25

[35 – 40)
3
37,5
1406,25
4218,75

[40 – 45)
1
42,5
1806,25
1806,25

[45 – 50)
1
47,5
2256,25
2256,25

Αθροίσματα
30


27437,5

Από τον τύπο της διακύμανσης  έχουμε:

s=
[image: image73.wmf]30
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Αντικαθιστώντας στον τύπο εύρεσης του συντελεστή μεταβλητότητας όπου 
[image: image74.wmf]x

 = 29,666 και s = 5,87  έχουμε:

CV = 
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CV = 
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και   CV = 19,79%

     Σχετικά με τη σύγκριση του CV της παρούσας άσκησης με το CV της προηγούμενης, παρατηρούμε ότι οι αμοιβές των υπαλλήλων της παρούσας άσκησης παρουσιάζουν μια σχετικά μεγαλύτερη διασπορά, όχι σημαντική βέβαια, καθόσον εδώ έχουμε CV = 19,79 ενώ ο άλλος ήταν CV = 19,16.  Εκείνο όμως που είναι αξιοσημείωτο, είναι ότι συμβαίνει το αντίθετο  με τις τυπικές αποκλίσεις τους, όπου στην παρούσα άσκηση έχουμε s= 5,871 ενώ στην προηγούμενη  

s = 6,85.

4. Σε μια βιομηχανία αυτοκινήτων ο αριθμός των εργαζομένων το έτος 1995 ήταν κατανεμημένος σε ομάδες ηλικιών όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα.  Υπολογίστε τη μέση τιμή, τη διάμεσο, τη διακύμανση και την τυπική απόκλιση των ηλικιών των εργαζομένων σ' αυτήν τη βιομηχανία.

Εκτιμήστε το ποσοστό των υπαλλήλων των οποίων οι ηλικίες βρίσκονται σε απόσταση μιας τυπικής απόκλισης γύρω από το μέσο (δηλαδή σε διάστημα 
[image: image77.wmf]x

 – s,  


[image: image78.wmf]x

 + s). Τι παρατηρείτε;  Εξηγήστε τον ισχυρισμό σας με κατάλληλο διάγραμμα.

Ηλικία
Αριθμός εργαζομένων

   15 – 20
6600

20 – 25
6500

25 – 30
5600

30 – 35
5000

35 – 40
4200

40 – 45
3700

45 – 50
3500

50 – 55
3000

55 – 60
2400

60 ( 65
2200

Σύνολο
42700

Λύση

Ηλικία
Αριθμός εργαζομένων  vi
xi΄ 
vixi΄
vixi΄2
Αθροιστική Συχνότητα Νi

[15 – 20)
6600
17,5
115500
2021250
6650

[20 – 25)
6500
22,5
146250
3290625
13150

[25 – 30)
5600
27,5
154000
4235000
18700

[30 – 35)
5000
32,5
162500
5281250
23700

[35 – 40)
4200
37,5
157500
5906250
27900

[40 – 45)
3700
42,5
157250
6683125
31600

[45 – 50)
3500
47,5
166250
7896875
35100

[50 – 55)
3000
52,5
157500
8268750
38100

[55 – 60)
2400
57,5
138000
7935000
40500

[60 ( 65)
2200
62,5
137500
8593750
42700

Σύνολο
42700

1492250
60111875


Υπολογισμός μέσης τιμής

Για να υπολογίσουμε τη μέση τιμή σε ομαδοποιημένα δεδομένα χρησιμοποιούμε τον τύπο:
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Υπολογισμός διαμέσου

Επειδή η μεταβλητή (ηλικία) είναι συνεχής, η θέση της διαμέσου θα αντιστοιχεί στην 
[image: image80.wmf]21.350
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 παρατήρηση η οποία περιέχεται στην κλάση 

[30, 35), όπως παρατηρούμε από την κατανομή αθροιστικών συχνοτήτων.  Στην κλάση αυτή κατανέμονται ομοιόμορφα 5.000 παρατηρήσεις άρα η κάθε μια καταλαμβάνει πλάτος 
[image: image81.wmf]1000
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. Άρα οι 21.350 – 18.700 = 2.650  παρατηρήσεις θα καταλάμβαναν πλάτος 
[image: image82.wmf]2,65
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 δηλαδή η τιμή της διαμέσου θα είναι:

δ = 30 + 2,65 = 32,65

Εναλλακτικά η τιμή της διαμέσου θα μπορούσε να υπολογιστεί αντικαθιστώντας τον τύπο.

Υπολογισμός διακύμανσης

Στον τύπο 
[image: image83.wmf]x
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 αντικαθιστούμε τα στοιχεία του πίνακα.

Άρα   
[image: image84.wmf]27
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και η τυπική απόκλιση  s = 13,65

Από την αθροιστική συχνότητα θα εκτιμήσουμε το ποσοστό των υπαλλήλων των οποίων οι ηλικίες βρίσκονται σε διάστημα 

(34,95 – 13,65,  34,94 + 13,65) = (21,3  ,  48,59)
[image: image99.wmf]
Παρατηρούμε ότι το ποσοστό των υπαλλήλων είναι 67%.

5. Οι ετήσιες πωλήσεις (X) των 15 καταστημάτων – παραρτημάτων (αλυσίδα καταστημάτων) που έχει μεγάλη εμπορική επιχείρηση δίνονται σε εκατ. δρχ. από τον παρακάτω πίνακα:

xi
50
60
70
80
90
100
110

νi
1
2
4
4
2
1
1

Ζητείται να υπολογισθούν:
i)  H μέση τιμή των πωλήσεων των 15 καταστημάτων.

ii)  Το εύρος μεταβολής.

iii)  Η διακύμανση και η τυπική απόκλιση.

iv)  Ο συντελεστής μεταβλητότητας.


Μία άλλη επιχείρηση παρουσίασε μέση τιμή  πωλήσεων 70 εκατ. δρχ.  και τυπική απόκλιση 17 με άλλη επιχείρηση - αλυσίδας καταστημάτων - του ίδιου εμπορικού κλάδου. Να συγκρίνετε και να σχολιάσετε τη δραστηριότητα των δύο επιχειρήσεων. 

Λύση

i)  Υπολογισμός της μέσης τιμής

Κατασκευάζουμε τον πίνακα:
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Συνεπώς η μέση τιμή των πωλήσεων των 15 καταστημάτων είναι 77.330.000 δρχ. περίπου.

ii)  Το εύρος μεταβολής, ως γνωστό, είναι η διαφορά μεταξύ των δυο ακραίων τιμών της x , δηλαδή έχουμε:

Εύρος μεταβολής:  110 - 50 = 60

Δηλαδή το εύρος μεταβολής είναι ίσο με 60.000.000 δρχ.

iii)  Υπολογισμός διακύμανσης και τυπικής απόκλισης.

Συνθέτουμε τον παρακάτω πίνακα αριθμητικών υπολογισμών:
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        s2 = 
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s2 = 6213,333 - 77,3332

s2 ( 233

Η δε τυπική απόκλιση θα είναι :

s = 
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άρα:  
s ( 15,264
iv)  Υπολογισμός του συντελεστή μεταβλητότητας.
CV = 
[image: image91.wmf]100
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και   CV = 19,738 %

       Για να προχωρήσουμε σε μια ασφαλή σύγκριση με άλλη επιχείρηση του ίδιου εμπορικού κλάδου είναι προφανές ότι απαιτείται ο υπολογισμός του CV της άλλης επιχείρησης έτσι θα έχουμε:

CV = 
[image: image92.wmf]100

 

 

x

s

×


CV = 


και   CV = 24,286 %

Σχετικά λοιπόν με τη διασπορά των πωλήσεων αυτών των δυο επιχειρήσεων μπορούμε να πούμε ότι οι πωλήσεις της επιχείρησης που εξετάσαμε παρουσιάζουν μικρότερη σχετικά διασπορά και καλύτερη ομοιογένεια σε σχέση με τις πωλήσεις της άλλης επιχείρησης, καθόσον έχουμε μικρότερο συντελεστή μεταβλητότητας (19,738  ( 24,286).

ΦΥΛΛΟ ΑΥΤΟΕΛΕΓΧΟΥ 

ΣΤΑ ΜΕΤΡΑ ΘΕΣΕΩΣ ΚΑΙ ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ

1.  Η τιμή της μεταβλητής, η οποία χωρίζει το σύνολο των παρατηρήσεών μας σε δυο ισοπληθείς ομάδες ονομάζεται:


α)  Μέσος αριθμητικός.

(
β)  Διάμεσος.


γ)  Πρώτο τεταρτημόριο.


δ)  Επικρατούσα τιμή.
2.  Η τιμή που παρουσιάζεται περισσότερες φορές σε μια ομάδα στατιστικών στοιχείων, ονομάζεται:


α)  Μέσος αριθμητικός.


β)  Διάμεσος.

· γ)  Επικρατούσα τιμή.


δ) Πρώτο τεταρτημόριο

3.  Το δεύτερο τεταρτημόριο είναι:


α)  Μέσος αριθμητικός.

(
β)  Η διάμεσος.


γ)  Η επικρατούσα τιμή.


δ)  Τίποτα από τα παραπάνω

4.  Ο μέσος αριθμητικός και η διάμεσος:


α)  Έχουν πάντα την ίδια τιμή.


β)  Ποτέ δεν έχουν την ίδια τιμή.

(
γ)  Μπορεί να έχουν είτε την ίδια είτε διαφορετική τιμή.

5.  Το πηλίκο του αθροίσματος των τιμών που παίρνει μια μεταβλητή  x  δια του συνόλου των τιμών της ονομάζεται:


α)  Επικρατούσα τιμή.


β)  Διάμεσος.

(
γ)  Μέσος αριθμητικός.


δ)  Πρώτο τεταρτημόριο.
6.  Στις ίδιες μονάδες που εκφράζονται οι τιμές της μεταβλητής x  εκφράζεται και:

(
α)  Η τυπική απόκλιση.


β)  Η διακύμανση.


γ)  Ο συντελεστής μεταβλητότητας.

7.  Δεν προσφέρεται για αλγεβρικούς υπολογισμούς:


α)  Η διακύμανση.


β)  Η τυπική απόκλιση.

(
γ)  Η μέση απόκλιση.


δ)  Ο συντελεστής μεταβλητότητας.

8. Τα μέτρα θέσης ανήκουν:

(
        α)  Η διάμεσος και ο μέσος αριθμητικός.


β)  Η διάμεσος και η διακύμανση.


γ)  Η διακύμανση και τυπική απόκλιση.


δ)  Το εύρος μεταβολής και η επικρατούσα τιμή.

9.  Αν όλες οι τιμές μιας μεταβλητής πολλαπλασιασθούν επί μια σταθερή ποσότητα λ,  τότε:


α)  Η διακύμανση πολλαπλασιάζεται επί λ.

(
β)  Η διακύμανση πολλαπλασιάζεται επί λ2.


γ)  Η διακύμανση παραμένει αμετάβλητη.

10.   Η τυπική απόκλιση είναι η τετραγωνική ρίζα:


α)  Της διαμέσου.

(
β)  Της διακύμανσης.


γ)  Του μέσου αριθμητικού.

11.  Η διαφορά μεταξύ της μεγαλύτερης και της μικρότερης τιμής των δεδομένων μας δίνεται:


α)  Από την επικρατούσα τιμή.

(
β)  Από το εύρος μεταβολής.


γ)  Από το συντελεστή μεταβλητότητας.


δ)  Από την τυπική απόκλιση.

12.  Ο συντελεστής μεταβλητότητας δίνεται από το πηλίκο:


α)  Της διακύμανσης δια του μέσου αριθμητικού.


β)  Της διακύμανσης δια της τυπικής απόκλισης.

(
γ)  Της τυπικής απόκλισης δια του μέσου αριθμητικού.


δ)  Από την τυπική απόκλιση.
13.  Από τα παρακάτω στατιστικά μέτρα καθαρός αριθμός είναι:  


α)  Η διακύμανση.


β)  Η τυπική απόκλιση.


γ)  Ο μέσος αριθμητικός.

(

δ)  Ο συντελεστής μεταβλητότητας.

ΔΡΑΣΤΗΡΙΟΤΗΤΕΣ      ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 4 ΚΑΙ  5

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΜΕΤΡΩΝ ΘΕΣΗΣ ΚΑΙ ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ

I) Με χρήση υπολογιστή γραφικών (graphics calculator)

· Εισαγωγή δεδομένων.
AC/ON →          MENU

Εισάγουμε τα δεδομένα του πίνακα Δ.1  όπως ακριβώς στις δραστηριότητες του κεφαλαίου 3.  

· Επεξεργασία δεδομένων

Επιλέγουμε F2 (CALC)  και στη συνέχεια F1(1VAR)

▷     HIST1
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Παρατηρούμε ότι στην οθόνη έχουμε τη μέση τιμή 
[image: image93.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]x

=4.19 καθώς και την τυπική απόκλιση s =1,05209315

▽    ΗIST2

[image: image101.png]



Στην οθόνη έχουμε τις τιμές των τεταρτημορίων Q1 και Q3, την ελάχιστη τιμή των δεδομένων(min X) καθώς και την τιμή της διαμέσου (Med)

 ▽   HIST3

[image: image102.png]570sas





Στην τρίτη οθόνη εμφανίζεται η μέγιστη τιμή των δεδομένων(max X) καθώς και η επικρατούσα τιμή (Mod)

EXIT

EXIT


Ένα επίσης πολύ σημαντικό γράφημα μιας κατανομής, το οποίο όμως απαιτεί χρήση Η/Υ, είναι το θηκόγραμμα. 

Το θηκόγραμμα αποτελεί γραφικό τρόπο παρουσίασης πέντε περιληπτικών μέτρων μιας[image: image103.png]


 κατανομής ομαδοποιημένων δεδομένων, με συνδυασμό των οποίων είναι δυνατή η άντληση περισσότερων [image: image104.wmf]Min =X 1,8

                                                              

Max X= 6,2

Med= 

4,45     Q3= 4,9

πληροφοριών από αυτήν που περιέχεται στα πέντε αυτά μέτρα

  Τυπική μορφή θηκογράμματος.

Όπου min{xj}, max{xj} η ελάχιστη και η μέγιστη τιμή του συνόλου των ομαδοποιημένων δεδομένων και Q1, Q2, Q3 το πρώτο, δεύτερο και τρίτο τεταρτημόριο αντιστοίχως.

Με τη βοήθεια των graphics calculator μπορούμε εύκολα να κατασκευάσουμε το θηκόγραμμα μιας κατανομής.

Για παράδειγμα, θα χρησιμοποιήσουμε τις κλάσεις των δεδομένων του πίνακα  Δ.1 και θα ακολουθήσουμε την παρακάτω διαδικασία.

F1(GRAPH)

F6 (SET)

(
F6(()

F2(BOX)

EXIT

F1(GRAPH1)

SHIFT F1

((( HIST 4
EXIT

EXIT

II)  Με χρήση  Η/Υ (πρόγραμμα Microsoft EXCEL
· Εισαγωγή δεδομένων
Από το MENU επιλέγουμε το πρόγραμμα Microsoft EXCEL
Στο Βιβλίο 1 ,Φύλλο 1   και στη στήλη Α πληκτρολογούμε τα δεδομένα του πίνακα Δ.1

· Επεξεργασία δεδομένων.

Από την γραμμή εργαλείων(toolbar) επιλέγουμε την «επικόλληση συνάρτησης» (fx). 

Στο παράθυρο που ανοίγει έχουμε δύο στήλες:

«Κατηγορία συνάρτησης» απ’ όπου επιλέγουμε «στατιστικές» και 

«Όνομα συνάρτησης» απ’ όπου μπορούμε να επιλέξουμε:

AVERAGE  -  μέση τιμή


MEDIAN   - διάμεσος


MAX      -     μέγιστη τιμή


MIN      -      ελάχιστη τιμή


AVEDEV - μέση απόλυτη απόκλιση


VAR - απόκλιση


STDEV – τυπική απόκλιση


MODE – επικρατούσα τιμή


QUARTILE – τεταρτημόριο

Αν επιλέξουμε τον υπολογισμό τεταρτημορίων (QUARTILE), τότε στην επιλογή ARRAY μαυρίζουμε την στήλη Α και τοποθετούμε το τεταρτημόριο που θέλουμε στην επιλογή QUART. 
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Να κατανοήσουν οι μαθητές τη σημασία και τη χρησιμότητα των μέτρων διασποράς μιας κατανομής (εύρος μεταβολής, μέση απόλυτη απόκλιση, διακύμανση και τυπική απόκλιση).
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Max X= 6,2







Med= 4,45     Q3= 4,9












